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Espaco Vetorial sobre K = (K, +x, k)

(V,8,0)

VY um conjunto n3o vazio cujos elementos sio ditos vetores
H uma soma de vetores
[0 uma multiplicagdo por escalar (escalar = elemento do corpo)

formam um espaco vetorial sobre K se valem os seguintes axiomas
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Axiomas

Axiomas de fechamento

A (fechamento para a soma) Vi, v e V; dBHV eV

M (fechamento para multiplicagdo por escalar) Vi € V,Va € K; aldeV

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A
AlgeLin



Espaco vetorial
000@00000000000000000

Axiomas

Axiomas da soma

Al (comutativa) Vi, v eV, tBvV=vHBJT

A2 (associativa) Vi, v,w € V; dB (VvBw) = (dBV)Bw
A3 (vetor nulo) 30 e V,VieV; dB0=0Bd=d

A4 (vetor oposto, ou inverso) Vi€ V,3w € V; dBw =wHBdi=0
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Axiomas

Axiomas da multiplicacdo por escalar

M1 Vie V,\Va, eR; al(BED) = (axB)Ed
M2 VieV; 1 Bi=d
D1 Vi,veV.VaeR;, al(VEBI) = (adV)B (add)

D2 Vie V,Va,B €R; (a+xB)B i = (ald)H (80 &)
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NI

Estamos interessados, principalmente, no caso K = R, chamado
espaco vetorial real.

Esse sempre serd o caso se nao for dito outra coisa.
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Exemplos de espacos vetoriais reais

® R com + e - as operacdes usuais se soma e produto de nlimeros reais.

® O conjunto R"*™ com as operacdes de soma e multiplicacdo por escalar que
definimos no inicio definem um espaco vetorial real.
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Exemplos de espacos vetoriais reais

© O conjunto de vetores V = (0,00) C R com as operagdes
xBy=x-y e Adx=x
é espaco vetorial sobre R.

Os fechamentos s3o validos pois tanto vetor quanto escalar s3o elementos de R e
operagdes resultam em (0, c0).
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Espaco vetorial

Exemplos de espacos vetoriais reais

. X,y € Vtemos xHy =>

2. xB(yHEz) =xH(yz)
quaisquer x, Y,z

/ entdo, como 1 € V| temos 18 x = 1x = x; observe que neste
caso, 1 é o elemento neutro da adig¢do,

. se x €V, isto &, x ),entdo x ' e VexHx ' =xx"=1

LA (nEx) = A XM = (xM)Y = x" = x™ = (Au) [ x para quaisquer

xMxH = xMEx" = (ACx)H(px) para quaisquer

LA (xBy) ) (xy) (xy)’ = (A0 x)H(AHy) para
quaisquer x,

1060 = x para qualquer x € V.
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Exemplos de espacos vetoriais reais

© R? e R3 com + a soma coordenada-a-coordenada e - a multiplicacdo das
coordenadas por um escalar.
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Exemplos de espacos vetoriais reais

6 D& modo geral R" = {(x1,x2,...,Xn): X1, X2,...,%, € R}, para qualquer inteiro
n > 0, é um espaco vetorial real com as operacdes anélogas as do R3

(X17X27”~ 7Xn) = (}/1,}/2,. -y Yn) = (Xl ‘|‘}’1,X2 +y27" -y Xn ‘|‘Yn)
para todo @ € R, a(x1,x2,...,Xn) = (ax1, axp, ..., axp)

0=(0,0,...,0)
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Exemplos de espacos vetoriais reais

© Indo mais um pouco além, se tomarmos o conjunto de todas as sequéncias de

ndameros reais
R*> = {(x1,x2,...): x; € R para todo i}

com as operacdes andlogas as do R? e R3,

(xt,x2,... )+ (). ) = (1 +y1, %+ y2,...)

)
para todo @ € R, a(x1,x2,...) = (ax1,ax,...)
0=(0,0,...)

€ um espaco vetorial real.
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Exemplos de espacos vetoriais reais

© para toda intervalo / C R n3o vazio, o conjunto F(/) das fun¢des f : | — R com
a soma de funcoes

f+g:1—>R
x = f(x) + g(x)

e a multiplicacdo por escalar A

Ml =R
x — M (x)

é espaco vetorial real.
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Exemp
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los de espacos vetoriais reais

C°(1) o conjunto das fungdes f : | — R continuas num intervalo / com as
operacoes do exemplo anterior.

CY(I) o conjunto das funcdes f : | — R com derivada continua num intervalo /
com as operacoes do exemplo anterior.

C>°(I) o conjunto das fung¢des f : | — R com todas as derivadas continuas num
intervalo / equipado com as operacdes do exemplo anterior.
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Exemplos de espacos vetoriais reais

® P,(R) o conjunto dos polindmios em x de grau < n com coeficientes reais mais o
polinbmio nulo com a soma usual de polinémios e produto usual por niimero real.

EAINES {ao+alx+azx2+~--+anx": al,ag,...,anER}.
Observe que P,(R) C C(R) C F(R).

® P(R) o conjunto dos polinémios em x com coeficientes reais.
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Exemplos de espacos vetoriais reais

® O conjunto dos niimeros complexos C com a soma usual de complexos e a
multiplicacdo por real é um espaco vetorial real.

Note que o espaco vetorial definido é um espaco vetorial sobre R.

Entretanto C é um corpo, de modo que C com a soma de complexos e o produto
de complexos é um espaco vetorial sobre C.
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Exercicio

O conjunto U = {(a,b): a,b € R} com as operacdes
(a,b)® (c,d)=(a+d,b+c) e a®(ab)=(aa ab)

é espaco vetorial real?
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Exercicio 3
O vetor oposto e o vetor nulo de um espaco vetorial s3o (nicos.
O dnico oposto de v é denotado por —Vv.

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A
AlgeLin



Espaco vetorial

Propriedades

Consequéncias dos axiomas

Teorema 6
Se (V,H, ) é um espago vetorial entdo
Q aDGzﬁpara todo a € R;
0 v = 0 para todo v € V;

sealllv=0entioa=0o0u v =0;

se tUEHw=vHBwWentio = 0=V

@
@
@ (—a)dv=al(—V)=—(aldV); paratodosa € Re VeV,
@
@

—(—V) = V para todo vV € V.
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Observacao

Consequéncias dos axiomas

Da propriedade 4 (—a)BV =al(-V) = —(adV)

e do axioma M2 1, d =i

obtemos que (—14) [J vV é o vetor oposto de V.
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Exercicio

Seja A # () um conjunto qualquer e considere o conjunto P(A) = {B: B C A} das
partes de A.

Fixe o conjunto de escalares {0,1} com as opera¢des do Exercicio 2.

Sobre P(A) defina as operagdes:

soma: By @ By = (B1 U By) \ (B1 N By) (conhecida com diferenga simétrica), para
quaisquer By, B» € P(A), e

multiplicagdo por escalar: 0© B =0 e 1® B = B, para todo B € P(A).

(P(A), @,@) é um espaco vetorial sobre [F5?
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§6 — Subespaco
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Subespaco vetorial

(V,H, ) um espago vetorial

O subconjunto U C V nao vazio é um subespaco do espaco vetorial se e s6 se
munido das operacoes H e [:] do espacgo vetorial ele é espago vetorial.
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Subespaco vetorial

Um exemplo é
C(R) c F(R)

pois C(R) é e.v. quando usamos as mesmas + e - de F(R).
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Subespaco vetorial

C(R) c F(R)

Porém, se j& ndo soubéssemos disso, note que

* C(R) é fechado para a soma de fun¢des.
* C(R) é fechado para multiplicagdo de fung&o por escalar.
» Ha vetores nulo e oposto em C(R).

» Os axiomas das operacdes em C(IR) sdo automaticamente satisfeitas, pois ja
valiam em F(R).
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Subespaco vetorial

Analogamente, podemos dizer que
Pn(R) C C(R)

é subespaco pois
* Pp(R) é fechado para a soma de fungdes.
® P,(R) é fechado para multiplicagdo de fungdo por escalar.
» H3 vetores nulo e oposto em P,(R).

# Os axiomas das operacdes sdo automaticamente satisfeitas.
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Subespaco vetorial

Em U C V n3o vazio e fechado para as operacdes de V alguns axiomas s3o
automaticamente satisfeitos.

Se as opera¢bes sdo as mesmas, as propriedades operacionais sdo herdadas.

O que nao sabemos
o fechamento das opera¢Ges no subconjunto;
e existéncia de vetor zero no subconjunto;

® existéncia de oposto no subconjunto.
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Subespaco

SeVOU#D entiohd Tell e

se U é fechado para [
e do Teor. 6, item (2): 0 =0, deld

e do Teor. 6, item (4): —u=(—1,) D ueld.

Essa dltima afirmac3o vale para todo o7 € U.
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Subespaco vetorial

Em U C V n3o vazio e fechado para as operacdes de V alguns axiomas s3o
automaticamente satisfeitos.

Se as opera¢bes sdo as mesmas, as propriedades operacionais sdo herdadas.

O que nao sabemos
o fechamento das opera¢Ges no subconjunto;
o oxictin I . ;
o oxicting I . .
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Subespaco vetorial

Teorema 7

U C V nao vazio é subespaco do espago vetorial (V, H,[]) se valem

@ (fechamento para soma) Vi, v € U vale 7BV € U;

@ (fechamento para multiplicagdo por escalar) Va € R,Vi € U vale a D 7 € U.
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Subespacos triviais

Todo (V,H, ) tem ao menos dois subespacos: {0} e V.
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Exemplos

® R tem os subespacos triviais € mais nenhum.
@ {(x,y) € R?: 2x + 3y = 0} é subespaco de R?.

® {(x,y,z) €R3: 5x+y — 3z =0} é subespago de R3.
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Exemplos

Exercicio 4
Dados ai,...,a, € R quaisquer

{(x1,.--yxn) ER": a1x1 + -+ + apx, = 0}

é subespaco de R”. Quando a; # 0 para todo i, é chamado de hiperplano.
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Exemplos

@ O espaco R"*" das matrizes reais tem como subespago o conjunto das matrizes
simétricas

A = [a;j] € R™*" é simétrica se a;j = a;,; para todo / e todo j.

O subconjunto das matrizes inversiveis com as opera¢des usuais é um subespaco de
RHXI‘I?
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Exemplos

6 C([0,1]) tem como subespaco o conjunto das f € C([0,1]) tais que

/01 F(x)dx = 0.
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Exercicio

Exercicio 5
Prove que o conjunto das solu¢Ges de um sistema linear homogéneo AX = 0, em que

A€ R™%" é um subespaco de R™¥1.
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Intersecao de subespacos

Teorema 8
Se U e W sdo subespacos de V entdo U N WV é subespaco de V.
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Unidao de subespacos

Unido de subespacos I/ U W nem sempre é subespaco. Por qué?

O menor subespaco de V que contém U/ U W é soma deles, definida por

U+W={dBw:deldeweW}

Exercicio 6
U + W é subespago de (V,H, ).
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Exercicio

Dados U = {(0,y): y € R} e W = {(x,0): x € R} sdo subespacos de R.
O queé U+ W?
Oqueé UNnW?

U U W é subespacgo?
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Exercicio 7
Prove que U + WV é o “menor” subespaco que contém U U W, isto é, prove que

qualquer subespaco que contém o conjunto U U W também contém o subespaco
u-+mw.
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§7 — Combinacao linear
Subespaco gerado
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Combinacao linear
(V, +,-) espaco vetorial
Uma combinacdo linear dos vetores vi, v2,..., v, € V com escalares ay,...,an é 0
vetor
a1V t+as- Vot tap1-Vep1tap-Vp €V
N
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Exemplo, combinac3o linear no R?
(5,-4)=2-(2,5)+

Quais s3o os vetores que podem
ser escritos como c.l. de (2,5) e (3,2)?
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Exemplo, combinac3o linear no R? .-

Combinag&o linear
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(x0,y0) = - (2,5)+B-(3,2) .-

Quais s3o os vetores que podem // @0(049)
ser escritos como c.l. de (2,5) e (3,2)? /,’ | b%s
Dados xp € yo //

(x0,¥0) = a-(2,5) + B (3,2) = (2a + 35, 5a + 2P)

Resolvendo o sistema linear, a = & (—2x0 + 3y0) e 8 = 5 (5x0 — 2¥0).

Todo (x,y) € R? pode ser escrito como c.|. desses vetores. X

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A

AlgeLin



Combinag&o linear
0000®0000000000

Exemplo, combinac3o linear no R3

Quais vetores (x, y,z) € R3 podem ser escritos como c.l. de (1,2,1) e (2,1,1)?

a+28=x
(x,y,z) = a(1,2,1) + B(2,1,1) <= 2a+ =y
a+fB=z
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Exemplo, combinac3o linear no R3

a matriz aumentada é linha-equivalente a

1 2 X
01 (2x —y)/3
0 0 (-5x+y+3z)/3

{ X, y z)eR3: —Bx+y+3z= 0} é o conjunto dos vetores que s3o c.l. dos vetores
( 9 7 ) (2,]—,1) dados.
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Subespaco gerado
{(X’Y’Z) €R3: —B5x+y+3z= O} é subespaco do R3.
E o subespaco do R3 gerado por (1,2,1) e (2,1,1).
N
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Subespaco gerado

S C V subconjunto ndo vazio qualquer do e.v. V.

O conjunto [S] dos vetores de V que s3o gerados por S é dado por

todas as combinacées lineares de vetores pertencentes a S.

Convenciona-se [(] = {0}.

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A
AlgeLin



Combinag&o linear

500000508066000
Subespaco gerado

Ou seja,

se w € [S] entdo
existem
Vi,Vo,...,Vh, €S e ai,...,a, €R
para algum n > 0 inteiro, tais que
W=a1 - Vi+ay - Vo+- -+ ap1-Vo_1+a,V,
N
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Subespaco gerado

Teorema 9

Para todo subconjunto S de vetores de um espago vetorial (V,+,-) o conjunto [S] é

subespaco vetorial de V.
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Espaco/subespaco finitamente gerado

Dado um espago/subespaco vetorial V existe S finito tal que [S] = V?

Quando ha dizemos que V é finitamente gerado ou de dimens3o finita.
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Exemplo
® P,(R) é finitamente gerado, por S = {1, x,x2,...,x"}.
® P(R) nao é finitamente gerado.
@ R” é finitamente gerado.
@ R* pao é finitamente gerado.
N
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Subespaco finitamente gerado

Vimos que (2,5) e (3,2) geram o R2.

Vimos que (1,2,1) e (2,1,1) n3o geram o R3, mas geram um hiperplano.

P>(R) é gerado por {1+ x,x + 2x2,1 — x?}.

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A
AlgeLin



Exercicio 8

Dado um subconjunto de vetores de um e.v. V, prove que [S] é o “menor” subespago
de V que contém S, isto é, prove que qualquer subespaco de V que contém o conjunto
S também contém o subespacgo [S].

Exercicio 9

Prove a seguinte afirmac3o. Se S e S’ s3o conjuntos n3o vazios de vetores de um
espaco vetorial V, ent3o [S] = [S'] se, e s se, cada vetor em S é uma combinagdo

linear dos vetores em S’, e cada vetor em S’ é uma combinacio linear dos vetores em

S.

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A

AlgeLin



Exercicio 10
Sejam S, T C V. Verifique
@ Scls];

@ se S C T entdo [S] C[T];

@ [[s]] = [s];

® se S é subespaco entdo [S] = S;

@ [SUT]=I[S]+][T]
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