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A nocio de determinante é histéricamente anterior a de matriz!

Aparece no século XVII, com Leibniz e Cramer. Cauchy no século XIX formalizou
muitas das propriedades que conhecemos hoje.

A ideia mais antiga vem da geometria: o determinante surgiu como uma forma de
medir o volume orientado de paralelepipedos no espaco.

Outra motivacdo foi resolver sistemas lineares. Isso vem de métodos como a regra de
Cramer, conhecida desde o século XVIII.
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Sistema de equacdes

Queremos resolver o sistema de equacdes:

Arixi + Awxo = by
Ao1x1 + Axxo = by
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Motivacdo algébrica

Podemos eliminar a variavel x; combinando as duas equacdes. Para isso, multiplicamos
a primeira equacdo por —Ap; e a segunda por Aj;. Obtemos:
(A11A22 — A21A2)x2 = A11b2 — A2 by, ou

‘ Aur A _‘ Al b
Ax1 Ax Ay b
com a notagao:

a b

c d ' = ad — bc
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Motivacdo algébrica

Da mesma maneira, podemos eliminar a variavel x» e obter:

Al A
Ay Ax

X1 =
! by A

‘ b1 A

Ambas equacbes podem ser resolvidas se, e somente se, a expressdo Aj1Ax» — A1pAx
for diferente de zero.
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Motivacdo algébrica

O mesmo procedimento pode ser feito para sistemas de trés equacdes em trés variaveis.
Dado o sistema:

A11x1 + Ar2xo + A13x3 = by
Az1x1 + Azoxo + Axzxz = by
Az1x1 + Azaxo + A3zxz = bz
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Motivacdo algébrica

Eliminamos a variavel x; de cada conjunto possivel de duas equacdes, obtendo:

(1A11 An Al Az A1 b
X2 + X3 =

Ax1 A Ay Ao Ay b

A Ax An Azl A b
X2 + X3 =

A3r Az A3r Asz A31 b3

As1 Az Azt Asz| A1 b3
X2 + X3 =

L[A11 A Al Az A1 b
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Motivacdo algébrica

Podemos agora eliminar a variavel x, multiplicando cada uma das equacdes,
respectivamente, por Asy, A1z, Az (verifique!). Obtemos:

Al A Az Al A b
A1 Axn Ax |x3=| Ax Axn b
Asr A Az A1 A b3

c
com a convencgdo f| = aei + bfg + cdh — ceg — afh — bdi

/

R Q o
>0 o
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Motivacdo algébrica

O mesmo método pode ser estendido para dimensdes arbitrarias, mas a expressdo do
“determinante”’ é bem mais complicada; n3o se trata mais de multiplicar nas diagonais e
somar/subtrair.

No determinante n X n, aparecem n! termos.
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Motivacdo geométrica

Dados i = (a,b) e V= (c,d),

o determinante = ad — bc

a c
b d

é a area com sinal (depende da orientagdo) do para-
lelogramo que eles geram:

{ad+ pV: o, B €[0,1]}

Area positiva se ao girar vi em direcdo a v», o giro for anti-horério. N
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Area de um paralelogramo

O valor da area do paralelogramo (0, &, &’ + v, V) & o valor absoluto do determinante.

Se = (a,b) e V= (c,d), entdo

Area((ﬁ, a,d+ V,V)) = |ad — bc|.

O valor absoluto “remove” a orientacio.

O quadrado unitario tem area 1.
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Determinante como volume no R3

&

&

Paralelepipedo unitéario. O volume desse paralelepipedo é igual a 1. Isso reflete o
determinante |e_'1 & é'3| corresponde ao da matriz identidade.
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Determinante como volume no R3

Paralelepipedo gerado por vi, va, v3. O volume (com sinal) desse paralelepipedo é igual
ao determinante |v; Vb V3. X
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Determinante como volume no R3
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Determinante como volume no R3

Vi

Paralelepipedo gerado por Vi, Vi + v», V3. Para o volume (com sinal) desse
paralelepipedo ’\71 \71 + \72 \73’ = ‘\71 \72 \73’ = ‘\71 \71 \73’ aF |\71 \72 \73’
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Volume de um paralelepipedo

—

O volume do paralelepipedo formado por i, vV, w é:
Vol(i, v, w) = |det(d, vV, w)|
Sem o valor absoluto, temos:

Areao, = det(if, V), Volo, = det(d, v, w)
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Volume em dimens3o n

Se A € R™", o volume do paralelotopo Ax com x € [0, 1]" &:
Vol(Ax) = | det(A)|, Volo(Ax) = det(A)
Se B é inversivel de ordem n e W = Ax um paralelotopo, ento:
Vol(BW) = | det B| - Vol(W)

Volo (BW) = det B - Volo (W)

Volume de imagens por transformacdes lineares é escalado por det
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Fungdo determinante

Funcdo multilinear

D:Vi XV, X -+ xV,— R & multilinear se, fixado n — 1 argumentos da funcdo, no
argumento restante a func3o é linear, isto &, valem

— —

e D(Eb"'agiflaﬁ—'— ‘77£i+17"'€_;1):

— — —

D(‘€17 000 76_;717 LTJ Zi+17 o0 gn)_’_D(gh 000 761'717 \77 ZI’+17 0 0 E))

— — — —

e D(Z[,.-.,Z;_l,OJJ,Z;+1,...£n):OCD(E:[,...,Z;_]_,LT, i+17"'£n)

paracadai=1,2,...,n.
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Fungdo determinante

Func3do determinante

D : R™"™ — R & uma funcdo determinante se

® D(A) =0 se A tem linhas |.d.

© D é multilinear nas linhas.
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Fung3o determinante

Propriedades de uma funcio determinante

Proposicao

Permutar duas linhas consecutivas muda o sinal de uma fun¢io determinante.

Ideia para a prova: Tome A’ obtida de A trocando as linhas k e k + 1 por O+ Zkﬂ, a

soma de_!as. N N .
0:D(fl,...,_’ﬁk+fk+1_2€k+€kj1,...,f,,):

— — —

D(El,-~-yik7€k+17~--7€n)+ D(fl,...,g;@rl,fk,...,fn)
portanto estes devem ter sinais opostos. ¢
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Fung3o determinante

Propriedades de uma funcio determinante

Com respeito as operagdes elementares nas linhas

Lema — Propriedades de uma fungdo determinante

Para qualquer escalar e # 0 e quaisquer i # j

LisL;
® Se A—"7; Bentso D(B) = —D(A).

® Se A%, Bentio D(B) = aD(A).
L,‘(—LH»(!LJ'
S

@ Se A B entdo D(B) = D(A).
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Fung3o determinante

Propriedades de uma funcio determinante

Corolario 1 do lema anterior
D(E - A) = D(E) - D(A) para qualquer matriz elementar E.

Corolario 2 do lema anterior
Se B & obtida de A por operagdes elementares e D(A) = 0, entdo D(B) = 0. Em

particular, se A é inversivel entdo D(A) # 0.
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Fung3o determinante

Propriedades de uma funcio determinante

Corolario 3 do lema anterior

Sejam A, B € R™" e E; matrizes elementares tais que B = E; - - - E,A. Ent3o, existem
escalares o, ..., as tais que

D(B) = (~1)tay - - asD(A)

onde t é o nimero de opera¢des do tipo | (troca de duas linhas) e s € o namero de
operagdes do tipo Il (substituicdo de uma linha por um maltiplo «; dela).
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Fungdo determinante

Exemplo

Calculo por Escalonamento

(1)La+Lo+314
2 1 -1 (2)LL3HLL3+LL1
A= |-3 -1 2 | Bbbrth,
-2 1 2

Até aqui o determinante n3o muda.

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A
AlgeLin

2 1 -1
0 05 05
0 0 -1

(1)L2(—L2+0.5L3
(2)L1(—L1*L3

(3)L1<—L1—2L2
——



Determinante
0000000800000

Fungdo determinante

2 0 O
0 05 O
0 0 -1
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Fung3o determinante

Propriedades de uma funcio determinante

Corolario 4 do lema anterior

Se uma matriz é triangular (superior ou inferior), entdo seu determinante é igual ao

produto dos elementos da diagonal.
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Fung3o determinante

Propriedades de uma funcio determinante

Teorema

A é inversivel se, e somente se, D(A) # 0

Vimos acima que se A & inversivel entdo D(A) # 0.
Por outro lado, se A n3o é inversivel, entdo é linha equivalente a uma matriz escalonado
B com uma linha nula, logo D(A) = 0.
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Fung3o determinante

Teorema
D(A-B) = D(A)D(B).

Em particular, se A & inversivel, entdo 1 = D(A)D(A™1).

Teorema

D(AT) = D(A), onde AT denota a transposta de A.
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Fung3o determinante

Teorema
Existe uma Ginica func3o determinante.

det(A) é a notagdo para determinante da matriz A.
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Fung3o determinante

Teorema fundamental das matrizes invertiveis (em construgdo)
Para toda matriz quadrada A de ordem n s3o equivalentes:
@ A é invertivel;
I, & a forma escalonada reduzida;
AX = B tem solucio Gnica para todo vetor-coluna B;
AX = 0 tem somente a solucio trivial X = 0;
os n vetores definidos pelas linhas de A formam base do R”;

os n vetores definidos pelas colunas de A formam base do R”;

posto(A) = n;
det(A) # 0.
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Calculo do determinate

Determinante por Escalonamento

© Escalone a matriz, reduzindo matriz a forma triangular superior; leve em conta a
cada operacdo elementar o efeito sobre o determinante:
® trocar linhas implica em determinante troca de sinal;
@ multiplicar linha por constante implica em determinante é multiplicado pela
constante;

® Calcule determinante da matriz resultante pelo produto dos elementos da diagonal.
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Calculo do determinate

Formula de Laplace - Expansdo por linha

Seja A = [aj;] uma matriz n X n e i uma linha fixa:

Férmula de Laplace

n

det(A) = > (—1)ay - det(Ay)

J=1

® a;: elemento da linha /, coluna j.

* Ajj: matriz que resulta da remoc¢&o da linha i e coluna j.
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Calculo do determinate

Férmula de Laplace - Expansdo por linha

Exemplo: Expansdo da 12 linha:

12 3
A=10 4 5
106
4 5 05 0 4
det(A)_l-‘O 6’—2-‘1 6'+3-’1 0'_1(24—0)—2(0—5)+3(0—4)_22
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Calculo do determinate

Férmula de Laplace - Expansdo por coluna

A férmula também permite expandir pela coluna j:

n

det(A) =) (—1)""ay - det(Aj)

i=1
Exemplo: Expansio da 32 coluna:
0 4 1 2 1 2
=3 s et 2

=3(—4) —5(—2)+6(4) =—-12+10+24 =

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A
AlgeLin



Determinante
0000@0000

Calculo do determinate

Formula de Leibniz

O que é uma Permutacio?

e Uma permutacdo é uma reordenacdo dos elementos de um conjunto.

® Exemplo com 3 elementos:
{1,2,3} — (1,2,3),(2,1,3),(3,2,1),...

e Existem n! permutacdes de um conjunto com n elementos.
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Calculo do determinate

Permutacdes Pares e Impares

* Uma permutagdo é par se o namero de inversdes (i < j e o(j) < o(i)) é par.

e E impar se o nimero de inversdes é impar.

Exemplos:
* (1,2,3) — (2,1,3): 1 troca - impar
e (1,2,3) — (3,1,2): 2 trocas - par
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Calculo do determinate

Sinal de uma Permutacido

O sinal de uma permutacdo o é:

+1,

sgn(o) = 1

Exemplos
e 0=(2,1,3) = sgn(o) = -1
e 0=(3,1,2) = sgn(o) = +1
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Calculo do determinate

Féormula de Leibniz para o Determinante

Férmula de Leibniz

Para uma matriz A = [a;] € R"™"™:

det(A Z sgn(0) - a1,6(1) - @2,0(2) *** @n,0(n)

oES,

» A soma é feita sobre todas as permutagdes de {1,...,n}.

e O sinal de cada termo depende da paridade da permutacio o.
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Calculo do determinate

Comparacido

Dada matriz n x n, a férmula de Laplace ou Leibniz necessita de cerca de n! operacdes,
enquanto que o algoritmo baseado em escalonamento 2n3/3 operacdes,
aproximadamente.

n | Laplace/Leibniz Escalonamento
2 3 4

3 14 15

4 63 37

6 2000 130

20 6 x 1018 5000
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§15 — Autovalores e autovetores
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T:U — V uma TL entre espacos vetoriais de dimens3o finita.
Vimos que é possivel escolher bases B, C para U, V, tal que

[Tlac € ek Vealndd o “diagonal”

Lembrando que
[Tlec = [[T(A)lc - [T(vh)lc]
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Se U =V (nesse caso, a transformag&o linear também é chamada de operador linear)
entdo [T]gc é quadrada.

Porém, se B = C nem sempre é possivel descobrir uma representacido por matriz
diagonal.

Estudaremos o problema de determinar quais transformacdes entre espacos de dimensio
finita podem ser representadas por matriz diagonal.
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Matriz diagonal

Uma matriz A = [ajj] quadrada é diagonal se a;j = 0 sempre que i # j.

A € R™" ¢ diagonalizavel se existe P € R"™" inversivel tal que
P~tAP

€ uma matriz diagonal.
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Exemplo

4 1 11 ) [4 0
DadoA—[0 2} tome P—[O _2],eobtem—seD—[0 2}
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Notacdo

Se A é diagonal e a;; = «; escrevemos

A = diag(ai, ag, . ..
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TL com representacdo por matriz diagonal

Seja V um espaco vetorial de dimens3o n.

Se T:V — V tem representagdo por uma matriz diagonal A = [a;j] com respeito a
alguma base ordenada B = {w, ..., V,}, entdo

paratodo k =1,2,...,n.
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Reciprocamente....

Se existe B = {V4,..., Vp} li. e escalares \1,..., A, tais que T(V;) = \;V;, entdo B é
base e
M 0 ... 0
B ) 0 M 0
[Tles = [[T(W)ls -~ [T(va)lg] = :
0 O An
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Caracterizacdo do problema

A transformacdo T : V — )V admite representacdo por matriz diagonal se e somente se
existem n = dimV vetores Vi, ..., V, |l.i. associados a n escalares A1, ..., \, tais que

para todo J.
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Autovetor e Autovalor de Operador Linear

7 € V ndo nulo é autovetorde T:V — V se

—

existe A € R tal que T() = Ad

O escalar )\ é autovalor associado a u.
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Autovetor e Autovalor de Operador Linear

T: R? — R? dado por T(x,y) = (x,—y).

T(1,0) = (1,0) = 1(1,0)
(1,0) autovetor associado a 1 como autovalor.

7(0,1) = (0,-1) = (-1)(0,1)
(0, 1) autovetor associado a —1 como autovalor.
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Exemplos |

® T:R2 - R2 dado por T(x,y) = (4x,—y) tem autovetores (0,1) e (1,0) com os
respectivos autovalores —1 e 4 associados.

® S:R? — R? dado por S(x,y) = (2x — y, x) tem autovetor (1,1) com autovalor 1

associado.

® R:R? — R? dado por R(x,y) = (x + y, —x) ndo tem autovalores (reais).
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Exemplos Il

© No espaco C*°(R) das fungdes infinitamente derivaveis

® o derivada € uma TL e um autovetor é a funcdo exponencial e* é autovetor com o
autovalor associado 1. A funcdo exponencial e>* é autovetor com o autovalor
associado 2.

f a derivada segunda é uma TL e um autovetor é a fun¢do seno com autovalor
associado —1.
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Exemplos IlI

© No espaco P>(R), a TL

T(ao + ai1x + 32X2) = 2ap + 3a1x + 232X2

os polindmios da forma ag + a»x? sdo autovetores do autovalor 2

os polinémios da forma a;x sdo autovetores do autovalor 3.
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Exemplos IV

Quem s3o os autovetores e os respectivos autovalores da identidade Iy,: V — V? E do
operador nulo?
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Caracterizacdo do problema

A transformacdo T : V — )V admite representacdo por matriz diagonal se e somente se
existem n = dim ) vetores Vi, ..., V, |l.i. associados a n escalares A1, ..., \, tais que

para todo J.
A transformacdo T : V — V admite representacdo por matriz diagonal se e somente se
existe uma base de V formada por (n = dim V) autovetores de T.
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Exercicio 17
Um autovetor s6 pode estar associado a um anico autovalor.

Exercicio 18
Se 7 & autovetor associado ao autovalor A, entdo todo vV € [{&}] ndo nulo é autovetor

associado a \.
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Autovalor 0

0 € V ndo é autovetor de T: V — V, mas
0 € R pode ser autovalor associado a v # 0.

Nesse caso T(v) = 0V = 0, logo v € N(T).

Se N(T) # {0}, entdo os vetores ndo-nulos de N(T) sio autovetores associados ao
autovalor 0.
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Autoespaco do autovalor A

Defina
Er(N) ={ueV | T(a)=\d}

Proposicdo 15
Se T:V—=VeTL, entdo E7(A) = N(T — Aly).

Corolario
E1(A) é subespago de V.
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Autoespaco do autovalor A

Se A for autovalor de T entdo £7(\) é o conjunto dos autovetores associados a A mais
o vetor nulo, chamado de autoespaco do autovalor \.

A & autovalor de T se e s6 se E7(\) # {0}.
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Exemplo

Quais sdo todos os autovalores do operador T(x,y) = (x, —y) no R??

1-XN)x=0
A é autovalor se e s6 se A(x,y) = (x,—y) se e s6 se ( )
(-1=A)y=0
menos uma solucdo n3o trivial.
O sistema é indeterminado se e s6 se A\ =1 ou A = —1.

Portanto, 1 e —1 s3o os autovalores.
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Exemplo

Os autoespagos sio 2:
£r(1) = {(x,0): x € R}
Er(=1) ={(0,y): y e R}
No mais

Er(A) ={(0,0)} para todo A # —1,1 real.
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Exemplo

Seja D o operador derivada em P,(R). Entdo D(p(x)) =
Ap(x) com p ndo nulo sé vale para p(x) = a (real ndo nulo) e A =0
X
P se A # 0, s6 vale para p nulo (que ndo é autovetor).

A =0 e p(x) =1 sdo autovalor e autovetor associados.

&p(0) = N(D) = Po(R).
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Er(N\) éonacleode T — Ay, ndode T.

Disso, A é autovalor de T se, e somente se, E7(\) # {0}.

Em particular, 0 é autovalor de T se, e somente se,
E7(0) = N(T - 0ly) = N(T) # {0}

se, e somente se, T ndo & injetora.
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Proposicdo 16

Para T : V — V s3o equivalentes:

@ T éinjetiva;
@ 0 n3o é autovalor de T:
@ dim(&7(0)) =0.
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Autovalor e autovetor de um Operador linear

Exercicio

Exercicio 19

Sejam ¥V um espaco de dimens3o finita, T um operador em V e A € R. Prove que s3o
equivalentes as afirmacdes abaixo.

@ )\ é autovalor de T;

@ T — Ay ndo é injetiva;

® T — Ay n3o é sobrejetiva;

@ T — My ndo é inversivel.
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Polinédmio caracteristico
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Polinémio caracteristico

Sejam T um operador sobre V de dimensdo n, B base ordenada, ¥ # 0 e A € R.
T(V) = \Vse esése (T —Ay)(V)=0

se, e s6 se, (T — Aly) ndo tem inversa.

se, e s6 se, [T — Aly]gg ndo tem inversa

se, e s6 se, [T]gg — Al, ndo tem inversa

se, e s se,
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Polindmio caracteristico de uma matriz

Se A = [aj] € R™" entdo pa(A) = det(A — Al,) &€ um polinémio em A, chamado de
polindmio caracteristico da matriz A.

pa tem grau n, o coeficiente de A" é (—1)" e o coeficiente do termo \° & det(A).
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Se A= P~ 1BP, vale:

Proposicdo 17

Se A e B sdo semelhantes, entdo pa(x) = pg(x).

pois det (A — xI,,) =

det (P~'BP — xI,) = det
= det
= det
= det

P~'BP — xP~'P)

P~Y(B — xl,)P)

P~1) det (B — xl,) det (P)
B — X/,,)

A~/ /—
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Polindbmio caracteristico

De volta a T operador sobre V de dimensdo n e B base,
o polindmio det([T]|gg — Al,) ndo depende da base B:
Pelo Corolario do Teorema 17, se C também é base de V

[Tlec = Wlgs - [Tles - [(Wlcs

ou seja, [T]cc e [T]ss sdo semelhantes.
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Polindbmio caracteristico

O polinémio caracteristico de T é dado por

p7(A) = p71(A) = det ([T] — Aly)

onde [T] & uma representagdo matricial de T numa base ordenada qualquer.
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Polinémio caracteristico

Proposicdo 18
As raizes reais de p7(\) sdo os autovalores de T, e vice-versa. Logo, se T é um

operador em um espaco vetorial de dimensdo n, entdo T possui no maximo n
autovalores distintos.
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Exemplo
2 -1 1
Dado A= |0 3 —1|, matriz que representa o operador T4 no R3 com respeito a
2 1 K]

base canédnica.

2-x -1 1
pa(A) =det(A—AB)=det| 0 3-Xx -1 |=—(A—=2)(A—2)(\—14)
p) 13-

logo os autovalores sdo 2 (com multiplicidade 2) e 4.
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Exemplo

Os autovetores do autovalor 2 sdo os vetores ndo nulos de N(A — 2/3) (o nucleo da

TA - 2IR3)
—X2 + X3 =0
X2 — X3 =0 tem solugdes t(—1,1,1) (t € R).

2x1+x2+x3 =0
Os autovetores do 2 sdo t(—1,1,1) para todo real t 0.

£r,(2) = {t(~1,1,1): t € R} logo dim(E7,(2)) = 1.
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Exemplo

Os autovetores do autovalor 4 sdo os vetores ndo nulos de N(A — 4/3)

Logo, esses autovetores sdo t(—1,1,1) , t # O real.

E1,(8) = {t(1,-1,1): t € R} logo dim(E7,(4)) = 1.

Aqui n3o tem base de autovetores
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Multiplicidades

O autovalor 2 ocorre 2 vezes como raiz do polinémio caracteristico, portanto sua
multiplicidade algébrica é 2. O autoespago tem dimensdo dim(€4(2)) = 1 portanto sua
multiplicidade geométrica é 1.

O autovalor 4 ocorre 1 vezes como raiz do polinémio caracteristico, portanto sua
multiplicidade algébrica é 1. O autoespago tem dimensdo dim(€4(4)) = 1 portanto sua
multiplicidade geométrica é 1.
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Exemplo

Seja T um operador em R3 tal que, na base canénica,

—4 0 -3
[T]=]0 2 o0
6 0 5

Entdo pr(\) = —-(A —=2)(A = 2)(A + 1).
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Exemplo

E7(2) = N(T — 2IRs) que & dado pelas solugdes de

-6 0 —37 [x 0
0 0 of|yl=|o
6 0 3| |z 0

Er(2) ={y(0,1,0) + z(—1/2,0,1) : y,z € R} e dim(E7(2)) = 2.
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Exemplo

Er(—1) = N(T + Ig3) que é dado pelas solugdes de

—3 0 -3] [x 0
0 3 0 |y|l=]o
6 0 6] |z 0

Er(-1) ={2z(-1,0,1) : z e R} edim(E7(-1)) = 1.

Aqui pode ter base de autovetores
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Multiplicidades

O autovalor 2 ocorre 2 vezes como raiz do polinémio caracteristico, portanto sua
multiplicidade algébrica é 2. O autoespago tem dimensdo dim(€4(2)) = 2 portanto sua
multiplicidade geométrica também é 2.

O autovalor —1 ocorre 1 vezes como raiz do polindmio caracteristico, portanto sua
multiplicidade algébrica é 1. O autoespago tem dimensdo dim(€4(4)) = 1 portanto sua
multiplicidade geométrica é 1.
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Exemplo

O conjunto B = {(0,1,0),(—-1/2,0,1),(—1,0,1)} dado pela unido dos geradores dos

autoespacos de todos os autovalores de T é L.i., portanto, uma base do R3 !ll, e
2 0 0
[Tlese= (0 2 0
0 0 -1

Coincidéncia?
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Teorema 18

Sejam T um operador linear em V de dimens3o finita e A1, Ao, ..., Ay autovalores

distintos dois a dois.
Se,parai=1,....k, Bi C Er(N\;) él.i., entdo By U--- U By é l.i..
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Autovetores de autovalores distintos

Corolario 1 do Teorema 18

T tem no maximo dim()) autovalores distintos.

Se tem exatamente dim()) autovalores distintos, entdo os autovetores formam uma
base de V.

No caso de n autovalores distintos a representacdo matricial de T é por matriz diagonal.
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Autovetores de autovalores distintos

Corolario 2 do Teorema 18

Se Zf'(:l dim(E7(A;)) = dim(V) entdo V tem uma base de autovetores.
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Autovetores de autovalores distintos

Lema

Se T & um operador linear sobre V de dimens&o finita e 4 € R & um autovalor de T

com multiplicidade algébrica r, entdo 1 < dim(E7(u)) < r.
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Demonstracdo |

Ponha d = dim(E7(u)). Por ser autoespago d > 1.

Ponha m a multiplicidade algébrica de p.

Vamos mostrar que d < m.

Sejam Vi, Vo, ..., Vy vetores |Li. em E1(u)

Pelo Teorema do Completamento podemos estender para uma base ordenada B de V-

- = —

Vi, V2,...,Vd, U1, ...,Un—d

A matriz da transformag¢do com respeito a B é

[Tles = [[T(W)]e [T(B)e .- [T(W)le [T(@)ls .. [T(d-a)ls]
:[[M\71]B ,u[\72]3 ,u[\7d]B [T(LT1)]B [T(Un_d)]B}Z{O'lIfjd QP)] N

Professor: jair.donadelli@ufabc.edu.br Sala: 546-2-A
AlgeLin



Polindmio caracteristico
00000000000000000000ee0

Demonstracdo ||

Logo p7()) = det <[ lg P] — AI,,) = (u— N9 det(Q — Al,_q).
0lha @

Portanto pr(\), d < m

Professor: jair.donadelliQufabc.edu.br Sala: 546-2-A
AlgeLin



Polindmio caracteristico
0000000000000000000000e

§16 — Diagonalizacdo de matrizes
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Recordando...

Um operador linear sobre um espaco de dimens3o finita é diagonalizavel se existe uma
base do espaco para a qual a representacdo matricial do operador &€ uma matriz
diagonal.

T : YV — V admite representacdo por matriz diagonal se e somente se V admite uma
base formada por autovetores.
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Operador linear x matriz diagonalizaveis
Uma matriz A € R"*" define um operador linear T4 em R”".

Com respeito a base canénica, temos [T4] = A.

Afirmacio
A é diagonalizavel sse T, é diagonalizavel.

N
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Analogamente, para matrizes ...

A € R™" & diagonalizavel se, e s6 se, existe P inversivel tal que P~*AP é diagonal.
Entdo, AP = PD, com D diagonal.

Escrevendo P = [¢; --- €p] por suas colunas

AP =[Ac1 -+ Acy) e PD = [di1¢1 -+ dnnChl.

Logo AC; = dic;, para todo i, as colunas de P sdo n autovetores [.i..

Portanto, para C = {ci,..., Cy}, temos [Ta]cc diagonal. NG
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Analogamente, para matrizes ...

Por outro lado, se Tx é diagonalizavel e C = {&, ..., ¢y} uma base de autovetores
(“que diagonaliza”), tomamos P = [[¢1]s - [Ch]s] que & a matriz mudanga de base
[Irr]c de C para B (canbdnica).

Pelo Teorema 17 [Ta]cc = [IRn]E}g[TA]BB[IRn]CB e [Talsg = A por ser a base
candnica. Logo A é diagonalizavel.
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Analogamente, para matrizes ...

Dizemos que A € R e ¥ # 0 sdo autovalores e autovetores (associados) da matriz A

se sdo autovalores e autovetores de Tj4.

Ademais, sempre que houver uma relacdo matricial da forma
AP = PD

com matrizes quadradas e P invertivel e D diagonal saberemos que a j-ésima coluna de

P & autovetor associado ao autovalor na j-ésima posicdo diagonal de D. G
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Teorema fundamental das matrizes inversiveis

Para toda matriz quadrada A de ordem n s3o equivalentes:

@

@
(€
@
@
@
@

©

A é invertivel;

I,, é a forma escalonada reduzida;

AX = B tem solucdo Gnica para todo vetor-coluna B;

AX = 0 tem somente a solucgdo trivial X = 0;

os n vetores definidos pelas linhas de A formam base do R”;
os n vetores definidos pelas colunas de A formam base do R”;
posto(A) = n;

det(A) # 0;

0 ndo é um autovalor de A.
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Exemplo |

(1) T: R® — R3 dada por T(x,y,z) = (x +z,y + z,x + y + 2z) & representada na
base canénica, por

1 01
A= 10 1 1| e pa(A)=-AA-1)(A-3)
11 2
Como s&o 3 raizes distintas, 0,1 e 3, respectivos autovetores sdo l.i., logo a matriz (e o

operador) é diagonalizavel.
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Exemplo Il

Para cada autovalor \, os autovetores sdo calculados resolvendo os sistemas
(A—A3)X =0, para A=0,1,-3.

Encontramos uma base de autovetores (—1,—1,1),(—1,1,0),(1,1,2).
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Exemplo Il

(2) T: Po(R) = P2(R) dado por T(p(x)) = p"(x) = 2p'(x) + p(x).

. A 1 —2 4 . « A . L . L
Com respeito a base canénica [T] = [0 ! 714} cujo polindmio caracteristico é

(0]
(1—\)3.
Ent&o, para ser diagonalizavel devemos ter dim€a(1) = 3.

O autoespaco é dado pelas solugdes de ([T] — 113)X = 0 que tem dimensdo 1. Assim,
a matriz ndo é diagonalizavel.
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Procedimento para diagonalizar uma matriz

Passo 1. Confirme que a matriz € realmente diagonalizivel encontrando n autoveto-
res linearmente independentes. Uma maneira de fazer isso € encontrar uma base
de cada autoespaco e juntar todos esses vetores num tnico conjunto S. Se esse
conjunto tiver menos que n elementos, a matriz ndo € diagonalizavel.

Passo 2. Forme a matrizP = [p, p, --- p,]quetem os vetores de S como ve-
tores coluna.

- - -1 p -
Passo 3. A matriz P AP sera diagonal com os autovalores A, A,, .. .,
dentes aos autovetores p,, p, (
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Teorema — Caracterizagdo das matrizes diagonalizaveis

Uma matriz A quadrada de ordem n é diagonalizavel se, e somente se, tiver n

autovetores |.i.
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Multiplicidades

Teorema

Seja A uma matriz quadrada de ordem n com autovalores Ay, ..., \x distintos. S3o
equivalentes:

@ A é diagonalizavel;

@ a unido das bases dos autoespacos de A contém n vetores;

® todas as raizes p, sdo reais e para todo autovalor a multiplicidade algébrica é igual
a multiplicidade geométrica.
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