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ALGORITMOS PROBABILISTICOS

Notacdo

1. N = {0,1,2,...} denota o conjunto dos niimeros naturais; Z
denota o conjunto dos numeros inteirose Z; = {1,2,...} os
inteiros positivos; R denota o conjunto dos ntimeros reais.

“

2. “:=" tem o significado de “é definido igual a”.
3. O conjunto de todos os subconjuntos de B com cardinalidade k é
denotado ().

O conjunto de todos os subconjuntos de B, ou seja, o conjunto das
partes de B, é denotado por 2B,

Se A e B sdo conjuntos entdo B é o conjunto de todas as fungées
de A em B.

A para o complemento Q) \ A.

4. In é a fungdo logaritmo natural, ou seja, logaritmo na base e =
2,71.... Em base a4, usamos loga e omitimos a no caso a = 2.
. g 00 L.
5. Usamos } ;> com o mesmo significado de ) °; para séries.

Também, usamos |J;> tanto quanto (J{2; para operagdes sobre
conjuntos.
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1
Nogdes de probabilidade

Intuitivamente, uma medida de probabilidade é uma forma quantita-
tiva de expressar a chance de ocorréncia de eventos associados a um
experimento aleatério, cujos resultados ndo podem ser previamente
determinados. A teoria da probabilidade é a drea da matemdtica
dedicada a modelagem e ao estudo rigoroso desses fendmenos sob
condicoes de incerteza.

Uma medida de probabilidade IP é definida sobre uma familia .A
de subconjuntos de () que deve satisfazer:

(i) Qe A
(ii) se A € Aentio A € A;
(iii) se A; € A paratodoi > 1, entdo ;> A; € A.

Uma familia de subconjuntos que satisfaz essas propriedades é cha-
mada de o-dlgebra de subconjuntos de Q).

Um espacgo de probabilidade, ou um modelo probabilistico, é uma Neste texto, usaremos os termos espago
de probabilidade e modelo probabilistico de

terna (Q), A, P) tal que Q) é um conjunto ndo vazio, chamado espaco o o et
maneira intercambiavel, sem distingao.

amostral; A é uma o-algebra de subconjuntos de (); e P: A — [0,1] é
uma medida de probabilidade, que atribui a cada evento aleatério um
namero real satisfazendo

Nao-negatividade P(A) > 0 paratodo A € A.

Normaliza¢io P(Q) =1.

Aditividade enumerdavel se { A; € A:i > 1} éum conjunto
enumeréavel de eventos mutuamente exclusivos, entao

P(GAl) = i]l’(Ai).
i=1 1=

O lado esquerdo dessa igualdade ndo depende de uma enumeragéo
particular dos conjuntos A; e 0 mesmo vale para o lado direito.
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Proposicao 1.1: Propriedades de P

Para uma medida de probabilidade IP sobre um espago de
eventos A do espago amostral () valem as seguintes proprie-
dades.

1. A probabilidade do evento impossivel é
P(@)=0.

2. Aditividade finita: se A1, Ay, ..., Ay € & sdo eventos mutu-
amente exclusivos entdo

n n
P(UAi>—Z]P(Ai)' (1.1)
i=1 i=1
3. A probabilidade do complemento é
P(A)=1-P(A)

para todo evento A € £.

4. Monotonicidade: se A C B, entdo P(A) < P(B).
Também, P(B\ A) =P(B)—-P(A).

5. Regra da adicdo: Para quaisquer A, B

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

6. Subaditividade: Se A1, Ay, ..., A, sdo eventos, entao

]P( ' AZ) < i]P(Al) (1.2)
i=1 i=1

| & J

Demonstracido. Fazendo A; = (e A; = & para todo i > 2 temos, pela
aditividade enumeravel, que

P(Q):H’(nguzumuzu---)=]P(Q)+i]P(®)

portanto, pela ndao-negatividade, resta que P(@) = 0. Agora, defi-
nindo A; = & para todoi > n

n

n o] (o] n
P(U&) =IP<UA1»> = L P(A) =Y P(A;)+ ) P(2) = } P(A)
i=1 i=1 i=1 i=1 i>n i=1

que é o resultado afirmado no item 2.

A probabilidade do complemento segue do item anterior e da
normalizagdo. Os detalhes ficam a cargo do leitor.

Para monotonicidade, consideremos A e B eventos tais que A C B.
Usamos que B pode ser escrito como a unido disjunta AU (B \ A),

6



ALGORITMOS PROBABILISTICOS

donde P(B) = P(A)+P(B\A)ecomoP(ANB) > 0 temos
P(B) > P(A). Notemos que, como consequéncia imediata, temos
P(A) <1 para todo evento A.

Finalmente, a unido A U B pode ser escrita como duas unides
disjuntas (A \ B) U (B\ A) U (AN B) donde concluimos que

P(AUB)=P(A\B)+P(B\A)+P(ANB). (1.3)

Agora, A pode ser escrito como a unido disjunta (A\ B)U(ANB) e,
analogamente, B = (B\ A) U(ANB), portanto P(A) =P(A\B) +
P(ANB) assimcomoP(B) = P(B\ A)+P(ANB). Isolando
IP(A\ B)ePP(B\ A) nessas duas igualdades e substituindo na
equagdo (1.3) prova a regra da adigdo. O

1.1 Convengdes notacionais

Sejam A uma descrigdo de um evento aleatério e Aq o subconjunto
que o representa em (), A, IP). Denotamos por IP[ A | a probabili-
dade do evento descrito por A, isto é, P[A] := P( Aq ). Caso haja a
necessidade de evidenciar o espago amostral escreveremos

P[A] ou P [ocorre A] ou P [weEA] (1.4)
Q we) we)
com o mesmo sentido, o de P(Aq ).

Por exemplo, no caso em que uma moeda equilibrada é lancada
até sair coroa, o evento caracterizado por “o nimero de lancamentos
é par” é definido em (Q), A,IP) por Aq = {(c1,...,¢;/):iépar}e
IP[namero par de langamentos | denota o mesmo que P( A ).

Quando () é finito e a menos que seja dada explicitamente outra
medida, entdo a notagdo na equagdo (1.4) significa que estamos as-
sumindo a medida de probabilidade uniforme: P(w) = 1/|Q)| para
todo w € Q. Por exemplo, seja p(x) um polindmio ndo nulo e Q
um conjunto finito de nlimeros. A probabilidade de que o sorteio de
um elemento de (), todos com a mesma probabilidade de ocorréncia,
resulte numa raiz do polinémio é descrita por

P Ip(x) =0]
que é a probabilidade do evento R = {w € O: p(w) =0}.

Nos algoritmos assumiremos a possibilidade de se fazer escolhas
aleatérias, ou seja, assumiremos que os algoritmos dispéem da ins-
trugao

a0
chamada de atribuicdo por uma escolha aleatdria uniforme em ()
(finito), o que significa que a assume qualquer um dos elementos de

7
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Q) com igual probabilidade, a saber 1/ |Q)|. Por exemplo, a partir de
uma fonte de bits aleatdrios, a instrugéo

a&{0,1}

denota o fato de que a é uma varidvel do algoritmo e que apés a exe-
cugao da atribuigdo < o valor da variavel 2 é um elemento qualquer
de {0,1} com probabilidade 1/2.

Notagdo | Eventos Conjunto

(@) espago amostral, evento certo | universo

%] evento impossivel vazio

{w} evento elementar conjunto unitdrio

A evento subconjunto

A ocorre A weA

A ndo ocorre A w ¢ A (complemento)
ANB ocorre A e B w € AN B (intersecgdo)
AUB ocorre A ou B w € AU B (unido)

A\ B ocorre A e ndo ocorre B w € A ew ¢ B (diferenga)
AAB ocorre A ou B, ndo ambos w € AUBew & AN B (diferenca simétrica)
ACB se ocorre A, entdo ocorre B w € A = w € B (inclusdo)

Tabela 1.1: pequeno dicionario

o . de termos da probabilidade.
1.2 Probabilidade discreta

Um modelo probabilistico discreto, ou espago de probabilidade dis-

creto, é um espago (Q, E,P)em que () é enumeréavel (finito ou infi-

nito) e £ = 29, Se A é conjunto, 24 denota o conjunto
Nesse caso, todo experimento tem seu modelo probabilistico espe- das partes de A.

cificado quando estabelecemos

1. um espago amostral enumeréavel ();
2. uma fungdo p: O — [0,1] tal que ¥ ,cq p(w) = 1, chamada fungdo
massa de probabilidade.

De fato, dado (), p) como acima, podemos definir uma fun¢do IP em

22 tomando

P(A):=) pw), AcCQ. (1.5)
weA

Essa soma estd bem definidae 0 < IP(A) < 1 paratodo A C Q.
Claramente, P(Q)) =Y, P({w}) = 1. Além disso, se A; parai > 1
sdo eventos mutuamente exclusivos, entdo

P(GAi> = i]P(Ai)
i=1 i=
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segue da convergéncia absoluta e da exclusdo mutua. Portanto, IP é
uma medida de probabilidade sobre 2.

Assim, em um espago de probabilidade discreto, a fun¢do massa
de probabilidade determina completamente a medida de probabili-
dade.

Convencionamos a notagao

P(w)=P({w})

para os eventos elementares.

Exemplo 1.1: Moeda equilibrada

Uma moeda equilibrada é lancada repetidamente até sair
coroa. No espaco amostral definimos a fun¢do massa de pro-
babilidade

27" paracj=Casej<iec =Co,

p((cr,c2,...,¢1)) = /
0  nos outros casos.

Q) e p definem um modelo probabilistico discreto para o expe-

rimento.

MonNTY HALL
Vejamos um modelo probabilistico para o problema de Monty

Hall: o apresentador Monty Hall mostra trés portas a um espectador Monty Hall é o nome do apresentador
de um concurso televisivo que era

. . exibido na década de 1970, nos Estados
O protocolo é o seguinte: Monty Hall escolhe, ao acaso, uma das Unidos, chamado Let’s Make a Deal.

que concorre ao prémio escondido atrds das portas.

portas para esconder um carro; nas outras duas esconde um bode
em cada. Na primeira etapa o concorrente escolhe uma porta ao
acaso (que ainda ndo é aberta); em seguida Monty Hall abre uma
das outras duas portas que o concorrente ndo escolheu, sabendo que
ela esconde um bode e escolhendo ao acaso se houver mais de uma
possibilidade. Com duas portas fechadas apenas e sabendo que o
carro esta atrds de uma delas, o apresentador oferece ao concorrente
a oportunidade de trocar de porta. O concorrente tem que decidir se
permanece com a porta que escolheu no inicio do jogo ou se muda
para a outra porta que ainda estéd fechada. Feita a escolha, o apresen-
tador abre a porta escolhida e o concorrente leva o prémio escondido
pela porta. Qual é a estratégia que maximiza a chance de ganhar o
carro?

O experimento consiste das seguintes trés etapas

1. o apresentador esconde o carro atrds de uma das portas escolhida
com probabilidade 1/3;
2. com probabilidade 1/3, uma porta é escolhida pelo jogador;


https://www.youtube.com/watch?v=ygRU_bGVFdM
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3. o apresentador revela, dentre as duas que o jogador nao escolheu,
aquela que ndo esconde o carro. Se houver duas possibilidades
entdo o apresentador escolhe uma delas com probabilidade 1/2.
Um espago amostral fica definido pelas ternas (e, ez, e3) em que e;
é a porta escolhida no passo i descrito acima e, se as portas estdo
numeradas por 1,2 e 3, entdo definimos um modelo probabilistico
discreto com () dado por
{(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1),
(1,1,2),(1,1,3),(2,2,1),(2,2,3),(3,3,1),(3,3,2) }.
e probabilidades de acordo com o diagrama de drvore mostrado na
Figura 1.1 abaixo; um caminho seguido pelo jogador numa rodada
do jogo corresponde a um caminho na arvore, a partir da raiz (o
ponto mais alto) até uma folha (um dos pontos mais baixos). A pri-
meira ramifica¢do corresponde a escolha de porta para esconder o
carro, as segundas ramifica¢des correspondem a escolha do jogador e
as terceiras ramificagdes correspondem a escolha de porta para abrir
feita pelo apresentador. Os eventos que interessam, a saber “o joga-
1/3 173 1/3 Figura 1.1: diagrama de arvore
de um modelo para Monty
1 2 3 Hall
1/3 /3 1/3 1/3 1/3 /3
/ 13 / / 13 / / 13 /
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1/2A1/2 1 1 1 1/2/\1/2 1 1 1 1/2/\1/2
2 3 3 3 3 1 3 1 2 1 1 2
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
(1L1,2) (1L13) (1,23 (1,32  (213) (221) (223) 231) (312  (321) (331) (3372
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
118 1/18  1/9 1/9 1/9  1/18  1/18  1/9 1/9 1/9 1/18  1/18

dor vence trocando de porta” e “o jogador vence ndo trocando de
porta”, sio complementares e denotados por A e A respectivamente,
de modo que A = {(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1) }
e A é dada pelas ternas restantes de Q. O jogador ganha o carro
trocando de porta com probabilidade

P(A)=1P({(1,23),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1) } ) = %

portanto, ganha sem trocar de porta com probabilidade 1 —2/3 =
1/3, que corresponde a probabilidade de ter escolhido a porta certa ja
na primeira oportunidade de escolha. Portanto, a melhor estratégia é
trocar de porta quando é oferecida essa oportunidade pois isso dobra
a probabilidade de ganhar o carro.
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1.3 Probabilidade condicional

Em um espaco de probabilidade discreto definido por (2 e IP, a pro-
babilidade de ocorréncia do evento A condicionada a ocorréncia o
evento E, ou como dizemos a probabilidade condicional de A dado
E,em que P(E) # 0, é definida por
P(ANE)

P(E)
elP( A | E) élido como a probabilidade de A dado E.

Por exemplo, se () é finito com medida de probabilidade uniforme
e E # I entdo

P(A|E):= (1.6)

(ANE) |ANE|
P(E) ||

Ideia importante

Considere um espago de probabilidade (Q), A, IP) e um evento

P(A|E)=" (17)

com probabilidade positiva E € A.

Pe(A) :=P( A | E) é uma medida de probabilidade para os
eventos em A (i.e, satisfaz os axiomas de probabilidade).
Também, (E,{ ANE: A € A}, Pg) é um espago de probabili-
dade.

Regra do produto: A igualdade, que decorre da definigédo,
P(ANB)=P(A | B)-P(B)

é consequéncia direta da defini¢do de probabilidade condicional e é
conhecida como teorema da multiplicagdo ou regra do produto.
Essa regra é facilmente estendida para calcular P(ANBNC):

P(ANBNC)=P(A)-P(BNC | A)
=P(A)-Q(BNC)
=P(A)-Q(B)-Q(C|B)

onde Q é a medidaP( - | A ). Mas
P( ANBNC)
QUC | B) =g = sad ~P(C1ANE)
P(A)
assim

P(ANBNC)=P(A)-P(B|A)-P(C| ANB) (1.8)

(identifique o uso dessa regra no modelo probabilistico para o pro-
blema de Monty Hall, pagina 9).
Um caso geral desse teorema é dado abaixo, cuja prova é exercicio.

11
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Teorema 1.1: Teorema da multiplicacao

Sejam Aq, Ay, ..., A, eventos de um modelo probabilistico.
Prove que
P(A1N---NA,)=P(A1) -P(Ay | A )
P(A3 | ApNA;)--- (1.9)
IP( Ay ‘ Ap1NAp2N---NA )

sempre que as probabilidades condicionais estdo definidas

(veja que é suficiente pedir que P(A;N---NA,_1) > 0).

L J

A Lei da Probabilidade Total: Se E e A sdo eventos, com 0 < P(E) <
1, entdo o evento A ocorre se e somente se ocorre (A e E) ou (A e E),
e esses eventos entre parénteses sdo disjuntos; mais que isso {A N
E,AN E} é uma particdo de A, portanto,

P(A)=P((ANE)U(ANE))
=P(ANE)+P(ANE) (1.10)
=P(A|E)P(E)+P(A | E)P(E). (1.11)

No problema de Monty Hall se o convidado fica com a porta que
escolheu inicialmente, entdo a probabilidade de ganhar um carro é
1/3, que é a probabilidade dele ter escolhido a porta certa logo de
inicio. Agora, vamos supor que o convidado troca de porta. Nesse
caso, denotamos por A o evento “ganha o carro” e por E o evento
“a porta escolhida na primeira etapa esconde o carro”. Claramente,
P(A|E) =0eP(E) = 1/3. Se a primeira escolha ndo era a
correta entdo o convidado ganha o carro, ou seja, P(A | E) = 1.
Com isso temos por (1.11)

- - 1 2 2
P(A)=P(A|E)P(E)+P(A | E)P(E) :O§+1§ =3
portanto, é melhor trocar de porta.

O caso geral dessa igualdade é conhecido como o teorema da
probabilidade total. Segue da deducdo acima e usando indugdo em n
que se { E1, Ep, ..., E,; } é um conjunto de eventos que particionam o
espago amostral () com IP( E; ) > 0 para todo i > 1, entdo vale

P(A) = f]{)(AmE,»):
i=1 i

1=

P(A | E; )P(E;) (1.12)

I
—

para qualquer evento A. Deixamos a prova por conta do leitor do
resultado abaixo considerando parti¢des enumerdveis.

12
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Teorema 1.2: Lei da probabilidade total

Seja { E;: i > 1} uma partigdo (enumeravel) do espago amos-
tral Q) com IP( E; ) > 0 para todo i. Entdo

o

P(A)=Y P(ANE)= ilm A|E)P(E)  (113)
i=1 i=

para qualquer evento A.

. J

Demonstragido. Os conjuntos A N E; sdo disjuntos dois a dois e da
unido deles resulta A, logo a primeira igualdade em (1.13) segue

de IP ser medida de probabilidade. A segunda igualdade segue de
P(ANE;)=P( A | E )P(E;) para todo i. O

As seguradoras de automoveis classificam motoristas em mais
propensos a acidentes e menos propensos a acidentes. Com isso
estimam que os mais propensos sdo 30% da populacdo e que
esses se envolvem em acidente no periodo de um ano com
probabilidade 0,4, enquanto que os menos propensos a aci-
dentes se envolvem em acidente no periodo de um ano com
probabilidade 0,2. Denotemos por A" o evento definido pelos
motoristas mais propensos a acidentes. Entdo a probabilidade
de um novo segurado se envolver em acidente em um ano é

P(A;)=P(A; | AY )P(AY) +P( A | AT )P(AT)
=04-03+02-0,7=0,26

e se um novo segurado se envolve em acidente nesse prazo, a
probabilidade dele ser propenso a acidentes é

_P(ANAT)  P(A | AT )P(AT)

P(AT | A = =

( [ AL) P(A;) P(A;)
04:03 6
026 13

Portanto, a probabilidade de ser propenso a acidente dado
que se envolve em acidente em um ano é 0,46, aproximada-
mente. Dado que o motorista ndo se envolve em acidente
em um ano, a probabilidade de ser propenso a acidente é
P( AT | A;) = 0,24.(Ross, 2010)




1.3.1 Independéncia de eventos

Se um dado é lancado duas vezes, entdo temos

1
IP[ a soma é 7 | o primeiro resultado é 4 | = i P[a soma é 7]
entretanto
IP[ a soma é 12 | o primeiro resultado é 4 | = 0 # IP[a soma é 12].

O condicionamento de ocorréncia de um evento A a ocorréncia de B
pode afetar ou ndo a probabilidade de ocorréncia de A.

Definicao 1.1: Independéncia
Definimos que o evento A é independente do evento B se
P(ANB)=P(A)P(B)

Notemos que se A é independente de B entdo B é indepen-
dente de A de modo que dizemos A e B sdo eventos indepen-
dentes.

E imediato da Defini¢ao 1.1 o seguinte fato.

Proposicao 1.2

Todo evento A de um modelo probabilistico é independente

do evento certo () e do evento impossivel &. O

Se o0s eventos tém probabilidade ndo nula entdo decorre da defini-
¢do acima que a independéncia de A e B equivale a

P(A|B)=P(A) e P(B|A)=P(B).
Por exemplo, de
IP[ a soma é 7 | o primeiro resultado é 4 | = IP[a soma é 7]

temos que “a soma é 7” é um evento independente de “o primeiro
resultado é 4” se o experimento é lancar um dado duas vezes.

Exemplo 1.3: 2 lancamentos de uma moeda

Considere
Q) = { CaCa, CaCo, CoCa, CoCo },

onde todos os resultados tém probabilidade 1/4.
Considere os eventos

A = [o primeiro lancamento é cara] = { CaCa, CaCo },

ALGORITMOS PROBABILISTICOS
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B = [o0s dois langamentos sdo iguais] = [CaCa, CoCo].

Intuitivamente, pode parecer que os eventos sdo dependentes.
De fato, saber que os dois langamentos sdo iguais restringe

os resultados possiveis a { CaCa, CoCo }. Assim, parece que
essa informagdo deveria afetar a probabilidade de o primeiro
lancamento ser cara. Entretanto,

Além disso, AN B = {CaCa }, de modo que

P(ANB) = i
Portanto, P(ANB) = PP(A)P(B). Logo, A e B sdo indepen-
dentes.
Equivalentemente,
P(ANB) 1/4 1

P(A | B):W:mzizlP(A).
Assim, embora a ocorréncia de B elimine metade dos resul-
tados possiveis, ela ndo altera a probabilidade de A. Esse
exemplo ilustra que a independéncia néo significa que dois
eventos ndo tenham qualquer relagdo ou que a ocorréncia de
um ndo fornega nenhuma informacéo sobre o experimento.
O que importa é se a ocorréncia de um evento altera ou nédo
a probabilidade do outro. Embora saber que os dois lanca-
mentos sdo iguais forneca informacdo sobre os resultados
possiveis, essa informagdo ndo altera a probabilidade de o
primeiro lancamento ser cara.

Uma familia enumeréavel de eventos £ = {E,: n € 1} édita
mutuamente independente se para todo subconjunto finito | C [ vale
que

P| (E | =]]P(E). (1.14)
lej tej

Para k > 2 fixo, dizemos que a cole¢do £ é k-a-k independente se
todo subconjunto de indices | C I com |J| < k define uma subcolegido
de eventos mutuamente independentes.

1.3.2 Teste de identidade polinomial

Nosso primeiro exemplo de um algoritmo aleatorizado é um teste de
identidade entre polindmios: dados dois polinémios p e q sobre x,

ALGORITMOS PROBABILISTICOS
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decidir de modo eficiente se eles sdo idénticos.

Ha muitas questdes a serem esclarecidas nessa formulagdo do pro-
blema: o que significam “eficiente”, “dado um polinémio” e “idén-
ticos”? Por ora, deixemos de lado tais questdes e vamos ver como
decidir, se dado um polindmio f por uma “caixa preta”, da qual a
func¢do polinomial p(x) pode ser avaliada em qualquer namero x, o
polindmio dado f é identicamente nulo. Um algoritmo que resolve
esse problema também resolve o problema original, basta tomarmos
f(x) = p(x) —q(x).

Fato 1. Esse problema aparentemente simples pode ser generalizado
para polindmios em vdrias varidveis. Um algoritmo deterministico
eficiente para o caso multivariado tem consequéncias profundas em
Teoria da Computagdo, especificamente, em Complexidade Computa-
cional.

Um algoritmo para esse problema funciona do seguinte modo:
dado f(x) de grau no maximo d, escolhemos aleatoriamente a €
{1,2,...,4d } e avaliamos f(a); se f(a) = 0, entdo respondemos sim,
caso contrario respondemos nio. A resposta sim significa que f(x) é o
polindmio nulo e a resposta ndo significa que f(x) ndo é o polindmio
nulo. Esse algoritmo pode responder errado dependendo de f e da
escolha aleatéria a e devemos tentar garantir que a probabilidade de
ocorrer o erro seja pequena.

Se o polindmio f é nulo entdo a resposta estd sempre certa. Su-
ponhamos que f ndo é nulo. Nesse caso, se a escolha aleatéria a for
uma raiz do polindmio entdo f(a) = 0 e a resposta sim dada pelo
algoritmo estd errada e se a escolha aleatéria a ndo for uma raiz do
polindmio entdo f(a) # 0 e a resposta a resposta sim dada pelo
algoritmo estd correta. Em resumo, uma resposta ndo dada pelo algo-
ritmo estd correta e uma resposta sim pode estar errada. O algoritmo
descrito abaixo resume essa estratégia.

Algoritmo 1.1: teste de identidade entre polinomios

Instancia: d inteiro positivo e f polindmio de grau no
maximo d.

Resposta: nio se f nao é nulo, sendo sim com
probabilidade de erro no maximo 1/4.

ca&{1,2,...,4d};
2 se f(a) = 0 entdo responda sim.
3 sendo responda ndo.

Para determinar um limitante para a probabilidade do algo-
ritmo responder errado, seja f um polindmio ndo nulo e de grau
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no méaximo d e consideremos o evento E formado pelas raizes de

f que pertencem ao espago amostral Q = {1,2,...,4d }. Entdo

|E| < grau(f) < d pois f tem no méximo grau(f) raizes distintas
pelo teorema fundamental da algebra. O algoritmo erra se a escolha
aleatéria resulta num elemento de E, portanto,

1
Plerro] < T

Podemos fazer essa probabilidade arbitrariamente pequena ao
custo de mais computacdo. Intuitivamente, como no caso dos langa-
mentos de moedas, imagine tal algoritmo sendo executado k vezes
com a mesma entrada.

Basta uma rodada responder nio para que a resposta definitiva
seja ndo. Se todas as rodadas respondem sim, qual a probabilidade de
todas estarem erradas?

k
IP[erro em k rodadas independentes | < ( i) .

Se k = 10 a probabilidade de erro é a probabilidade de 10 res-
postas sim, ou seja, no maximo (1/4)1% < 107¢ (em metros é menos
que o didmetro do fio da teia de uma aranha), valor desprezivel na
pratica.

Ideia importante

Assumimos que os sorteios realizados durante a execugéo
de um algoritmo sdo independentes. Além disso, sorteios
realizados em diferentes execu¢des do mesmo algoritmo sdo
independentes entre si.

Algoritmos Monte Carlo Algoritmos aleatorizados com tempo
de execuc¢do que depende somente da entrada e ndo dos sorteios

e que podem responder errado, sdo conhecidos na literatura como
algoritmos Monte Carlo. O teste de identidade polinomial é um
algoritmo que pode errar, no entanto, somos capazes de delimitar a
probabilidade de tal solucédo incorreta ocorrer.

Observamos uma propriedade ttil de um algoritmo Monte Carlo:
se o algoritmo for executado repetidamente com escolhas aleatérias
independentes a cada vez, a probabilidade de falha pode se tornar
arbitrariamente pequena, as custas do tempo de execugao.

Observagio 1 (erros de hardware). Para um base de comparagdo, sem
a intencdo de ser rigoroso, hardware apresentam falhas no processa-

mento, transmissdo e armazenamento de informacdo.Estudos da IBM T.J. O'Gorman et. al. (1996). Field
testing for cosmic ray soft errors in semi-

L. . . . conductor memories. IBM J. Res. Dev.,
césmica podem produzir soft errors em memorias semicondutoras. 40(1):41-50.

realizados na década de 1990 indicaram que os efeitos de radiagdo



Uma estimativa frequentemente associada aos estudos da IBM é de
aproximadamente um erro induzido por raios c6smicos para cada
256 MB de memoéria por més. Essa taxa corresponde, aproximada-
mente, a ~ 1,4 x 10~1° por byte-segundo.

Schroeder, Pinheiro e Weber (2009), em um estudo de larga escala
realizado em uma grande frota de servidores do Google, analisaram
erros de DRAM durante aproximadamente 2,5 anos. Os autores en-
contraram taxas de erro muito superiores as previstas por estudos
laboratoriais anteriores, da ordem de 25.000 a 70.000 erros por bilhdo
de horas de dispositivo por Mbit, além de observarem que os erros
registrados eram predominantemente associados a falhas permanen-
tes (hard errors), e ndo a soft errors causados por radiagdo’.

Como ilustra¢do da grande variabilidade das taxas de erro repor-
tadas na literatura, taxas de 120 a 81.000 FIT por Mbit foram posteri-
ormente compiladas em trabalhos sobre confiabilidade de hardware.
Como 1 FIT corresponde a uma falha por 10° horas, essas taxas cor-
respondem aproximadamente a um erro a cada 950 anos e a cada
1,4 anos, respectivamente, para cada Mbit de memoéria. Para uma
maéquina com 4 GiB de DRAM, essas taxas corresponderiam, respec-
tivamente, a aproximadamente 3 e 2.000 erros por meés, supondo uma
taxa constante e proporcional a quantidade de memoria.

Nightingale et al. (2011), em um estudo da Microsoft envolvendo
aproximadamente 950.000 computadores, encontraram uma proba-
bilidade de aproximadamente 1/2700 de uma primeira falha classi-
ficada como DRAM one-bit flip entre as maquinas com pelo menos
cinco dias de tempo acumulado de CPU (TACT). Para maquinas com
pelo menos 30 dias de TACT, essa probabilidade era de aproxima-
damente 1/1700. Esses valores representam probabilidades de falha
observada no sistema, e ndo uma taxa de erro por bit ou por unidade
de tempo.

AMPLIFICAGAO
Para problemas de decisdo — problemas computacionais para os

quais a resposta para uma instancia é “sim” ou “ndo”), — existem
dois tipos de algoritmos Monte Carlo:

e com erro unilateral (one-sided error), se a probabilidade de errar for
zero para pelo menos uma das respostas possiveis;

* com erro bilateral (two-sided error), se houver uma probabilidade
ndo nula de ele errar tanto quando responde “sim” quanto quando
responde “nao”.

Para algoritmos Monte Carlo de erro unilateral, com probabilidade
de erro < ¢, para e € (0,1), podemos usar a estratégia de repeti¢des
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Bianca Schroeder et. al. (2009). DRAM
errors in the wild: A large-scale field study.
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1 Assim, esses resultados ndo devem
ser interpretados diretamente como
uma taxa de erros induzidos por raios
cOsmicos.

Edmund B. Nightingale et. al. (2011).
Cycles, cells and platters: An empirical
analysisof hardware failures on a million
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Conference on Computer Systems,
EuroSys "11, pages 343-356.
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independentes para atingir um limiar 6 € (0,1) para a probabilidade
de erro.

Se A é um algoritmo Monte Carlo que erra apenas nas respostas
“sim”, entdo em f rodadas do algoritmo com a mesma entrada o erro
sO se da se todas as t respostas forem “sim”. A probabilidade de erro

serd no méximo & para todo f tal que & < §, portanto, para todo
< In(1/9)

~In(1/e)’

Para A que erra apenas nas respostas “ndo” o resultado é anélogo.

Proposicao 1.3: Amplificacao unilateral

Dados um limiar 6 € (0,1) e um algoritmo Monte Carlo A de
erro unilateral limitado por ¢, com [In(1/4)/In(1/¢)] ou mais
repeticdes de A temos um algoritmo Monte Carlo de erro
(unilateral) no maximo 4. O

Assim, dado conhecido um algoritmo probabilistico A de erro
unilateral ¢, com O(In(1/6)) repeti¢des baixamos o erro para < d.

No caso de erro bilateral nenhuma das duas respostas é definitiva,
a estratégia é repetir o algoritmo t vezes e devolver a resposta de
maior ocorréncia.

Proposicao 1.4: Amplificacao bilateral

Seja e < 1/2 fixo. Dados um limiar § € (0,1) e um algoritmo
Monte Carlo A de erro bilateral no méximo &, um ntmero
O(In(1/6)) de repetigdes independentes de A fornece um
algoritmo Monte Carlo de erro bilateral no maximo J. A cons-
tante implicita depende de e.

\ J

Demonstragido. Se ¢ = 0, o proprio Ajdtemerro0 < denadahd a
fazer. Suponha, entdo, 0 < &€ < %

O algoritmo amplificado executa A independentemente t = 2k + 1
vezes e retorna a resposta majoritdria, que é bem definida por ser ¢
impar. Ao final da prova escolhemos k em funcdo de J e de e.

Seja S o nimero dessas t execugdes que produzem a resposta
correta. Cada execugéo estd correta com probabilidade p > 1—¢ > 1,
independentemente das demais, de modo que

plx =i = (;)ra-p

1

que é ndo crescente em p, e portanto basta tratar o pior caso p =
1 — ¢; suporemos isso daqui em diante. Escrevendo

_ _ 1 1 1
pfl—efi—i—q, ondeq.f2 86(0,2>,
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temosl—p:%—qzee

P51 <2k;r1> <;+q)i (;_q>2k+1i.

Como t é impar, ndo ha empates: o algoritmo amplificado erra
exatamente quando a resposta correta é minoritaria, isto é, quando
S < k. Sua probabilidade de erro é, pois,

k i 2k+1—i
2k +1 1 1
P[S<k]= } - - _ ]
s<r=2 (") (3+9) (2-9)
Estimamos os dois fatores separadamente. Para i < k vale 2k + 1 —

i>k+1e, como % +q > %—q, trocar um fator (% —q) por (% —f—q)
s6 pode aumentar o produto; aplicando essa troca k — i vezes,

1 i 1 2k+1—i 1 k 1 k+1
z z_ <[z Z_ .
) o) <) (o)

Quanto aos coeficientes binomiais, a identidade

2%+1\ [ 2k+1
i) \2k+1-i

estabelece uma bijecdo entre os indices 0, ..., k e os indices k +
1,...,2k + 1 que preserva o valor do coeficiente. Como esses dois
conjuntos particionam {0,1,...,2k +1}, cada um deles responde por
metade da soma total, e o Teorema Binomial da

i 2k+1\ _ 13 (2k+1 :22k+1:22k
=\ 2 =\ i 2 '

Combinando as duas estimativas e usando % —qg=c¢,

risen <2 (3ea) (o) =efo(3o) (o)) elrm) < (o)

Escreva
1 2
a::1—4q2:1—4(2—£> :

De0 < g < % segue 0 < & < 1, e 0 que provamos é que a probabi-
lidade de o algoritmo amplificado produzir uma resposta incorreta é
no maximo a¥ = a(t=1)/2 Essa cota é no méximo & sempre que

In(1/4)
In(1/a)’

k>

de modo que basta tomar

- "1n(1 /6)
| In(1/a)

| =2

Sendo ¢ fixo, In(1/a) é uma constante positiva e, consequentemente,
t=0(In(1/9)). O
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1.3.3 Continuidade de uma medida de probabilidade

Uma sequéncia qualquer (A,: n > 1) de eventos em um espago de
probabilidade (Q, A, IP) é dita mondtona se vale um dos casos

crescente: A1 C Ay C---C A, C Ay C--- edefinimos

nlgr;o Ay, = U1 Ap.
n=

decrescente: A1 D2 Ay D --- D Ay 2 Apsq 2 - -+ e definimos

[e9)
nl1_r>ro10 Ap =[] An.
n=1
Se (Ap:n > 1) é uma sequéncia crescente, entdo o limite pode ser
escrito como uma unido de eventos disjuntos A; U (A \ A1) U (A3 '\
Ap)U--- de modo que se tomamos Ag := & entdo

n n
P( lim 4,) = m;wmi \ A1) = gggoi;(nm,«) ~P(Ai1)) = lim P(A,).
No caso em que (Ay:n > 1) é decrescente tomamos 0s complemen-
tos e temos que (A, : 1 > 1) é crescente, portanto,

p(pma) - Om ) -p( 0 an) - » () - 1-»(pm )

por outro lado

]P( lim AT) = lim P(4,) = lim (1-P(A,)) =1— lim P(A,)

n—o0 n—00 n—oo n—oo

portanto
lim P(Ay) =P lim Ay ).

Em resumo, se (A,: n > 1), é uma sequéncia monétona de eventos
entdo
]P( lim An) = nlglc}O]P(An ). (1.15)

n—oo

A propriedade (1.15) é chamada de continuidade da medida de pro-
babilidade.

Consideremos novamente o exemplo do langamento de uma mo-
eda equilibrada até sair coroa

Q = {(Co), (Ca,Co),...,(Ca,Ca,...) }

munido da fung¢do massa de probabilidade p((c1,¢2,...,cn)) = 27"
para a sequéncia que termina em coroa apds 1 lancamentos.
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Definimos o evento A, definido por “ndo sai coroa até o n-ésimo
lancamento”. Esse evento ocorre com probabilidade

— LVARN 1/2 — (1/2)"+1 1\"
o PA) “‘2(2) -1 R (5)
Intuitivamente, “nunca sair coroa” tem probabilidade lim; 0 27" =
0. Essa passagem ao limite, P(limy 00 Ay ) = limy 00 P( Ay ), é
garantida pela continuidade.

A sequéncia (A,: n > 1) é monédtona pois A, O A,_1 para todo
n > 1, portanto,

PP((Ca,Ca,...)) :113( lim An) = lim P(A,) =0.

n—o0 n—o0

Ideia importante

A interpretacdo correta desse fato é que “sair cara para sem-
pre” é um resultado possivel, mas tem probabilidade zero.
Isso porque, nesse caso, o espaco amostral ndo é discreto: o re-
sultado (Ca,Ca,...) é um elemento do espago amostral, mas o
conjunto que contém apenas esse resultado tem probabilidade
zero. Em contraste, se o espaco amostral é discreto e todo resultado
elementar tem probabilidade positiva, entdo

P(A)=0 = A=0.

De fato, se A # O, existe algum resultado elementar w € A'e,
pela monotonicidade da probabilidade, P(A) > P(w) > 0.
Nesse contexto, portanto, um evento de probabilidade zero é necessa-
riamente impossivel.

1.4 Um gerador de niimeros aleatorios

Dada uma fonte que gera bits aleatérios de modo uniforme e inde-
pendente, como projetar um algoritmo que recebe um inteiro positivo
M e devolve uma escolha aleatéria em {0,1,..., M —1}?

Se M é uma poténcia de 2, digamos que M = 2k, entdo a resposta
é simples: basta sortearmos k = log M bits aleatérios dy, dy,...dx_1 €
{0,1} que o resultado é o namero Zi-(:_()l d;2' no dominio desejado com
probabilidade 1/ M.

No caso em que M néo é poténcia de 2, digamos que 251 < M <
2k (0 que significa que precisamos de k = [log M| bits aleatérios),
usamos 0 mesmo processo descrito no paragrafo anterior com a
excec¢do de que se o resultado for maior ou igual a M, o processo
é reiniciado e é repetido até que um ntimero entre 0 e M — 1 seja
obtido.

ALGORITMOS PROBABILISTICOS
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Algoritmo 1.2: Gerador de numeros aleatorios

Instancia: inteiro positivo M > 2.
Resposta: uma escolha aleatéria uniforme em
{0,1,...,. M—1}.
1 repita
> | paracadaic {0,...,[logM] —1} facad; & {0,1};
5 | N Yid2s
4 até que N < M;
5 responda N.

O resultado das escolhas aleatérias na linha 2 do Algoritmo 1.2,
digamos que seja a sequéncia dy_1di_; . ..dp, é um evento que tem
probabilidade P%) (dy_1dy_5 ...do) = (1/2)k.

Essa sequéncia é a representacdo bindria do ntmero Zi«:& d;2" que
pertence ao conjunto {0,1,...,2¢F —1}.

O ALGORITMO TERMINA?
Isto é, eventualmente a condi¢do N < M na linha 4 é satisfeita?
Fixamos uma instancia M com

21« M<2F e k= logM].
A probabilidade com que uma rodada do laco da linha 1 resulte em
um inteiro N que pertenca ao conjunto A={M,.. 2k }é

_ 2k Mm M k-1 q
PA) == =1 <1-Z =2
pois M > 2k=1,
Paratodon > 1,

Ay é o evento “o algoritmo leva mais que n rodadas para terminar”.

Tal evento ocorre se nas n primeiras tentativas do lago na linha 1
ocorre um sorteio em A e daf pra diante pode ocorrer qualquer um
dos dois casos, A ou A, logo, pela independéncia da ocorréncia dos
eventos A em cada rodada do laco

portanto,

Os eventos A, formam uma sequéncia decrescente A, D A, e
limy 00 Ay = Ny>1 An € 0 evento “o algoritmo ndo termina”, cuja
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probabilidade é, por continuidade (equagéo (1.15) na pagina 21),

IP[ 0 algoritmo ndo termina | = ]P( () An )

n>1
- ;}E{}o]l)(A") (1.16)
= lim (1 — M) '
n—+c0 2k
=0.
Consequentemente, IP[ o0 algoritmo termina] = 1. O algoritmo ter-

mina quase certamente.

SE TERMINA, QUAO RAPIDO TERMINA?

A aleatoriedade influencia na duracido das rodadas, isto é, no ni-
mero de rodadas do lago da linha 1 necessérias para que ele termine.

O algoritmo ndo apenas termina quase certamente, como, de fato,
termina em poucas rodadas com alta probabilidade. De M > 2k~1
temos P( A ) < 1/2, portanto, em 1 rodadas do lago todos os inteiros
sorteados pertencem a A com probabilidade menor que 27". A pro-
babilidade de nao terminar em, por exemplo, 4 rodadas é menor que

0,07, em 10 rodadas é menor que 0,00098.

SE O ALGORITMO TERMINA, RESPONDE CERTO?

Por exemplo, se M = 7 entdo k = 3. Com trés bits dpd dy temos as
representa¢des bindrias dos naturais de 0 a 7. O lago da linha 1 gera
qualquer um desses ntimeros com a mesma probabilidade, a saber
1/2% = 1/8. Porém o algoritmo s6 termina se o sorteio for diferente
de 7, isto é, ndo ocorre o evento dydidy = 111. Dado que esse evento
ndo ocorre, qual a probabilidade do algoritmo responder 4?

Seja N a resposta do algoritmo. Usando probabilidade condicional
PIN=4 | N#7]=(1/8)/(7/8) = 1/7 e, de fato, o algoritmo
escolhe qualquer namero em {0,...,6 } com probabilidade 1/7.

No caso geral, definimos o evento A = {0,1,...,M — 1} e para
qualquer t € A a probabilidade da resposta N do algoritmo ser ¢
dadoque N € A é

P({t}NA) (1/2F 1

P N=t|NcA]= - _
NER{O,...,Zk—l}[ | ] P(A) M/2k M

Portanto, se o algoritmo termina, ou seja, dado que o sorteio N satis-
faca N < M, entdo ele responde com um nimero entre 0 e M — 1 de
modo uniforme.

Diferente do algoritmo para identidade polinomial, o Algoritmo
1.2 ndo responde errado. Em contrapartida, o tempo de execucdo
depende dos sorteios.
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Algoritmos Las Vegas O algoritmo gerador de ntimeros aleatérios
sempre fornece a solugdo correta. A tnica variagdo de uma execugdo
para outra é o seu tempo de execucdo. Chamamos esse tipo de algo-
ritmo de algoritmo Las Vegas. Um algoritmo Las Vegas é, por defi-
ni¢do, um algoritmo Monte Carlo com probabilidade de erro igual

a o cujo tempo de execugdo é uma varidvel aleatéria (nosso préximo
tema). Em geral, deseja-se que esses algoritmos tenham tempo de
execugdo esperado pequeno e que a probabilidade de uma execugéo
demorar muito seja pequena.

Dizemos que um algoritmo Las Vegas é um algoritmo Las Vegas
eficiente se, para qualquer entrada, seu fempo de execugio esperado® for
delimitado por uma fungdo polinomial do tamanho da entrada.

Dizemos que um algoritmo Monte Carlo é um algoritmo Monte
Carlo eficiente se, para qualquer entrada, seu tempo de execugdo no
pior caso for delimitado por uma fungdo polinomial do tamanho da
entrada.

Exercicios

Exercicio 1. H4 trés urnas e em cada urna um par de bolas. Na pri-
meira urna hd um par de bolas brancas, na segunda um par de bolas
pretas e na terceira um par com uma bola de cada cor. Uma urna é
escolhida uniformemente e, sem olhar para o interior da urna, uma
bola é escolhida uniformemente é retirada. A bola retirada é branca.
Qual a probabilidade da bola que ficou sozinha na urna ser preta?

Exercicio 2. Considere a seguinte proposta de algoritmo que recebe
um inteiro positivo M > 0 e devolve um inteiro escolhido aleatoria-
menteem {0,1,..., M —1}:

Instancia: inteiro positivo M.

Resposta: uma escolha aleatéria em {0,1,..., M —1}.

1 seja k o nimero de bits de M;
2 (do,dl, .. ~/dk—1) (i {0, 1 }k,'

3 N Y di2);

4 responda N mod M.

Prove que as respostas ndo sdo equiprovaveis quando M néao é
poténcia de 2.

Exercicio 3. Agora, considere o seguinte gerador de ntimeros aleato-
rios adaptado do anterior.
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Instancia: inteiros positivos M e t.
Resposta: uma escolha aleatéria em {0,1,...,M —1}.

1 seja k o nimero de bits de M;

2 (do,dy, ... dip1) & {0, 1},
3 N Ei dl'zi,‘

4 responda N mod M.

No caso t = 0 a probabilidade da resposta ndo é uniforme (como
vimos acima). Prove que

M-1

1 1
Y I[P[N=n]-—|< 5+
= M 2t 1

Isso mostra que, a medida que ¢ cresce, a distribuicdo de N mod M
converge exponencialmente rdpido para a distribuigdo uniforme
em {0, oo M—=1 }, o que justifica usar valores modestos de ¢ (por
exemplo t = O(log(1/0))) para obter uma amostragem “quase
uniforme” com erro estatistico ¢ arbitrariamente pequeno.

Exercicio 4. Prove que no seguinte algoritmo a probabilidade p, do
lago executar pelo menos n vezes, para todo n > 2, é maior que 0
e, mais que isso, essa probabilidade é maior que 0 no limite, ou seja,
limp, > 0 quando n — oo (pode ser ttil a desigualdade 1 — x >
exp(—2x) para x € [0,1/2]).

1]+ 0;

2 repita

3 | jejtL

4 paracadaie{1,2,...,j}fagadi<3{0,1};

5 até que d; = 1 para todo i.
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2
Varidoeis aleatorias

As variaveis aleatdrias sdo fungdes que descrevem grandezas obser-
vaveis em fendmenos aleatérios, como o tempo de execugdo de um
algoritmo aleatorizado, o nimero de comparagdes realizadas por um
procedimento de busca, ou o tamanho de uma estrutura de dados ge-
rada aleatoriamente. No Algoritmo 1.2, o ndmero de rodadas do lago
é uma varidvel aleatéria. Note que execugdes diferentes do algoritmo,
mesmo que com a entrada M fixa, a quantidade de rodadas do laco

pode ser diferente. A definigdo mais geral para v.a. dis-
creta é: existe um enumeréavel S tal que

Defini¢io 2.1: Varidvel aleatoria P[X € S] = 1 Note que isso permite
w € Qtal que X(w) ¢ S, desde que

P(w ) = 0. Entretanto, neste texto, rara-
mente serd preciso dessa generalidade.
Quase sempre trabalharemos com ()
X:0Q—=R enumeréavel.

Se (), A,IP) é um espaco de probabilidade, entdo uma fungéo

é uma varidvel aleatdria discreta se sua imagem, que denota-
mos por X(Q2), é enumeravel.

Em particular, se ) é enumeravel, entdo qualquer funcao

X: Q) — R é uma varidvel aleatdria discreta.

Exemplo 2.1: variavel aleatdria indicadora

Para qualquer evento A de um espaco de probabilidade
(Q), A, P), definimos a varidvel aleatéria 14: QO — {0,1} por

1, sewe€eA

0, caso contrario,

e que chamamos de varidvel aleatdria indicadora da ocorrén-
cia do evento A.
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Proposicao 2.1

Toda variavel aleatéria discreta pode ser escrita como uma
combinacdo linear de variaveis indicadoras.

Demonstragio. Seja X uma varidvel aleatoria discreta e seja { x1,x,...} C

R o conjunto dos valores que X pode assumir. Para cada i, defina a
varidvel aleatéria indicadora
I = Ly

Como X assume, com probabilidade 1, um dos valores x;, para
todo w pertencente a um evento de probabilidade 1 existe um dnico i
tal que X(w) = x;. Consequentemente,

inli(w) = in]l[X:x,-] ((U) = X(w)

Logo,
X = in]l[X:xi]
1

No caso em que X assume apenas um numero finito de valores, a
soma ¢é finita; no caso enumerdvel, trata-se de uma soma enumerével
(série). O

Proposicao 2.2

Se X é uma varidvel aleatéria que assume valores nos inteiros
positivos {1,2,... } entdo

X = Z 1[X>k]' (2.1)
k=1

. J

Demonstracdo. Para cada w € (), como X assume valores nos inteiros
positivos, existe um tnico m = X(w) € {1,2,... }. Entdo

1 (@) 1, k<m,
/k w) =

[(X>H 0, k>m.

Logo,
[e9)
21[X>k]("~’) =1+---+1=m=X(w).
k=1 m termos

Como vale para todo w € ), concluimos (2.1) O

Usaremos quase sempre as letras maitisculas finais do alfabeto,
como X, Y, Z, W, para denotar variaveis aleatdrias.
Se X é uma v.a., [X = 4] denota o evento

X=a={weO: X(w)=a}
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que ocorre com probabilidade

chamada lei, ou distribuicdo de X.
Analogamente, [X < 4] denota o evento { w € O): X(w) < a}.
Para a v.a. indicadora, como no Exemplo 2.1 acima, temos

g, set<0
[la<t|=<¢A se0<t<1
O, set>1

Ainda, a notacdo [X € A] é usada para o evento dado pela pré-
imagem de 4, i.e., X 1(A) = {w € Q: X(w) € A}, para todo
A CX(Q).

Por exemplo, as pré-imagens ]l;xl (B) sdo @, A, A e Q) nos casos,
respectivamente, {0,1}NB=o, {0,1}NB={1},{0,1}NB={0}
e{0,1}NB={0,1} para todo B C R.

De volta ao lago do Algoritmo 1.2, se denotarmos por X o niimero
de rodadas até a condi¢do N < M ser satisfeita, entdo X é uma
varidvel aleatéria e, sem mais nenhuma informacao, o melhor que
podemos fazer para estimar (no sentido de distancia quadratica, ou
erro quadratico médio) o seu valor é tomar a sua média ponderada

7

p

> & 1 1
tP[X=t=Y tg1p= T S
Y P ] t:Zlq p Pt;q e il e

t>1

onde p = M/2k é a probabilidade de N < M e g = 1 — p. Note que
essa média é < 2.

2.0.1 Independéncia

As varidveis aleatérias X e Y definidas em Q) varidveis aleatérias
independentes se para quaisquer eventos A e B

P([Xe Aln[YeB])=P[X e A]-P[Y € B].

Considerando as leis IP(x, y) do vetor aleatério (X,Y), Px de X e Py
de Y temos que independéncia como definido acima é equivalente a

1. Pxy)(AxB)=Px(A) -Py(B);

2. [X = a] e [Y = b] sdo independentes, para quaisquer a € X(Q) e
beY(Q));

3. Pix,yy((ab)) = Px(a)-Py(b), para quaisquera € X(Q) e
beY(Q));
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4. P([X<alNn[Y<b]) =P[X < a] -P[Y < b] para quaisquer
a,beR.

Mais geralmente, as variaveis aleatérias Xy, Xy, ..., X,; sdo indepen-
dentes se para subconjuntos Ay,...,A; CR

]P(ﬁ[XZ 6AJ> :ﬁPX(A1><~--><An) :HIPX,(AI) = ]P[Xl € Al]

i=1 i=1 i=1 i=1

Equivalentemente,

]PX(Al X oo X An) = H]Pxi(Ai)'

2.1 Valor esperado de uma varidvel aleatoria simples

Uma varidvel aleatéria X é chamada de simples se pode ser escrita
como combinagdo linear finita de fun¢des indicadoras, ou seja, exis-
tem valores x1, X2, ..., Xx e eventos A1, Ay, ..., Ax tais que

k
X = Z x,»]lAi.
i=1

Podem existir muitas maneiras de escrever uma variavel aleatéria
simples como uma combinagdo linear de fun¢des indicadoras, descre-
veremos a seguir uma forma candnica. Tomamos no dominio de X a
particdo finita By, ..., B, dada pela relagdo de equivaléncia wy = w»
se, e somente se, X(wy) = X(wy). Assim, se X(w) = x; para todo
w € Bj, entdo x; # xj sempre que i # j. Com isso, a representacao
canonica é

m
X = Z xi]lBi
i=1

O valor médio ou valor esperado ou, ainda, esperanca da variavel
aleatéria simples X é definida por

EX = ixil[’( B;) (2.2)
i=1

que é média dos valores de X(Q) = { x1,x,..., Xy } ponderada pela
probabilidade de cada valor. Como B; é o evento [X = x;] segue que

]EX:ﬁxi]P[X:xi]:ixilPX(xi). (2.3)
i=1 i=1
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Exemplo 2.2: Esperanca da indicadora

Se A é evento de um espago de probabilidade entdao

E[1,] =P(A).

O valor esperado de varidveis aleatérias simples ndo depende de
como escrevemos X como combinacéo linear de variaveis indicado-
ras. De fato, seja { Ax: 1 < k < 1} uma outra particdo qualquer de Q)
tal que

n m
Z Ck]lAk = Z xf]lBg-
k=1 (=1

Entao, para todo ¢

Bi= |J A
k: Xp=Ck
logo
m n
fo]P Bg Z Z ]P Ak = ZZCk]P(Ak)
{= k: xp=cy k=1 ¢:c=xy
portanto
n m
=) aP(Ar) =) xP(B). (2.4)
k=1 (=1

Exemplo 2.3: Média pode ser pouco representativa

Consideremos um jogo de azar no qual em cada aposta pa-
gamos R$10,00 e, ou ganhamos R$1.000.010,00 com probabili-
dade p € (0,1) ou ndo ganhamos nada, ou seja, perdemos os
R$10,00 que ja foram pagos, com probabilidade 1 — p. Se Y é
o ganho liquido em uma aposta, entdo a esperanca do ganho
por aposta é EY = 10°p — 10(1 — p) = 1.000.010p — 10.

Se p = 1/100 entdo a probabilidade de ganhar o valor alto é
muito pequeno quando comparado com a probabilidade

de perder 10 reais, mas o prémio é tdo grande que o ganho
esperado por aposta ainda é positivo: EY = 9.990,10. A proba-
bilidade de receber esse valor numa aposta é 0.

Teorema 2.1: propriedades do valor esperado

Seja X uma varidvel aleatdria simples definida no espaco
amostral () munido da medida de probabilidade IP.

1. Se X(w) = ¢ para todo w € Q) entdo EX = c.

2. Linearidade: se Y é uma varidvel aleat6ria simples e a e b

ALGORITMOS PROBABILISTICOS
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numeros reais entao

E[aX+bY]|=aEX +DEY. (2.5)

3. Monotonicidade: se Y é uma variavel aleatéria simples e
X <Y, isto é, X(w) < Y(w) para todo w € Q, entdo

EX <EY. (2.6)

4. Se f: R — R é uma fungao real, entdo

E[f(X)]= )} f(x)Px(x).

xeX(Q)

5. Se X e Y sdo varidveis aleatérias simples e independentes
entio E[ XY ]| =E[X]E[Y].

& J

Demonstracdo. Exercicio. O

Em geral, E[ X - Y] # EX - EY. Por exemplo, se X é o resultado do
lancamento de um dado equilibrado entéo, pelo item 5 do teorema
acima, E[X - X] =Y°_, n?PPx(n) =91/6 #49/4 = EX - EX.

Corolario 2.1

Se Xi, ..., Xy sdo variaveis aleatérias simples e ay, ..., a, nu-
meros reais entao

n n
E E aiXi = 2 lll‘]EXi.
i=1 i=1
Demonstracio. Segue da equagdo (2.5) usando indugdo em . O

Exemplo 2.4

Se X€r{1,2,3,4,5,6 } é o resultado de um langamento de um
dado, entdo

11 .1 1 1 1 7
EX =12 +2-+3-+4-+52+62 =7

que também é a esperanga de qualquer varidvel aleatdria

Y €r S para qualquer conjunto S com |S| = 6. Agora, se Y é 0
resultado de outro lancamento de dado, qual é a esperanga da
soma X + Y dos pontos nos dois lancamentos do dado?

Pela linearidade da esperanca é 7. A distribuicdo do produto
X - Y é mostrada na Tabela 2.1, donde podemos calcular o va-
lor esperado para o produto usando o item 5 do teorema

ALGORITMOS PROBABILISTICOS
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l acima, ou seja, E[X- Y] =E[X]-E[Y] =49/4. J
XY ‘ 1 2 3 4 5 6 8 9 10 12 15 16 18 20 24 25 30 36
P ‘ i 2 2 5 2 4 2 1 2 4 2 1 2 2 2 1 2 1
XY |3 3 3 3 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Tabela 2.1: distribui¢do do
Exemplo 2.5: Esperanga da distribuicao de Bernoulli produto de dois dados.

Em muitos experimentos aleatdrios estamos interessados

apenas em duas possibilidades para o resultado: sucesso ou
fracasso. Esses experimentos recebem o nome de ensaio de
Bernoulli. Modelamos um ensaio de Bernoulli por uma va-
ridvel aleatdria indicadora X: (3 — IR que assume apenas os
valores 0 e 1, onde X = 1 representa sucessoe X = 0 repre-
senta fracasso.

Se, para p € [0,1], temos

Px(1)=p

e, portanto, Px(0) = 1 — p, entdo dizemos que X tem distri-
buigdo de Bernoulli com parametro p.

Usamos X ~ Bernoulli(p) para indicar que X tem distribuicdo
de Bernoulli com parametro p. Claramente,

EX=P[X=1]=p.

Exemplo 2.6: Esperanca da distribuicao binomial

Em 7 ensaios de Bernoulli idénticos e independentes,

uma resposta especifica (b1, by, ...,b,) com exatamente

t € {0,...,n} sucessos e n — t fracassos ocorre com probabili-
dade p'(1—p)".

A quantidade de sequéncias de respostas distintas com exata-
mente t sucessos é ().

Se X é a quantidade de sucessos em 1 ensaios de Bernoulli,
entdo a probabilidade de ocorrerem exatamente ¢ sucessos,
independente da ordem, é

Px(t):= (?)pt(l—p)”_t, te{0,1,...,n}

chamada distribui¢do binomial com parametros n e p. Nesse
caso, escrevemos X ~ Binomial(n, p).
Se Xi,..., Xy ~ Bernoulli(p) sdo as varidveis aleatdrias indica-
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doras de sucesso, entdo
n
X =) X; ~ Binomial(n, p)
i=1
e, pela linearidade da esperanga,
n

= ;]E[Xi] = np.

EX=E

n
)X
i=1

2.2 Tabelas de espalhamento

Uma tabela de espalhamento, ou tabela hashing, é uma solugédo bas-
tante conhecida e estudada para a representacdo computacional de
um conjunto, seja ele estdtico ou dindmico. Tabelas de espalhamento
podem ser implementadas da seguinte maneira: uma tabela de espa-
lhamento é um vetor H cujas entradas sao listas ligadas, indexadas
por N={0,1,...,n—1}, e o0acesso a tabela é feito por meio de uma
fungdo de hash h : U — N. Dado x € U, a inser¢ado, remogao ou busca
de x em H é realizada na lista ligada H[h(x)] (veja uma ilustragdo na

Figura 2.1).
(1) —_: 13 31— 55 Figura 2.1: tabela de espa-
— lhamento com os elementos
H: 2T/ {13,31,47,52,55,63,65} distri-
LT 63 buidos de acordo com a func¢ao
4 175 h(x) = x mod 6.
5| 1+ 47— 65

As operagdes de busca, inser¢do e remogdo de um elemento numa
tabela H que representa um conjunto dindmico S C U com funcdo de
hash h: U — N sdo descritas a seguir e sdo chamadas de operagdes
de diciondrio:

busca: dado x € U, uma operagdo de busca por x em S responde a
pergunta “x € §?” e ainda, no caso positivo, retorna um apontador
para x. Numa tabela de espalhamento isso é realizado por uma
busca sequencial na lista ligada H[h(x)]. Uma busca por x em H é
dita com sucesso caso x € H, sendo é dita sem sucesso. O custo (ou
tempo) de pior caso de uma busca é proporcional ao ntimero de
elementos na maior lista;

insergdo: dado x € U, uma operagdo de insercdo acrescenta na es-
trutura que representa S o elemento x, caso esse ainda néo faga
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parte de S. A inser¢do propriamente dita numa tabela de espalha-
mento é simplesmente inserir o elemento x no inicio da lista ligada
H[h(x)] e o custo dessa operagdo é constante;

remogdo: dado x € U, a remocdo de x retira esse elemento da estru-
tura que representa S, caso x € S. A remogdo propriamente dita
numa tabela de espalhamento, dada a posigdo de x na lista ligada
através de um apontador, é a remogdo do elemento de uma lista
ligada e o custo de pior caso dessa operacdo também é constante.

Com essas descrigdes, é natural constatar que, para uma andlise do
desempenho das operacdes de diciondrio nessa estrutura de dados, é
relevante o tempo de busca de um item que, no pior caso, é o tempo
de busca na lista H[i] com o maior ntimero de elementos. Ademais,

a pior configuragdo que podemos ter para o desempenho desses
algoritmos ocorre quando todos os elementos de S sdo mapeados
para a mesma lista ligada.

No emprego de tabelas de espalhamento, usualmente, temos a se-
guinte situacdo: o conjunto universo U é muito grande, o que signi-
fica que o custo de uma representacdo de S usando, por exemplo, um
vetor de bits de tamanho |U| é proibitivo. Se fosse vidvel, teriamos
uma estrutura com tempo de busca O(1). O conjunto S, de cardina-
lidade m := |S|, é uma fragdo pequena de U e o caso interessante é
quando n = O(m).

E desejavel que os elementos de S fiquem bem espalhados na
tabela, pois colisdes (elementos distintos mapeados para a mesma
lista) afetam o desempenho das operagdes. Como U tem muito mais
que n elementos ndo hd como evitar colisdes.

Das fungdes de hashing, além do bom espalhamento, queremos que
a fungdo seja facil de computar e que a representagdo seja sucinta,
isto é, relativamente poucos bits sejam necessarios para armazenar a
fungdo. Esse tipo de fungdo, além de uma grande ferramenta préatica
como descrevemos abaixo, é bastante ttil em Complexidade Com-
putacional e em Criptografia e voltaremos a estuda-las adiante neste
texto.

Hashing com fungdes aleatérias Uma fungdo h escolhida uniforme-
mente no conjunto NY de todas as |N| Ul funcdes de U em N produz,
quando n = ©(m), listas de tamanho no maximo O(log m) com
alta probabilidade. Isso garante, com alta probabilidade, um tempo
de busca equivalente ao das drvores de buscas, com a vantagem de
manutencdo mais simples. Além disso, o tempo médio de busca é
~m/n = 0(1), quando n = O(m).

Nesse modelo probabilistico, a escolha de uma funcéo aleatéria
equivale a escolher, independentemente para cada elemento x € U,
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uma posicdo h(x) uniformemente em N.

Um problema nessa estratégia é que tal fun¢do ndo tem uma re-
presentacdo sucinta. Algumas delas requerem pelo menos |U|log(n)
bits para serem representadas. Por ora analisaremos o caso de uma
funcéo aleatéria para um conjunto S fixo, porém arbitrario. Nesse
caso o tamanho de uma lista é uma variével aleatoéria.

Vamos considerar o modelo probabilistico (NU,P) com IP(h) =
1/|NU| para toda fungdo h € NU. Notemos que vale

Plh(x) =i] = Il (2.7)

para todo x € U e todo i € N. De fato, sortear uniformemente uma
fungdo é equivalente a sortear uniformemente e independentemente
uma imagem para cada elemento do dominio.

Fixamos os pardmetros m = |S| e n = |N| e entdo a fragdo

c=c(n,m):= m (2.8)
n
é denominada carga da tabela. A carga da tabela é o valor esperado
para a quantidade de elementos de S numa mesma posicdo da tabela,
segundo a medida da equacéo (2.7). Tomemos a varidvel aleatdria

Ljy(o=niy): N© = {0,1}

indicadora de colisdo dos elementos x,y € U sob a escolha h € NY. A
probabilidade de colisdo é

P[h(x) = h(y)] = ,ZNJPM(x) =i]P[h(y) =i] (x#y)
© (2.9)

=n- =

S|
S|

1
n
assim, o ntimero de itens na lista H[h(x)] é dado por L5 Ljj(x)—n(y)]
e
1
W SeyFX
1, caso contrario,

ELp(x)=n(y) =

portanto o tamanho esperado da lista H[l(x)] ¢, pela linearidade da

esperanca
m sex &S,
ELjo=hiy)] = 3 (m (2.10)
yEZS M=) (mn D4 1, caso contrério.

O tempo esperado de uma busca em uma tabela de espalhamento
com uma funcdo hash h escolhida aleatoriamente em NY é proporcio-
nal a carga ¢ da tabela e, portanto, é constante quando n = @(m).
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Proposicao 2.3

Sejam S C U, |S| = m, e H uma tabela de espalhamento com
n posi¢des, usando uma funcdo de hash h: U — N escolhida
aleatoriamente. Suponha que os elementos de S sdo inseridos
no inicio da lista ligada correspondente a cada célula de H.
Entéo:

1. o tempo esperado de uma busca sem sucesso é ¢ + 1,

2. o tempo esperado de uma busca com sucesso é 1+ 5 — %,

onde ¢ = m/n é a carga média da tabela.

| J

Demonstracio. Se x ¢ S, a busca percorre todos os elementos na lista
H[h(x)]. Pelo modelo de fungéo aleatdria (equagdo (2.10)), o tamanho
esperado dessa lista é m/n = ¢, assim chegamos ao final da lista com
¢ + 1 comparagdes em média.

Suponha que x € S e que foi o i-ésimo elemento inserido. Como
inserimos sempre no inicio da lista, x estard na frente da lista no
momento da inser¢do. Dos m — i elementos restantes que ainda serdo
inseridos, em média (m —i)/n colidirdo com x, de modo que o tempo
esperado para achar x nessa lista serd (m —i)/n + 1 comparagdes. A
média sobre todos os possiveis valores de i é

1 & m—i 1 & m—1
— 1 =14+— —i)=14—=.
mlzi<+ n ) +mnzxm 2 + 2n

i=1

Assim, o tempo médio de busca com sucesso é 1+c¢/2—1/(2n). O

Até aqui determinamos o tamanho esperado de uma lista, mas
essa informagdo ndo permite controlar diretamente a probabilidade
de uma lista ser excepcionalmente grande. Para isso, precisamos
estudar a variancia da variavel aleatéria que representa o tamanho de
uma lista e utilizar desigualdades de concentragéao.

Teorema 2.2: Desigualdade de Markov

Se X é uma varidvel aleatéria integravel que assume valores
nao negativos,

P[X>t] < — (2.11)

para todo t > 0.

\. J/

Demonstragido. De X integravel, a desigualdade segue de X > O e
X 2 X1 x>y por monotonicidade da esperanga

E[X] > E[XLx>q] 2 E[tL x>y ] =t E[L[xzy ]
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Andrey Markov (1856-1922) foi um
matemadtico russo conhecido principal-
mente por suas contribui¢gdes no que
foi posteriormente conhecido como
Cadeias de Markov. Seu filho Andrey
Markov Jr (1903-1979) ficou conhe-
cido pelas contribui¢des em Teoria da
Computacao.
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Basta notar que E[1(x>] = P[X > t]. O

Para S fixo o namero esperado de colisdes C é
m\1 m(m—1)
EC = (2>n_2n (2.12)

assim, usando (2.11)
P[C=0]>1-E[=]1]—

esen=m?entio EC < 1/2e P[C=0]>1/2

A préxima desigualdade é conhecida por desigualdade de Chebyshev,
também conhecida por desigualdade de Bienaymé-Chebyshev. Da
equagdo (2.11) obtemos a desigualdade de Chebyshev

IF’[X2 > tz] < ]E[t}z@] (2.13)

que é mais conhecida na forma enunciada a seguir.

VARIANCIA
Definimos a varidncia da variavel aleatéria X por

Var(X)::JE[(X—IEX)Z} = E[X2] - E[X]? (2.14)

sempre que X é quadrado-integréavel, isto ¢, X? ¢ integravel.

Proposicao 2.4: var da soma de v.a. independentes

e Xq,...,X, sdo variaveis aleatorias integraveis e 2-a-2 inde-
Se X; X leat t d
pendentes entdo

Var(in) = iVar(Xi). (2.15)
i=1 i=1

| J

Demonstracio. A afirmacdo segue da expansdo dos termos em (2.14)

B 2
n n
Var<ZXi>=1E< XI-) —E
i=1 i=1

2

= Zn:]E[X?} ~ Y E[x;]?
i i=1

pois, da independéncia das varidveis aleatérias, E[ X;X; | = E[X;]E[ X; ]

e termos se cancelam. O
Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894)
foi um matematico russo conhecido por
suas contribui¢do a Probabilidade, den-
tre seus alunos varios sdo mateméticos
reconhecidos e um deles foi Andrey
Markov.
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Teorema 2.3: desigualdade de Chebyshev

Para toda constante t > 0 e toda varidvel aleatéria X com qua-
drado integravel temos

X
Pl X —EX| > t] < Y2X)
12

L J

(2.16)

Demonstracio. Segue da desigualdade (2.13), do fato de t > 0 vale
[X? > 2] = [|X| > t] e usamos a variavel aleatéria X — EX no lugar
de X. O

Seja X; o ntimero de elementos de S que caem na posicao i

Xi =) V()=

xeS

Sabemos que E[X;] = ¥ = c. Como as variaveis indicadoras sao
independentes,
Var( Xz) = Var( Z ]l[h(x):i] ) = Z Var( ]l[h(x):i] )
X€S x€S

mas Var( Lj)—; ) = %(1 - %), assim temos

Var(Xi):m% (1?11> :c<1111> <ec.

Assim, a desigualdade de Chebyshev da

]1»[|X1.*C|>t}<w

e, por exemplo, tomando t = c,

Exemplo 2.7: O paradoxo dos aniversarios

Param < nhan(n —1)(n —2)--- (n —m+ 1) sequéncias sem
repeti¢des em N. Se (h(x1),h(x2), ..., h(xm)) é uma esco-
lha aleatdria em N e C é o numero de colisdes, entdo nessa



_nn=1)(n—-2)---(n—m+1)

055
< exp(jl) exP(i> "'eXP(m;1>

na segunda linha usamos que exp(—x) > 1 — x (veja (d.1)).

O paradoxo dos aniversdrios éocasom = 23en = 365na
equagdo acima: P[C > 0] > 1—-P[C = 0] > 0,5, ou seja,
apenas 23 pessoas sdo suficientes para que duas delas fagam
aniversario no mesmo dia com probabilidade maior que 1/2,
supondo que os nascimentos ocorram uniformemente ao
longo do ano.

Para todo real x € [0,3/4] vale que 1 — x > exp(—2x), portan-
to para m < (3/4)n temos o seguinte limitante para a probabi-
lidade de néo ocorrer colisdo

(1) (-3 (1) om0

de modo que se m ~ +/n entdo a probabilidade de ndo haver
colisdo é maior que ~ exp(—1) ~ 0,36, de modo que, para
m =~ +/n, a probabilidade de inserir m elementos sem colisdo
permanece limitada inferiormente por uma constante positiva,
préxima de e~ 1.

2.3 Esperanca matemdtica de varidveis discretas

Estendendo de modo natural a defini¢do de valor esperado de uma
varidvel simples, dada na equagéo (2.3), para uma variavel aleatéria
discreta X que assume valores em { x1,x,...} € R com probabili-
dade 1, podemos escrever

X=1) xnlix_y (2.17)
n=1
e obter, formalmente,
EX =) x,P[X=ux,] (2.18)
n=1

Para que essa defini¢do faca sentido, é necessario que o valor da
soma ndo dependa da ordem em que os termos sdo somados. Como
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veremos a seguir, isso é garantido quando a série é absolutamente
convergente.

Exemplo 2.8: Rearranjos podem convergir para somas distintas

Por volta de 1833, Cauchy observou que rearranjos da sé-
rie harménica alternada ;- (—1)"1/i resultam em limites
diferentes. Por exemplo

1 1 (_1)n+1

l— 45—+

>3 +---=1In(2)

enquanto que, no rearranjo atribuido a Laurent

=37 3T3 s st "
1 1 1. _h
2k—1 2(2k—-1) 4k -2 7
Se a variavel aleatéria X assume os valores x; = (_1)i+1 /1,

parai=1,2,..., com probabilidade Px(x;) = 6/(711')2, entio

[0.9)

L %P | X = x5 | =

% In(2) se o é a permutagdo identidade

B L - 7 (2'19)
~In(2) sec éapermutagdo de Laurent

portanto, X ndo tem um valor médio bem definido.

Um teorema atribuido a Riemann (veja em Rudin, 1976, teo-
rema 3.54) estabelece que, se ), a, converge e Y;>|a;] = oo,
entdo, para qualquer S € R U { —oco, 40 }, existe uma permu-
tacdo ¢ dos inteiros positivos tal que }i>1 d,(;) = S.

\.

Definicao 2.2: Valor esperado

Seja X uma varidvel aleatdria definida sobre um espago dis-

creto. Seu valor esperado, ou valor médio, ou esperanca, é o
namero

EX =) X(w)P(w) (2.20)

we

desde de que a série convirja absolutamente.
Dizemos que X é integrdvel se }_,cq| X(w) | P(w) < oo.
Dizemos que EX estd definida se X for integravel ou
EX € {co, —o0 }.

ALGORITMOS PROBABILISTICOS 41



Seja X : (3 — R uma varidvel aleatéria discreta e integravel. Entao,

EX = Y X(w)P(w)
we)

=Y | Y tlxwe-g|P(w)
weO \ telm(X)

= ) f(Zﬂwm—t]“’(@)

teIm(X) \weQ
= Z t Z P(w)
telm(X) w:X(w)=t
= ) tP[X=t]
telm(X)
A passagem da segunda para a terceira linha usa troca da ordem de
somacdo, justificada pela convergéncia absoluta. Portanto,

Fato 2. Se a variavel aleatoria discreta X é integravel

EX = Y tPx(t), (2.21)
teIm(X)

ou, equivalentemente, a série em (2.18) é a esperanga de X.

Ideia importante

A esperanga de uma varidvel aleatéria depende apenas da sua
distribuicao, ou seja, se X e Y tém a mesma distribuicdo, entdo
EY = EX.

Em particular, a esperanga pode ser vista como uma propriedade da
distribuicdo de X, ndo do espago amostral subjacente.

Esperanga de fungdes de varidveis aleatérias Sejam X: (3 — S uma
variavel aleatéria em (2, IP) com valores em S C R enumerével e

f: S — R uma fungdo. No espaco de probabilidade discreto (S,Px),
a funcdo f é uma varidvel aleatdria cuja lei é a medida imagem de Px
por f,isto &, Ps(B) = Px(f~1(B)) para B C R. Assim, quando bem
definida,

Esf =) yPs(y) =Y yP[f(X) =y] =Eq f(X)
Yy Y

donde tiramos que f é integravel no espago de probabilidade (S, Px)
se, e somente se, f(X) é integravel em (Q,P).
Assim, tomando f(x) = |x|, concluimos que

X é integravel se, e somente se, E|X| < +co0.
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Se f(X) é integravel, entdo podemos rearranjar a série que define
Ef(X) de modo que

Ef(X) =) yPrx)(y) =) yPx({s: f(s) =y})=

Yy y
Y. Y yPx(s) =) f(s)Px(s) (222)
! f(sse)iy s

e assim provamos o seguinte resultado.

Teorema 2.4: Lei do Estatistico Inconsciente

Se X: () — S é uma variavel aleatéria e f: S — R uma fungdo,
entdo f(X): QO — R é variavel aleatéria. Além disso, se f(X) é
integréavel, entdo

Ef(X)=)_ f(s)Px(s).

seS

2.4 Propriedades da esperanga

A seguir veremos propriedades importantes para a média das varia-
veis aleatdrias discretas a valores reais.

Teorema 2.5: linearidade da esperanca

Se X e Y sdo variaveis aleatorias integraveis em (Q),IP) ea, b €
R, entdo aX + bY é integravel e sua esperanca satisfaz

E[aX +bY] =aEX +bEY.

Demonstracio. Sejam X e Y varidveis aleatdrias integraveis e a,b € R.
Pela equagdo (2.20) acima a esperanca da varidvel aleatéria |aX + bY|

2

ElaX 4+ bY| =) _|aX(w) + bY (w)| P(w)
< ¥ (jaX(@)] + b (@)]) P(w)

=Y |aX(w)|P(w) + Y [bY (w)| P(w).

Pela desigualdade triangular e como X e Y sdo integraveis, o lado
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ente” foi cunhado por Sheldon Ross
em seu famoso livro “A First Course in
Probability” (1976). A piada interna da
comunidade académica é que mudar

o parametro de x para f(x) dentro do
somatoério ou da integral parece tao
6bvio e natural que as pessoas fazem
isso mecanicamente, como se fosse
uma mera defini¢do, quando na ver-
dade trata-se de um teorema que exige
demonstragdo.



direito é finito. Logo, aX + bY é integravel. Além disso,
EaX +bY = Z(aX +bY)(w)P(w)
—Z(aX )+ bY(w)) P(w)
:Zan (w)+ ) bY(w)P(w)
w w
=aEX+bEY.

O

Corolario 2.2: caso geral da linearidade

Se Xj,..., X, sdo integraveis e a1, ...,a, € R entdo

n n
E Zain- :ZaZ]E[XZ]
i=1 i=1

|\ J

Teorema 2.6: monotonicidade da esperanca

Se X e Y sdo integraveis tais que X < Y entdo EX < EY.

|

|

Demonstragio. Se X < YentdioY —X > 0,logo E[Y — X] > 0. Da
linearidade da esperanca EY — EX > 0 donde segue o teorema.

O

Corolario 2.3: consequéncias da linearidade e monotonicidade

As seguintes propriedades decorrem dos teoremas acima.
1. Se X = c entdo EX = ¢, para qualquer ¢ € R.

2. Se EX esta definida, entdo E[aX + b| = aEX + b.

3. SePla<X<b]=1entdoa < EX <b.

4. Se X é integravel entdo X - 1,4 é integravel para todo evento
A.

5. Se EX estd definida entdo [EX| < E|X].

| J

Demonstragdo. Vamos demonstrar apenas os dois tltimos itens, os
outros ficam para verificagdo do leitor. Notemos que X 1,4 < X e que
| X1 4| = |X|14, logo, se X é integravel, entdo, por monotonicidade,
X1 4 é integravel.

Se X ndo é integréavel entdo |EX| = 400 = E|X] e o item 5 vale
com igualdade. Senao X é integravel e de —|x| < x < |x|, para todo
real x, temos —|X| < X < |X| donde —E|X| < EX < E|X]|, ou seja,
[EX| < E|X]. O
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Proposicao 2.5

Se X assume valores inteiros e ndo negativos entdo EX estd
bem definida e

EX =) P[X>n].
n=0

Demonstragido. Se X assume valores ndo negativos, segue da definicao
que EX esta definida. Rearranjando os termos, a esperanca é

it]Px(t) Zl]Px(l)+2ﬂjx(2)+3ﬂjx(3)+4ﬂjx(4)+"'
t=0

+2Px(2) +3Px(3) +4Px(4)+ -
43Py (3) +4Py(4) 4 -

F APy (4) + -
[ee] [e0]
=), ), Px(t)
n=0t=n+1
como Y-, Px(t) = P[ X > n], segue a proposigdo. O

Proposicao 2.6: condicao de integrabilidade

Uma varidvel aleatéria X é integravel se, e somente se,

[0 9)

Y P[|X]| > n] < 4o

n=1

Demonstragdo. Tomemos Y = |X| e temos que X é integravel se, e
somente se, EY < +o00.De0 < |[Y| < Y < |[Y]| + 1segue que

E[ Y]] <EY < E[|Y]]+ 1 por monotonicidade. Como |Y | assume
valores inteiros e ndo negativos, da Proposi¢do 2.5 acima

Y P[lY] >n]<EY<) P[lY]>n]+1 (2.23)
n>1 n>1
SeY >mnentdo |Y| >Y —12>n—1,logo |Y]| > n. Por outro lado,
se|Y|] >nentdioY > |Y] > n,logo Y > n. Portanto, P[ |Y]| > n] =
P[Y > n] e da equacdo (2.23), EY < 4coseesbse) > P[|X]| >
n| < 4oo. 0O

Se X: () = SeY: () — Rsdo varidveis aleatérias independentes,
entdo

E[[XY]]= ) |wl P ((xy)= )} [|xllyIB(x)P(y)
(xy)eSxR (X,Y) (v, y)eSXR X Y
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e como os termos sdo ndo-negativos, podemos rearranjar a soma de
modo que

E[|1XY]] = <Z IXIJI;(X)> - (Z yllly’(y)> = E[|X]]- E[|Y]]
xeS yER

Assim, se X e Y sdo integraveis, XY também é e a mesma dedugdo
sem os médulos vale, ou seja, concluimos que E[ XY ] = EX - EY.

Teorema 2.7: produto de variaveis aleatorias independentes

Sejam X: () — SeY: () — R varidveis aleatérias independen-
tes em (), P) esejam f: S — Re g: R — R fungdes tais que
f(X) e g(Y) sdo variaveis aleatdrias integraveis.

Entdo f(X) - ¢(Y) é integravel e vale

| J

Demonstragdo. De X e Y independentes, temos que f(X) e g(Y) sdo
varidveis aleatérias independentes (justifique). Podemos replicar a
dedugdo acima para provar que f(X)g(Y) é integravel e que, por-
tanto, E[ f(X) - g(Y)] = E[f(X)] - E[g(Y)]. =

Se X e Y sdo varidveis aleatérias independentes, entdo tomamos
f,g como a funcao identidade e vale a igualdade

E[XY]=E[X]E[Y]. (2.24)

Observagio 2. O Teorema 2.6, da monotonicidade, ainda vale com as
hipéteses de EX e EY definidos e EX — EY definido. Em particular,
se as duas varidveis aleatérias, X e Y, tém valor esperado definidos e
pelo menos uma é integravel, entdo as conclusdes dos teoremas va-
lem. Ainda, no Teorema 2.6 a conclusdo vale se os valores esperados
de X e de Y estdo definidos e EX < +o00 ou EY > —oco.

Exemplo 2.9: Esperanca da distribuicao geométrica

Uma varidvel geométrica conta o ntimero de realizagdes de en-
saios de Bernoulli independentes e identicamente distribuidos

realizados até, e incluindo, o primeiro sucesso.

Se X é uma variédvel aleatéria geométrica, entdo para X = té
necessdrio que nas primeiras ¢ — 1 iteragdes ocorra fracasso e
na f-ésima iteragdo ocorra sucesso. Como os ensaios sdo inde-

pendentes, a lei de X é

Px(t):=(1-p)~'p, te{1,2,...}

e dizemos que X tem distribui¢cdo geométrica com parametro
p, o que denotamos por X ~ Geom(p).

46
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Em alguns textos a distribui¢do geométrica conta o ndmero

de fracassos antes do primeiro sucesso. Nesse caso a varidvel
aleatéria Y = X — 1 assume valores em {0,1,2,...} e tem dis-
tribuicdo Py(t) = Px(t+1).

Seja X o ntmero de tentativas de Bernoulli até o primeiro
sucesso, com probabilidade de sucesso p. Condicionando no
primeiro resultado, seja A o evento “sucesso”,

® A ocorre com probabilidade p na primeira tentativa, entdo

X=1;
* A ocorre com probabilidade 1 — p na primeira tentativa,
nesse caso, ja gastamos 1 tentativa, entio X = 1+ Y, com

Y ~ Geom(p) (o processo recomega do zero). Portanto,

Assim,

Agora, E[ X | A] = E[1] = 1le |
E[X]+1, portanto E[ X] = 1-p+ (E[X] +
vendo para EX

A] = E[Y] =
1

\.

ANALISE DO ALGORITMO 1.2

Dado M > 2, tome k = [log, M]. Seja X o ntimero de rodadas
do lago repita. O tempo de execugdo das instrugdes dentro do laco é
O(k) = O(In M). Assim, se T(M) é o tempo de execugdo, entdo

ET(M) = E[X]-O(k) = ; .0(In M)

onde p = P[N < M] = sz é o parametro da varidvel geométrica X.
De p > % obtemos % < 2 logo
ET(M) = O(InM).
Vimos no Exemplo 2.3 que o valor esperado pode ser pouco re-
presentativo, mas aqui sabemos mais. Usando o Exercicio 11 no final

deste capitulo temos que

)10 xno. esperado de rodadas

IP[no. de rodadas > 10 x no. esperado de rodadas| = (1—p
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< <2) < (2> = 0,0009765625.

Exercicios

Exercicio 5. Sejam X = Y/ x 14, eY = Y., y,1p, duas varia-
veis aleatorias simples de (), IP). Verifique que valem as seguintes
identidades

1. para quaisquer a,b € R

n m
aX+bY =Y Y (axi+by)La,ng,;
k=1/0=1
2. noom
X-Y=YY (xc-ye)lans,.

T
N
N
I

Exercicio 6. Prove que se o conjunto universo U é suficientemente
grande, digamos |U| > (m — 1)n, entdo para qualquer fungdo de hash
h € NY sempre haverd um conjunto S C U de cardinalidade m para
o qual uma configuracdo de pior caso é inevitdvel, ou seja, todos os
elementos de S colidem.

Exercicio 7 (desigualdade de Jensen). Sejam X uma varidvel aleatéria
integravel, I C R um intervalo tal que P[X € I] =1e f: I - R uma

fungdo convexa em I, entdo E[ f(X) ] esta definida e f:[a,b] — R é dita convexa se para
quaisquer x, y € [a,b] e para todo

48

]E[f(X) } > f(]EX) (2.25) t € [0,1], tem-se que o segmento de reta

que une x e y fica acima do grafico de

Jisto &, f(tx + (1t
Exercicio 8. Conclua do teorema acima que E| X | > |EX| e que {fiz;rijzle_y t;}?ﬁ flbx+ (1= 1)

E[X?] > (EX)2.
Exercicio 9. Sejam U e N conjuntos finitos. Uma familia de fun¢des
H C NY que quando munida da medida uniforme satisfaz

1
P [h(u)=1i] =, paratodou € Ueparatodoi € N (2.26)
herH |N |
nédo é suficiente para garantir um bom comportamento da familia
de fungdes de hash numa tabela de espalhamento. Verifique que a
familia H formada pelas |N| fungdes constantes satisfaz (2.26).

Exercicio 10. Sejam U e N conjuntos finitos. Uma familia de fun¢des
H C NU que quando munida da medida uniforme satisfaz

1
P [[h(u) =ilN[h(v) =]]] = ==, 2.2
L0 = 10[1(0) = 1] = 227
para todo u,v € U, com u # v, e paratodoi,j € N, é dita uma
familia de func¢des de hash 2-independente.

<
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1. Verifique que essa condic¢do implica a condigdo (2.26) para todo
uecUetodoic N.

2. Explique por que a familia formada pelas |N| fun¢des constantes
néo satisfaz a condi¢do de 2-independéncia.

3. Verifique a Proposigdo 2.3 para qualquer escolha de fun¢do numa
familia 2-independente.

Exercicio 11. Mostre que se Z tem distribui¢do geométrica com para-
metro p entio P[Z >n —1] = (1 — p)"~! para todo n > 1.

Exercicio 12. Este exercicio fornece uma maneira de derivar um algo-
ritmo Las Vegas a partir de um algoritmo Monte Carlo.

Considere um algoritmo Monte Carlo A para um problema com-
putacional IT cujo tempo de execugdo esperado é de no méximo T(n)
em qualquer instancia de tamanho n e que produz uma solugdo cor-
reta com probabilidade (). Suponha ainda que, dada uma solugéo
para I, possamos verificar sua corretude no tempo £(1). Mostre
como obter um algoritmo Las Vegas que sempre fornece uma res-
posta correta para I e roda em um tempo esperado de no méximo

(T(n) +t(n))/v(n).
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A
Sobre convergéncia de séries

Seja (xn: n > 1) uma sequéncia de ntimeros reais. Se x, > 0 para
todo n, entdo a soma parcial )" ; x,, é crescente e, portanto, sempre
tende a um limite S, possivelmente infinito. Assim, a série } ;" ; x,, de
termos ndo negativos

* converge para um numero real (finito), caso em que escrevemos
Yous1 X0 < 00; ou

* diverge para +oo (isto é, as somas parciais crescem sem limite), e
escrevemos ) ,~q Xy = oo.

Em ambos 0s casos, o valor da série ndo se altera se a ordem dos
termos for modificada. No caso geral, onde x, € R, definimos

XT= Y x e X = ) |x] (A1)

n: x, 20 n: x;<0
e podem ocorrer as seguintes situagdes.

1. Ambas as séries em (A.1) sdo finitas; nesse caso, y_, x, = X —
X~ , a série é finita e tem um valor bem definido. Além disso, a
série Y, X, é absolutamente convergente, isto é, Y~ [xy| < oo, e
qualquer rearranjo dos termos converge para o mesmo valor.

2. Se Xt = +00e X~ < oo, definimos

[ee]
Z Xy = +00.
n=1
De forma andloga, se X~ = +co e X1t < o0, definimos

[e9)
Z Xy = —o0.
n=1

Nesses casos, a série é divergente unilateralmente, e qualquer
rearranjo dos termos converge para o mesmo valor (infinito).

3. Nos outros casos, a série ndo é absolutamente convergente. Nesse
caso, a soma pode depender da ordem dos termos, e diferentes re-
arranjos podem levar a valores distintos ou mesmo a divergéncia.
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Quando os termos da série sdo nliimeros reais quaisquer e a série é
absolutamente convergente, podemos alterar arbitrariamente a ordem
dos termos sem alterar a propriedade de convergéncia absoluta, nem
a soma da série.

A.1 Sequéncias e séries

(s.1) Uma série ) ;> x; converge se existe o limite das somas parciais
.\ .
Sn = Zi:l Xi

n

i, 5n = Jim, ) (A2)
1=

e converge absolutamente se ) ;-1 |x;| converge. Uma prova dos
seguintes resultados pode ser encontrada em ™. !

(a) Uma série que converge absolutamente também converge.
(b) Se ), x, converge e ), v, é a série obtida de }, x;, eliminando-
se os termos x, = 0, entdo }_, y, converge para o mesmo valor.
(c) Se uma série converge absolutamente entdo qualquer série ob-
tida rearranjando os termos dessa série converge absolutamente
para o mesmo valor. Ademais, vale que se { A;: i € I} é uma
particdo finita ou enumeravel de N e y; = }Jjc 4, X}, entdo
L% =) Vi
n iel
(s.2) Se };>1 x; é tal que x; > 0 para todo i, entdo a série converge ou
tende ao infinito. A série converge se, e s6 se, converge absoluta-
mente.

(s.3) Teste de convergéncia por comparacdo: se 0 < x, < y, para todo n
suficientemente grande e ), ¥, converge entdo )_, x, converge.

(s-4) a convergéncia absoluta de uma série implica que toda subsérie
da série é convergente. Isso segue de (s.1b) acima e do teste de
convergeéncia por comparagcao.

(s.5) Seja (xu,m : n,m € IN) uma sequéncia duplamente indexada.

(Tonelli) Se x,,, > 0 para todo (n,m), entdo as somas iteradas e a soma
dupla coincidem:

2 2 Xnm = Z Xnm = 2 2 Xnm € [O,—i—oo]_

nelNmelN (n,m)eENxN meN nelN

(Fubini) Se Y (, n)eNxN |¥nm| < 00, entdo a série Y, ;) Xnm € absoluta-
mente convergente e

2 Z Xnm = 2 Xn,m = Z Z Xn,m, (A.3)

nelN meN (n,m)eNxIN meN nelN

com todas as somas convergindo para o mesmo valor real.
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(s.6) se |x| <1 entdo

@ Lysox"=(1-x)"1
(b) Tospx" =xF(1—-x)71;
(©) Luzinx" =x(1—x)"2

(s7) Lys1n 2 =m?/6.
A convergéncia dessa série foi estabelecida pela primeira vez por
Euler e é um dos resultados responséveis por langar a notoriedade,
na epdca, o matematico.

(s.8) A sequéncia (14 1/n)" é estritamente crescente e a sequéncia
(1 —1/n)~" é estritamente decrescente, ambas convergem para a
constante e = 2,71 ... quando n — cc. Além disso, para todo x real

xn

—
>0 n.
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B

Desigualdades

(d.1)

(d.2)

(d.3)

De (s.8), para todo n > 0 vale

—n n
(1) oo ()

e para qualquer x > 0
2

1—x+%>e_x>(1—x).

O coeficiente binomial tem os seguintes limitantes triviais

G

Para um limitante inferior melhor podemos escrever

(1)-T1%=l= (3

]

2",

N

e para um limitante superior usamos o teorema bindmial de New-

ton e (s.8)
£ ()45 ()

i=0
para todo x > 0etodoi € {0,1,...,n}. Logo

n .
< > <e™x.
i

Em particular, fazendo x = i/n, temos a segunda desigualdade de

(1)< (7)< (5"

A seguinte igualdade assintética conhecida como férmula de Stir-

N

ling

n!:<1+0<111>> 2nn(g)n:(1+o(1)) 2nn(g)" (B.1)

A seguinte tabela que exibe exemplos para niimeros pequenos nos
dé ideia da qualidade dessa aproximagdo
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n n! Stirling
1 1 0.922137
3 6 5.83621
7 5040 4980.396
10 3628800 3598696

20  2.432902¢ +18  2.422787¢ + 18
50  3.041409¢ +64  3.036345¢ + 64
75  2.480914e + 109 2.478159% + 109
100 9.332622¢ + 157  9.324848¢ + 157
142 2.695364¢ + 245 2.693783¢ + 245

também valem os limitantes
n\n n\n
Znn(g) < n! ge\/ﬁ(g)

Nos limitantes em (d.2) para (/) usamos que

ﬁ(”*f) > (n—i) = (1 - ;)ini > (1 — i)w’ = (1+o0(1)n’

=0
esei=o(yn)
(1) = o’y = a+om) = (%)

1 271

(d.4) Para quaisquer ntmeros reais x1, X, ..., para todo natural n
|14 x| < x|+ fxal

Ademais, [x1]| + - -+ + |xy| < |x1] + |x2| + - - -, portanto, |x; +

<o+ xu| < |x1| 4 |x2] + - - - e pela continuidade da fungado valor

absoluto lim,e0 |x1 + - - - + x| = |x1 + xp + - - - | portanto

lx1 4+ 20 4+ | < |xq | + x| + -+

sempre que ), X, converge.



C
Resolucio dos exercicios

1. Sejam os eventos:

¢ Uj: urna escolhida é a das duas bolas brancas;
® U: urna escolhida é a das duas bolas pretas;

* Uj3: urna escolhida é a mista (uma branca, uma preta);

Br: a bola retirada é branca.

Queremos a probabilidade de a bola que ficou na urna ser preta,
0 que s6 pode acontecer se a urna escolhida foi a urna Us (mista).
Ou seja, queremos P( Uz | Br).

Cada urna é escolhida com probabilidade 1/3: P(U; ) =P(Uy ) =
P(Uz) = 3.

A probabilidade de sair bola branca dado cada urna:
1
P(Br|U;) =1, P(Br|U,) =0, ]P(Br|Ll3):§_

Probabilidade total de sair branca

P(Br) =P(Br | Uy )P(Uy)+P(Br | Uz)P(Uy)+P(Br|Us)P(Us)
1
5

ol 1t 111
3 3 3 3 6
Agora,
11
_ P(Br|Us)P(Us) 2°3 _1/6 1
2

Portanto IP[bola restante ¢ preta | bola retirada é branca] = 1.
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3. Seja k o ntimero de bits de M, ou seja, 28" < M < 2k. No al-
goritmo, N = Y_;d;2! é obtido a partir de k + ¢ bits uniformes e
independentes, logo N ¢ uniforme sobre {0,1,...,K — 1}, onde
K = 25+, A saida do algoritmo é N mod M.

Na divisdo euclidiana de K por M

K
K=gM+r, 0<r<M, g= {MJ

e para cada reston € {0,..., M — 1}, os inteiros em {0, ..., K — 1}
congruentes a n médulo M sdo

nn+M, n+2M, ...

e hd exatamente g + 1 deles se n < r, e exatamente g deles se n > r
(isso decorre diretamente de K = gM + ).

Como N é uniforme em {0, ..., K—1},

1
&, 0<n<r,
P[N=n]=
%, r<n<M-1.

Agora, calculando os desvios em relagdo a 1/ M.
K—r

De K = gM + r obtemos g = i

, logo:

g+1 1 _K—r+M 1 M-—r

K M MK M MK
Ambas as quantidades sdo ndo negativas (pois 0 < r < M), entdo

M—r
YT 0< < 7
P[N=n]——~|=] MK -t
M L <n<M-1
MK’ == '

H4 r valores de n no primeiro caso e M — r valores no segundo,
logo

M-1
)y
n=0

]P[N:n}—i :r'M—r i M

A fungdo r — r(M —r) é uma pardbola concava em r, com maximo
emr = M/2, onde vale M?/4. Assim, para todo r € [0, M] (em
particular para o inteiro r em questdo),
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Substituindo, usando que M < 2 e K = 2+

M—-1 2

1 2 M2 M 1
Y IPIN=n]——| <0 - 2n = 220« "
= [N =mn] M’ MK 4 2K~ 2¢d

. seja py a probabilidade de o laco repeat-until executar pelo me-

1]+ 0;

2 repita

j<it+L

4 | paracadaic {1,2,...,j} facad; & {0,1};
5 até que d; = 1 para todo i.

nos n vezes, paran > 1. 3

Na j-ésima execugdo do corpo do lago, sorteiam-se j bits dy, ..., d;
uniformes e independentes em {0,1}, e o lago termina se, e so-
mente se, todos eles forem iguais a 1. Como esses bits sdo redefini-
dos do zero a cada execugdo, o evento

E; := [“todos os j bits sorteados na iteragao j sdo iguais a 1”]
tem probabilidade
P[] =27
e os eventos Ej, Ep, E3,... sdo mutuamente independentes, pois
dizem respeito a sorteios distintos e independentes entre si.

O lago executa pelo menos n vezes se, e somente se, ele nédo é
interrompido em nenhuma das iteragdes j = 1,...,n — 1, ou seja,
se nenhum dos eventos Ej, ..., E,_; ocorre. Pela independéncia,

n—1 .
pn=P[EiN---NE,_1] = H(lfz_]),
j=1

com a convengdo usual de que o produto vazio (caso n = 1) vale 1.

Para cada j > 1 temos 27/ € (0,1), logo cada fator 1 — 27/ pertence
a (0,1). Como p, é um produto finito de nimeros estritamente
positivos, segue que p, > 0.
Como

pry1=pn-(1-27") e 0<1-27"<1,

temos p, 41 < pu para todo n. Sendo decrescente e limitada inferi-
ormente por 0, a sequéncia (p,) converge para algum limite L > 0.
Resta mostrar que L > 0.

Como 27/ < % para todo j > 1, podemos aplicar a desigualdade
1—x > e 2¥, vilida para x € [0,1/2], com x =27/:

1-277 > exp(—2~2*j) = exp(—21*j) .
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Multiplicando essas desigualdades paraj = 1,...,n — 1 (todos
os fatores sdo positivos, logo a desigualdade é preservada pelo
produto):

j=1

n—1 ) n—1 ) n—1 ) n—1 )
=11 (1 —2_]) > Hexp(—Zl_]) = exp(— 21_]> = exp <—2 ) 2_1> .
— =1

=1 =1

A soma geométrica satisfaz
n—1 )
Z 27/ =1-—2"(n"1) 1 para todon > 1,
j=1

donde

Pn = exp(—2 (1 - 2*("71))) > exp(—2),
para todo n > 1. Ou seja, obtemos uma cota inferior uniforme,
independente de n:

Pn > e ?

para todo n.
Como (pn)u>1 € decrescente, converge para L = limy, o py, €
como p, > e~2 para todo 1, segue que

L= limp, > e 2> 0.
n—oo

Portanto limy, o pr > 0.

. A prova é uma aplicacdo direta do principio da casa dos pombos:
se cada lista h~1(i) tivesse no méximo m — 1 elementos, teriamos

n—1

uf =y [ (@) < n(m—1),

i=0

contradizendo |U| > (m — 1)n. Logo, alguma lista contém pelo
menos m elementos, e podemos escolher S com m deles.

. De f convexa em I, deduzimos que para todo a € I existe um real
m, tal que

f@) =) o W) —f(a)

a—x y—a
para todo x < a e todo y > a. Portanto, f(x) > f(a) + ma(x — a)

para todo x € [ e, tomando a = EX, x = X e a esperanca nos dois
lados dessa desigualdades

E[f(X)] > f(EX) + m,E(X — E[X])

donde segue a desigualdade que queremos demonstrar.
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9.
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Seja H = {h; : j € N} a familia das fungdes constantes, onde para
cadaj € N a fungdo h;: U — N é dada por h;(u) = j para todo
u e U.

Note que |H| = |N|, uma fungdo constante para cada elemento de

N, e hd uma bijegao natural entre H e N (a fungéo h; corresponde
ao elemento j).

Fixeu € Uei € N arbitrarios. Como h €r H significa escolher
h = hj com j€g N (pela bijecdo entre H e N), temos

heRH[h(u) =1i] :je]EN[hj(u) =il

Mas hj(u) = j para todo u (por definicao, independente de u), logo
hi(u) =i <= j=i.

Portanto,
1
P |hi(u)=i]l= P [j=i]l=—,
JERN | ! ] JERN [N
pois j é escolhido uniformemente em N e hd exatamente um valor
de j (a saber, j = i) que satisfaz a condicao.

Como u € U ei € N foram arbitrarios, concluimos que

1
P [hj(u) =i] = =  paratodou € Uetodoi€ N,
jERN | |

ou seja, H satisfaz (2.26).

POR QUE 1SSO NAO E SUFICIENTE NA PRATICA

Embora a condigdo (2.26) seja satisfeita, essa familia é péssima
para uma tabela de espalhamento: uma vez escolhida (uniforme-
mente) uma funcdo h = h; € H, todos os elementos de U sdo
mapeados no mesmo balde j:

h(uy) = h(uz) = -+ = h(uy) = j.

Isso mostra que a condigdo (2.26) — que garante apenas que cada
elemento individual, isoladamente, tem posicdo marginal uni-
forme — é fraca demais: ela nada diz sobre a relacdo conjunta
entre h(uy) e h(uy) para u; # up. O que realmente se deseja de
uma boa familia de hash é algo como independéncia par a par (ou
universalidade), isto é, algo do tipo

1

P [h(uy) =i1 Ah(up) =i | = —= ara u Uy,
heRH[(l) 1 ANh(up) =ip] RE P 17 U
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condicdo que a familia de fun¢des constantes viola drasticamente
(nesse caso essa probabilidade conjunta é ﬁ, nao ﬁ), pois co-

nhecer h(u1) determina completamente h ().

10. Sejan = |N|. A condicado de 2-independéncia diz que, para quais-
quer u,v € U, com u # v, e quaisquer i,j € M,

1
u)=ieh(v)=j|l=—.
P L) =ieh(v)=)]=
(a) Fixemosu € Uei € N. Assuma |U| > 2 e escolha um elemento
veUv#u Como{he H:[h(v) =j]j€ N} particiona H,

temos
h(u) =1i] = P [h(u)=ieh(v)=]j
BSCORUESWE SUCRICES
fzifﬁfl
_jean_nz_n'

para todou € U e todo i € n.
(b) Considere a familia H formada pelas n = |N| fungdes constan-
tes. Para cada i € M, seja h; a fungdo constante dada por

hi(u) =1, uel.

Fixemos u,v € U, com u # v, e escolhase i,j € N com i # j.
Como uma funcdo constante ndo pode satisfazer simultanea-
mente h(u) =ie h(v) = j, temos

heRH[h(u) —ieh(v)=j]=0.

(©
11.
12. Construiremos um algoritmo Las Vegas B a partir do algoritmo
Monte Carlo A da seguinte maneira.
Dada uma instancia I de tamanho #, o algoritmo B repete inde-
pendentemente os seguintes passos:
(a) Execute A sobre I e obtenha uma solucgéo s.
(b) Verifique a corretude de s em tempo t(n).
(c) Se s for correta, retorne s; caso contrario, repita.
Como a solugdo s6 é retornada depois de ser verificada, o algo-

ritmo B sempre fornece uma resposta correta. Resta analisar seu
tempo esperado de execugdo.
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Cada tentativa consiste em executar A e verificar a solu¢éo obtida.
Como o tempo esperado de execugdo de A é no méximo T(n), o
tempo esperado de uma tentativa é no méximo T(n) + t(n).

Além disso, pela hipoétese, cada execugdo de A produz uma so-
lugdo correta com probabilidade y(n). Como as execugdes sdo
independentes, o nimero N de tentativas até obter a primeira so-
lugdo correta tem distribui¢do geométrica com pardmetro 7 (n).

i — 1
Assim, EN = Ok

Seja X o tempo gasto na k-ésima tentativa. O tempo total de B é
X1+ -+ XN

Como cada tentativa tem tempo esperado no maximo T (n) + t(n),
obtemos

E % X | E[N](T(n) + t(n)).
k=1

Portanto,
T(n) 4 t(n)

v(n)
Logo, B é um algoritmo Las Vegas: ele sempre retorna uma solu-

E[tempo(B)] <

¢do correta e seu tempo esperado de execugdo é, no maximo,
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