que, assintoticamente, quase todas as fun¢oes (uma fragao (1 — o(1)) delas) necessi-
tam de circuitos maiores que 2"/n para serem computadas.

Portanto, existem muitas (na verdade, a maioria) fun¢oes booleanas exponenci-
almente dificeis mas nao conseguimos explicitar uma familia natural dessas fun¢oes
booleanas. Uma justificativa para a dificuldade de explicitarmos um problema difi-
cil para o qual conseguimos provar uma cota inferior superpolinomial, como 2"/n,
€ dada na secao 7.2.

Também, decorre do Exercicio 4.4 acima que P C P/poly. Atualmente, nao é
sabido se NP Z P/poly.

Problema 7. NP ¢ P/poly?

Se esse for o caso, ou seja a resposta para o problema acima ¢é sim, como explicamos

no paragrafo acima, concluimos que P = NP, resolvendo o Problema 5 (pagina 206).

4.2.1 CLASSES PROBABILISTICAS

O estudo sistematico da computabilidade e complexidade de modelos probabi-
listicos, bem como das classes de complexidade, comegou com Leeuw et al., 1970
e Gill, 1974. Este ultimo prova algumas propriedades basicas de maquinas de Tu-
ring probabilisticas, como a enumerabilidade efetiva, a universalidade e outros re-
sultados. Podemos associar a cada modelo de computagao um modelo aumentado
que permite elementos aleatoérios, por exemplo, podemos modificar a classe de pro-
gramas RAM introduzindo uma instrugao especial chamada ranpom(N) que atribui
para a variavel N um bit com igual probabilidade e de forma independente de cha-
madas anteriores. Como ja dissemos antes, dentro das classes de tempo polinomial,
os resultados relatados neste texto nao dependem de maquina.

Uma maquina de Turing probabilistica M é definida como uma maquina em
que cada transicao tem dois movimentos legais oy e 81, entretanto, a cada transi-
¢ao durante uma computacao sé um deles é escolhido como o préoximo passo; dado
um estado g e um simbolo da fita 0 a maquina executa a transi¢ao 9;(g,o0) para
uma escolha aleatoéria i € {0,1}. A resposta da maquina para uma entrada w é uma
variavel aleatoria que depende de w; nesse caso, consideramos a distribuicao da va-
riavel aleatéria M(w) da maquina probabilistica M com entrada fixa w € ¥* em que a
probabilidade é tomada sobre as escolhas aleatorias feitas por M. O espago de pro-
babilidades é formado por todas as sequéncias binarias que representam as escolhas
internas da maquina numa computacao desde a configuragao inicial no estado qg

até alcangar qp,r,. Para uma tal sequéncia de comprimento m associamos a proba-
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bilidade 2=™. Na computagao de M com entrada w a probabilidade
P[M(w) = z]

€ a soma das probabilidades de todas as sequéncias de escolhas aleatodrias internas
que terminam com a palavra z € ¥* escrita na fita.

Notemos que para uma uma entrada w fixa o namero de bits aleatérios usados
numa computagao com w pode variar, entretanto, para toda sequéncia binaria r que
representa as escolhas aleatérias numa computacao com w, nao existe uma sequén-
cia r’ que também representa as escolhas aleatérias numa computacao e tal que r
seja prefixo de r’ ou vice-versa.

Uma maquina probabilistica M decide L com probabilidade de erro € em tempo

T, para T: N —> N, se para toda palavra we ¥*
P[M(w) = L(w)]<e

e M(w) termina a computacao em no maximo T(|w|) transi¢Oes para qualquer que seja
a sequéncia de bits aleatorios usados na computacao.

Uma alternativa a defini¢ao acima é dada a seguir pelo modelo chamado em
algumas referéncias bibliograficas de maquina de Turing probabilistica off-line: ¢é
uma maquina de Turing deterministica que tem uma entrada auxiliar escrita numa
fita auxiliar s6 de leitura, além da entrada principal escrita na fita principal. Essa
fita auxiliar contém uma sequéncia B de bits aleatoérios, cada posicao tem um bit
com distribui¢ao uniforme e as ocorréncias na sequéncia sao independentes. Cada
posicao da fita auxiliar é usada (lida) no maximo uma unica vez. Notemos que
o comprimento da entrada auxiliar pode ser definido como igual ao tempo T de
execu¢ao da maquina. Nesse caso, consideramos a distribuicao da variavel aleatdria
M(w,B) da maquina probabilistica M com entrada fixa w € ¥* e um vetor aleatério
Ber{0,1}T0%D. Uma maquina probabilistica off-line M com tempo de execugdo T
decide L com probabilidade de erro € se para toda palavra we ¥~

P [M(w,B) = L(w)] <&
Beg{0,1}TIwD

Os dois modelos sao computacionalmente equivalentes (Leeuw ef al., 1970). Uma
computacao da maquina probabilistica off-line N como definida acima pode ser si-
mulada por uma maquina probabilistica M que com entrada w seleciona interna-
mente uma sequéncia de bits aleatdrios b e computa N(w, b). Por outro lado, a com-
putagao de uma maquina probabilistica M é simulada pela maquina deterministica
N que realiza transi¢oes de M(w) usando uma sequéncia de bits aleatérios b dados

com entrada auxiliar como as escolhas aleatdrias internas a M. De fato, mais do que o
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que foi dito vale, as defini¢coes sao equivalentes no contexto do tempo de execugao,
assim, na sequeéncia, vamos usar livremente o modelo probabilistico que for mais
conveniente.

Em vista dessa definicao, a classe NP pode ser definida (verifique) como a classe
das linguagens L para as quais existe um polindmio p e um algoritmo probabilistico

M de tempo polinomial tal que todo w e {0,1}*

1. se we L entao

P [M(w,B) = L(w)] >0,
Ber{0,1}Pwl)

ou seja, se w € L entao existe uma entrada auxiliar B € {0,1 }P(|W|) que faz M

responder simi;

2. se w & L entao

P [M(w,B) =L(w)]=1
Ber {0,1}P(Iw))

nesse caso, se w € L, M responde ndo qualquer que seja a entrada auxiliar.

Classes de complexidade probabilisticas As seguir, vamos definir as classes de
complexidade de tempo polinomial que estao associadas as algoritmos probabilisti-
cos.

A classe RP — Randomized Polynomial time — é formada pelas linguagens L de-
cididas por um algoritmo probabilistico M de tempo polinomial tal que para algum

polindmio p e para todo w € {0, 1}*, a probabilidade de erro é

1/3, sewel
P [M(w,B) = L(w)] <
Begr{0,1}PIw) 0, sewel

ou seja, se w € L entdo a M erra com probabilidade limitada, e se w ¢ L entao M
nao erra. Assim, uma resposta sim do algoritmo M esta sempre certa, isto é w €
L, enquanto que uma resposta ndo pode ser um falso negativo, o que ocorre com
probabilidade no maximo 1/3.

O problema de determinar se um gafo G tem um corte pequeno, de tamanho
menor que um dado k, esta em RP pois o Algoritmo 9, pagina 75, pode ser executado
duas vezes o que limita a probabilidade de erro a 1/4, além disso se o algoritmo acha
um corte pequeno responde sim (corretamente), se nao acha (o que nao significa que
nao tenha) entao responde nao (com chance de erro).

A constante 1/3 nos algoritmos que definem RP é arbitraria. Se realizamos k exe-
cucoes independentes desse algoritmo (com a mesma entrada), entao uma resposta

1 é definitiva enquanto que k respostas O estao todas erradas com probabilidade
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menor que (1/3)% e se k = O(n°) para alguma constante positiva c entdo as execu-
¢Oes terminam em tempo polinomial. O mesmo vale se trocarmos 1/3 por qualquer
constante € € (0,1) de modo que se a probabilidade de erro for € entao podemos exe-
cutar o algoritmo varias vezes (com a mesma entrada) até que a probabilidade de
erro fique menor que 1/3, o que certifica a pertinéncia em RP.

Observemos que se M decide uma linguagem L que pertence a RP entao as esco-
lhas de bits aleatérios por M(w) que terminam em M(w) = 1 é um certificado c para

w € L, portanto, podemos concluir que L pertence a NP.

ProposicAo 4.6 RP C NP. [

A classe coRP ¢é a classe das linguagens L tais que L € RP, isto é, a classe das lin-
guagens L para as quais existe um algoritmo probabilistico M de tempo polinomial
tal que uma resposta ndo esta sempre certa enquanto que uma resposta sim pode ser

um falso positivo. Para algum polindomio p e para todo w e {0,1}",

1/3, sewegl
P [M(w,B) = L(w)] <
Ber{0,1}Pw) 0, sewel

Nos algoritmos 11 e 13 (pag. 77 e seguintes) para, respectivamente, os testes de
igualdade do produto de matrizes e de identidade polinomial, uma resposta ndo
esta sempre certa enquanto que uma resposta sim pode estar errada, ademais duas
rodadas independentes de tais algoritmos reduzem a probabilidade de erro para o
limiar da definicao da classe coRP, logo as linguagens definidas por esses exemplos
sao linguagens em coRP. O problema de testar se um namero é primo também esta
em coRP como atesta o algoritmo de Miller-Rabin (pagina 168), que também atesta
que o problema de testar se um nimero é composto esta em RP.

Um fato interessante ocorre quando consideramos a possibilidade de uma lin-
guagem L € RPN coRP, pois ela pode se beneficiar dos resultados exatos do algoritmo
Mgp, 0 que prova que L € RP, e do algoritmo M,gp, 0 que prova que L € coRP, para es-
pecificar um algoritmo probabilistico M" que nunca erra, porém uma escolha ruim
de bits aleatorios pode levar o algoritmo a executar por muito tempo: dada uma

entrada we {0,1}

1 enquanto verdadeiro faca

2 se Mgp(w) = 1 entao responda 1;

3 se M ,pp(w) = O entao responda O.
Algoritmo 39: RP N coRP

Se Mpp responder 1 entao por defini¢ao garantimos que w € L. Analogamente, se

Morp responder O entao por defini¢ao garantimos que w ¢ L. Assim nunca obtemos
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uma resposta errada. Porém nao temos como saber exatamente quantas rodadas
vamos esperar até que um certificado apropriado seja encontrado.

Um algoritmo probabilistico tem tempo esperado T(n) se a variavel aleatéria t,,,
que denota o tempo de execucao do algoritmo com entrada w, tem valor esperado
E t, < T(lw|) para todo w. A esperanca é computada sobre os bits aleatdrios usados
na computagao pelo algoritmo. Nos casos em que T € um polindmio dizemos que
a maquina é de tempo esperado polinomial. Por exemplo, o algoritmo aproxima-
tivo para o problema max-g3sat, Algoritmo 19 na pagina 134, tem tempo esperado
polinomial.

No Algoritmo 39 acima, o numero esperado de execucdes até o passo 2 ter su-
cesso € no maximo 2 e o mesmo vale para o passo 3, portanto o tempo esperado de
M’ é no maximo um namero constante de simula¢oes de Mpp(w) e de M ypp(w), ou
seja, o tempo esperado de execucao é polinomial em |w]|.

A classe ZPP — Zero-error Probabilistic Polynomial time — é a classe de comple-
xidade de todas as linguagens para as quais existe um algoritmo probabilistico M
de tempo esperado polinomial e tal que P[M(w,B) = L(w)] =1, para todo w € {0, 1}".
Equivalentemente, ZPP é a classe das linguagens para as quais existe um algoritmo
probabilistico de tempo polinomial M tal que, para todo w, M(w) € {0,1,1} em
que O significa w € L e 1 significa w € L, como € usual, e L significa “nao sei” e
P[M(w) =1 ] < 1/2. Intuitivamente, entendemos essa definicdo como que em tempo
polinomial ou o algoritmo decide ou interrompe a execugao.

O Algoritmo 39 acima mostra que
RP N coRP C ZPP (4.2)

mas nesse caso vale a igualdade dessas classes como demonstra o seguinte resultado.

Lema 4.7 ZPP =RP N coRP.

DemonsTtrAgAO. De (4.2), s6 precisamos provar que ZPP € RP N coRP.

Seja L € ZPP uma linguagem e M um algoritmo probabilistico de tempo espe-
rado p(n) que decide pertinéncia em L sem errar. Para provar pertinéncia em RP,
definimos um algoritmo N que computa da seguinte maneira: dada uma entrada
wel{0,1}*

simula M com entrada w até no maximo 3p(|w|) passos;

se M(w) = 1 entao responda 1;

senao responda O.

Algoritmo 40: N(w)
Se w ¢ L entdo N termina sem aceitar w, portanto P[erro] = P[N(w) = 1] = 0.

Por outro lado, se w € L entao o algoritmo N aceita w (corretamente) ou termina
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pelo limite dos 3p(|w|) passos. No segundo caso N(w) = O e a resposta esta errada.
A probabilidade da resposta errada é P[t,, > 3p(|w|)] em que, como acima, t, é a
variavel aleatoria para o tempo de execucao do algoritmo M com entrada w. Pela
desigualdade de Markov

plw) 1
Plty, > 3p(Iw])+1] < W < 3

portanto, se w € L entao P[erro] =P(N(w)=0) < 1/3 e com isso temos que L € RP.
Do maneira analoga, podemos provar que ZPP C coRP; definimos um algoritmo

N’ que com entrada w

simula M com entrada w até no maximo 3p(|w|) passos;

se M(w) = 0 entao responda O;

senao responda 1.

Algoritmo 41: N'(w)
Assim, se w € L entdo P[erro] = P[N(w) = 0] = 0. Se w ¢ L entdo o algoritmo

pode aceitar erroneamente e P[erro] = P[t,, > 3p(|w|)] < 1/3. Portanto, ZPP C RPN
coRP. [l

BPP A classe BPP — Bounded-error Probabilistic Polynomial time — é a classe das
linguagens decididas por algoritmos probabilisticos de tempo polinomial com pro-
babilidade de erro 1/3, ou seja, L € BPP se existe um polindmio p e um algoritmo
probabilistico M de tempo polinomial tal que para todo we {0,1}"

P [M(w,B)=L(w)] < 1/3.
Ber{0,1}P(w)

A probabilidade de erro 1/3 na defini¢ao nao tem nada de especial, qualquer cons-
tante € € (0, 1/2) serviria para definir a mesma classe de linguagens, como veremos
no Lema 4.8 abaixo a probabilidade de erro pode ser feita menor que qualquer cons-
tante. Se M é uma maquina probabilistica de tempo polinomial que aceita a lingua-
gem L com probabilidade de erro ¢, entao podemos escrever uma maquina N proba-
bilistica e de tempo polinomial que aceita a mesma linguagem L com probabilidade
de erro 1/3.

LEMA 4.8 Para toda constante O < € < 1/2, todo polinomio p, toda linguagem L C {0,1}"
e todo algoritmo probabilistico M de tempo polinomial que decide L com probabilidade
de erro €, existe um algoritmo probabilistico N de tempo polinomial e que decide L com

probabilidade de erro 2-P\") nas entradas de tamanho n, para todo n.

DEMONSTRACAO. Sejam g, p, L e M como no enunciado. Definimos

o:=4e(l—¢) e k(n):= {%}
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e notemos que 6 < 1 pois e <1/2.
Consideremos o algoritmo N que com entrada w € {0,1}" simula M(w) um nu-

mero impar de vezes e decide pela resposta dada na maioria das simulagoes:

1 paraidelaté 2k + 1 faga
2 ‘ m; «<— M(w);
3 se ) ;m; > k entao responda 1;

4 senao responda O.

Certamente, N é uma algoritmo probabilistico de tempo polinomial. Seja S =
S(w) € {0,1}°k*1 uma sequéncia de respostas dadas na linha 2 em uma execugio de
N com entrada w. Sejam c = ¢(S) e e = e(S) o nimero de respostas certas e respos-
tas erradas, respectivamente, em S, onde resposta certa quer dizer que M decidiu
corretamente a pertinéncia de w em L.

O algoritmo N responde errado se para a sequéncia S correspondente a uma
execucgao de N ocorre c < e. Queremos limitar a probabilidade desse evento. Como
M tem probabilidade de erro limitada por € < 1/2, a probabilidade de uma sequéncia
S que faz N responder errado é no méaximo e®(1 —¢)¢ < ek*1(1-¢)  poise > k+1e

e <1—e. Assim, a probabilidade de erro é

P[N(w) = L(w)] < ZEE<S><1—5)C<S> < 22Kkl (1-g)k = 2¢(2%¢(1-¢))F < (de(1-¢))< = &*
S

em que a soma € sobre toda sequéncia S de respostas de M que faz N responder

errado. Pela escolha de k e de log»(1/6) = 1/logs(1/2) temos &% < 2P, O

Da definicao das classes deduzimos que

RP, coRP, ZPP C BPP.

Exemplo 4.9 (p1T€BPP). Seja p € F[x,..., x,] um polindmio dado por um circuito arit-
mético, como definido na pagina 204. O p1t é 0 problema da identidade polinomial:
decidir se o polindmio p definido pelo circuito (p) é identicamente nulo.
Comentamos na se¢ao 1.7.3 que é um problema importante na teoria da com-
putacao sabermos se é possivel resolvé-lo em tempo polinomial no tamanho do cir-
cuito. Também comentamos que, a principio, temos dois problemas computacio-
nais: dado um polinémio p, eze — Evaluates to Zero Everywhere — é o problema de
decidir se, como funcao, p vale zero em todo elemento do corpo e riT que é decidir
se p na forma canodnica tem todos os coeficientes nulos. Eze esta em coNP, pois esta
em coRP como mostra o algoritmo 13. De fato é coNP-dificil, pois é possivel escrever

uma férmula 3-CNF como um polindmio sobre F.
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Um circuito aritmético de tamanho m tem profundidade no maximo m, portanto
realiza no maximo m multiplicagoes, logo define um polindémio de grau no maximo
2. Nessa situagao, o Algoritmo 13, pagina 82, sorteia n valores em {1,...,2m+2},
avalia o valor de p com esses valores simulando o circuito aritmético em tempo po-
linomial em m e resolve pit com probabilidade de erro 1/4. Porém, a sequéncia
sorteada (xq,..., x,) tem tamanho O(nm) bits enquanto que x2" calculado em 2m+2
resulta num namero com O(m2™) bits, logo sé para escrevé-lo o tempo consumido
seria exponencialmente grande, o que nao resulta num algoritmo de tempo polino-
mial para o problema.

Um modo de contornarmos esse problema é calcularmos as operagdes aritmé-
ticas nas portas do circuito médulo um inteiro positivo k apropriado, resultando,
no final do computo, p(xy,...,x,) mod k. Com isso o tempo de simulacao do cir-
cuito continua polinomial e os nimeros que ocorrem nas operagdes tém tamanho
controlado, mas aumenta a probabilidade de erro pois podemos ter p(xy,...,x,) #0
e p(xi,...,X,) mod k = 0, caso k divida p(xy,...,x,). Agora, devemos estimar essa
probabilidade de erro e fazé-la pequena usando rodadas independentes de escolhas
para k.

Tomemos k € {1,2,...,22m}. A quantidade de nimeros primos nesse conjunto é,
pelo Teorema dos Numeros Primos, maior que

22m
2m+2

se m> 2 (Rosser, 1941).

Assumamos que p := p(xy,...,x,) # 0. A quantidade de fatores primos distin-
tos em p é (m+2)2™, pois se p = pi‘lpgz---p‘txt entdao p > 2%, portanto t < logs p <
log, (2M+2)2™ = (m+2)2™. Assim, a quantidade de primos em {1,2,...,22™} que ndo
€ um dos t fatores primos de p é maior que

>2m 2m

_ 22177 -
Smys (m+2)27> o

para todo m > 7, de modo que a probabilidade com que uma escolha aleatoria em
{1,2,...,22m} resulte num nimero bom, isto é um primo que nao divide m, é maior
que 1/8m. Em r sorteios para o valor de k, basta um deles resultar num ntmero bom
para podermos responder que p(xy,...,x,) # 0. A probabilidade com que nenhum

dentre r := 16m sorteios resulte num numero bom é no maximo

(gl [l ) <o

para todo inteiro m > 0, pois (1 — 1/8m) 8™ > e (veja (s.8)). Portanto, se (p) é nulo
o algoritmo sempre descobre, caso contrario o polindmio nao nulo é declarado nulo
com probabilidade 0,15, logo pit € BPP. O
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Notemos que P C BPP pois para todo algoritmo de tempo polinomial M podemos
escrever um algoritmo probabilistico de tempo polinomial M” que simula M e ignora

os bits aleatdrios. Nao sabemos se a reciproca vale ou nao

Problema 8. BPP C P?

Também nao sabemos situar BPP com relacao a NP

Problema 9. BPP C NP?

nao sabemos se BPP C NP, se NP C BPP ou se nenhuma dessas duas relagoes valem.
Também, nao conhecemos nenhuma linguagem que é completa para BPP. Agora, é

um exercicio facil, que deixamos para o leitor, verificar que BPP = coBPP.

Problema 10. Alguma(s) das inclusdes P C ZPP C RP C BPP
sao proprias?
Os algoritmos que reconhecem linguagens em BPP sao chamados, em algumas
referéncias bibliograficas, de Atlantic city, os de RP e coRP sao conhecidos como
Monte-Carlo e os de ZPP sao os Las Vegas.

Finalizamos essa se¢ao enunciado o seguinte resultado sem prova.

TeoreMA. (IMpPAGLIAZZO E WIGDERSON, 1999) Se existe uma linguagem L decidida em
tempo 2°0") que nas palavras de tamanho n requer circuito de tamanho 2", para algum
c>0etodo n, entdao P = BPP.

Exercicio 4.10. Prove que se L € BPP, entao existe um algoritmo probabilistico que
com entrada w decide se w € L com probabilidade de erro menor que 1/(3m) e em
tempo polinomial em |w|, em que m = m(|w|) é o numero (polinomial) de bits alea-
torios usados na computacao (dica: ajuste a quantidade de rodadas independentes

de simulagdes no algoritmo acima).

BPP C P/poly O proximo resultado mostra que toda linguagem decidida por algo-
ritmo probabilistico de tempo polinomial também é decidida por circuitos de tama-
nho polinomial. Como circuito é um modelo nao-uniforme de computagao e como
ha muitas sequéncias bindrias aleatdrias que testemunham a favor da decisao cor-
reta, podemos escolher uma tal sequéncia para cada n e todo w € {0,1}" e projetar
os circuitos com as sequéncias escolhidas. Essa ideia esta formalizada no teorema
a seguir. A inclusao é propria porque ha problemas nao decidiveis por algoritmos
que sao decididos por familia de circuitos de tamanho polinomial, como ja dissemos

acima (Exercicio 4.20, pagina 238).

Teorema 4.11 (ApLEMAN, 1978) BPP & P/poly.
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DemonsTRACAO. Sejam L € BPP e M um algoritmo probabilistico de tempo polino-
mial que decide L com probabilidade de erro exponencialmente pequena

P [M(w,B)=L(w)]<2™"
Ber{0,1}P(n)

nas entradas de tamanho n, para algum polindmio p. A existéncia desse algoritmo
é garantido pelo Lema 4.8 acima.

Fixado um inteiro positivo n, podemos afirmar que existe uma sequéncia binaria
b que é um certificado de pertinéncia em L para toda entrada w de tamanho n. De
fato,

P U M(w, B) = L(w)| < Z 27" =1
Ber(O.L)P™] 51y we(01}n

logo, com probabilidade maior que O para pelo menos um B € {0,1}P(" fixo o al-
goritmo M responde corretamente para todo w € {0,1}", ou seja, existe (a0 menos)
uma sequéncia b, € {0,1}P"), com a qual M nao erra nas entradas de tamanho n. O

algoritmo (deterministico) M" dado por

ndo erra em entradas de tamanho n.

A partir de M’ construimos, para cada n, um circuito booleano C, de tamanho
polinomial, conforme construcao do Exercicio 4.4 (pagina 204), tal que C,(w) =
M’(w), para todo w de tamanho n. Dessa forma, a familia de circuitos (C,),>q decide

L, portanto L € P/poly. O

4.2.2 BPP ESTA NA HIERARQUIA POLINOMIAL

A hierarquia polinomial é uma hierarquia formada por classes de problemas com
complexidade polinomial, as classes do nivel i sao denotadas por ¥; e ['1;, paratodo i €
N. Essas classes generalizam P e NP de um certo modo natural. Uma motivagao para
essa hierarquia pode ser lida no capitulo 17 de Papadimitriou (1994), assim como
outros resultados que estao fora do escopo deste texto pois precisam de varios pré-
requisitos da Complexidade Computacional. Nesta secao, falaremos brevemente
sobre a hierarquia polinomial, sua relacao com as classes probabilisticas e daremos
alguns outros resultados sem prova para que o leitor possa ter alguma referéncia
sobre a importancia de PH e sua relacao com outras classes de complexidade.

Por enquanto vamos nos concentrar nos primeiros niveis da hierarquia e em se-

guida mostrar uma relacao com a classe BPP. Comecamos declarando que

Yog=Illg:=P e X1 :=NP ell; :=coNP
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