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Intuitivamente, uma medida de probabilidade é uma forma quantitativa de ex-
pressar a chance com que um conjunto de resultados de um experimento que nos
fornece resultados que nao podem ser previamente determinados ocorra. Proba-
bilidade é a disciplina dedicada a modelagem desses fendmenos com condig¢oes de
incerteza.

Neste capitulo introduzimos o tratamento axiomatico moderno da Probabilidade
introduzido pelo matematico russo Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987)
por volta de 1930. Ao contrario das interpretagoes que estabelecem uma forma
explicita de calcular probabilidades, o modelo axiomatico estuda as propriedades
que uma medida de probabilidade deve satisfazer. Veremos as no¢oes importantes
de probabilidade condicional e a independéncia de eventos.

Também introduzimos uma discussao informal sobre modelos de computacao,
analise de algoritmos e alguns exemplos de algoritmos que usam sorteios em suas
computagoes. Uma definicao precisa de algoritmo, que adiamos, é importante para
entender os processos computacionais, conhecer seus limites e estabelecer sua efici-

éncia na resolucao de problemas.

1.1 ESPACO DE PROBABILIDADE DISCRETO

Um modelo probabilistico € um modelo matematico de um experimento alea-
torio. A modelagem probabilistica tem sido importante em praticamente todas as
areas do conhecimento e o desenvolvimento da Teoria da Probabilidade tem sido

estimulada pela ampla variedade de suas aplicagoes.

Exemplo 1.1. Monty Hall é o nome do apresentador de um concurso televisivo que
era exibido na década de 1970, nos Estados Unidos, chamado Let’s Make a Deal,
agora é o nome de um problema classico em probabilidade. O jogo consistia em o
apresentador Monty Hall apresentar trés portas a um espectador, esse concorre a
um prémio escondido atras da porta. O processo de escolha sera descrito a seguir.
O protocolo da brincadeira é: Monty Hall escolhe, ao acaso, uma das portas para
esconder um carro; nas outras duas esconde um bode em cada. Na primeira etapa o
concorrente escolhe uma porta ao acaso (que ainda nao ¢é aberta); em seguida Monty
Hall abre uma das outras duas portas que o concorrente nao escolheu, sabendo que
ela esconde um bode e escolhendo ao acaso se houver mais de uma possibilidade.
Com duas portas fechadas apenas, e sabendo que o carro esta atras de uma delas, o
apresentador oferece ao concorrente a oportunidade de trocar de porta. O concor-
rente tem que decidir se permanece com a porta que escolheu no inicio do jogo ou se

muda para a outra porta que ainda esta fechada; feita a escolha, o apresentador abre



a porta escolhida e o concorrente leva o prémio escondido pela porta. Assumindo
que o objetivo do jogador é ganhar o carro, o problema é determinar uma estratégia

de decisao que maximiza a chance de ganhar o carro. O

A resposta para esse problema sera dada mais a frente no texto, no momento con-
vidamos o leitor a refletir um pouco sobre o problema e identificar os experimentos
aleatdrios escondidos na descrigao feita no paragrafo acima.

Um modelo probabilistico para um experimento aleatoério é caracterizado por
um espago amostral — conjunto dos resultados possiveis — um espago de eventos
— familia' dos subconjuntos de resultados que admitem uma probabilidade — e
uma (medida de) probabilidade — uma fung¢ao que associa um valor numérico a cada

evento.

Espa¢o amostral O espago amostral de um experimento aleatdrio, quase sempre
denotado por €2, é um conjunto nao vazio que representa todos os resultados possi-
veis de um experimento de modo que resultados diferentes tenham representantes
diferentes no conjunto. Um elemento de {2 é chamado de ponto amostral e a escolha

de algum ponto amostral representa uma realizacao do experimento.

Exemplo 1.2. Sao experimentos com respectivos espagos amostrais
1. um dado é langado e observamos a face para cima, 2=1{1,2,3,4,5,6};
2. uma moeda é langada e observamos sua face para cima, 2 = {Ca,Co};

3. uma moeda é lancada até sair coroa, 2 = {(Co),(Ca, Co),...,(Ca,Ca,...,Ca,Co),
...,(Ca,Ca,...)}, cada ponto amostral é representado por uma sequéncia de Ca

que, eventualmente, termina com Co;

4. uma moeda é lancada sucessivamente e pergunta-se o que ocorre primeiro,
uma sequeéncia de trés caras ou trés coroas consecutivas. Um espaco amostral
€ considerar todas as sequéncias (a;: i > 0), com a; € {Ca,Co} para todo i, de

resultados possiveis, isto ¢, 2 = {Ca, CO}N;

5. observamos tempo de vida de uma lampada (em alguma uniade de tempo),
Q={teR:t>0};

6. um dardo é langado num alvo circular de raio 1 e observamos o ponto atingido.
Uum espago amostral é obtido usando um sistema de coordenadas cartesianas

com a origem no centro do alvo de modo que Q = {(x,y) € R%: x2+y2 < 1}.

'Familia ¢ usado como sindénimo de conjunto.



O espaco amostral de um experimento aleatério reflete a observagao do resultado
de um experimento e nao é tnico. No item 6 do exemplo acima, podemos escrever
o0 espaco amostral com pontos dados em coordenadas polares {(r,0) € R?: 0 < r <
le0O<O<2m}. O

Exercicio 1.3. Identifique os experimentos aleatorios e descreva um espago amostral

para o problema de Monty Hall descrito no Exemplo 1.1.

Espaco de eventos Intuitivamente, um evento de um experimento aleatério é um
acontecimento observavel ao final da realizagao do experimento. Quando o experi-
mento é realizado, deve ser sempre possivel determinar se tal evento ocorreu ou nao.
Por exemplo, se um dado é langado, os resultados “o nimero é par” e “o nimero é
maior que 3” sao eventos do experimento de langar um dado.

Um evento é representado, no modelo probabilistico, por um subconjunto A =
A(€2) do espago amostral €2, o qual fica definido pela colecao de resultados possiveis
do experimento que descrevem o evento. No exemplo do dado,se 2 ={1,2,3,4,5,6},
entdao “é um numero par” e “é um numero maior que 3” sao modelados por {2,4,6} e
{4,5,6}, respectivamente. Assim, um modelo de um evento aleatdrio é subconjunto
do espago amostral 2 e também é chamado de evento aleatorio.

Na realizacao de um experimento, o evento A C {2 ocorre se o resultado observado
é representado por um elemento de A, caso contrario o evento A ndo ocorre. Em
especial, @ é o evento impossivel; (2 é o evento certo; {w} € um evento elementar, para

cada elemento w € €2; o complemento do evento A é o evento nao-A dado por

A=Q\A:={weQ: weA}

Em um lan¢amento de dados temos €2 ={1,2,3,4,5,6} e sao exemplos de eventos

A ={2,4,6}, ou seja, A representa o evento “namero par”;
* A={1,3,5}, ou seja, A representa o evento “ndo é niumero par”;

* ANA =g, ou seja, AN A representa o evento “niimero par e numero impar”,

que € o evento impossivel;

* AUA=(Q), ou seja, AU A representa o evento “nimero par ou numero impar”,

que é o evento certo;

* o evento “multiplo de 2 ou multiplo de 3 mas nao multiplo de ambos” é repre-
sentado pela diferenca simétrica {2,4,6}A{3,6} =({2,4,6}U{3,6})\({2,4,6}N
{3,6})=1{23,4}.
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Dizemos que A e B sao eventos disjuntos ou eventos mutuamente exclusivos
quando eles nao tém elementos em comum, isto ¢, ANB = @. Os eventos A1, A,,..., A,
sao ditos mutuamente exclusivos se sao disjuntos tomados dois-a-dois, isto €, A; N
A; = @ sempre que i # j. Embora eventos sejam conjuntos e a Teoria dos Conjuntos
tem uma linguagem tradicional e bem aceita a Probabilidade tem um linguagem

particular para os eventos (veja a Tabela 1.1).

Notagao | Eventos Conjunto

Q espaco amostral, evento certo | universo

%) evento impossivel vazio

{w} evento elementar conjunto unitario

A evento subconjunto

A ocorre A weA

A nao ocorre A w ¢ A (complemento)
ANB ocorre Ae B w € AN B (interseccao)
AUB ocorre Aou B w € AUB (uniao)

A\B ocorre A e nao ocorre B w € A e w ¢ B (diferenca)
AAB ocorre A ou B, nao ambos weAUBeweANB (diferenga simétrica)
ACB se ocorre A, entao ocorre B w € A = w € B (inclusao)

Tabela 1.1: “dicionario” de termos da Probabilidade.

Denotemos por A um conjunto de eventos aleatérios que podem ocorrer num
experimento aleatério. Para ser consistente com a intui¢ao, A deve conter os eventos
@ e () entre seus elementos e ser fechado para as operagoes usuais de conjunto.
Além disso, pedimos que satisfaca o seguinte: se A; € A para todo inteiro i > 1, entao
Ui>1Ai € A e uma justificativa para isso ¢ dada adiante.

Um espaco de eventos é um conjunto A de eventos aleatdrios de um experimento
aleatorio. Quais sao as familias de subconjuntos de {2 que podem ser tomadas como
espacgo de eventos é um assunto que nao trataremos. Uma escolha 6bvia é o conjunto
212 das partes de €2, mas em muitos casos é preciso restringir essa familia a um
subconjunto préprio de 2 para que questdes probabilisticas fagam sentido. Por
ora, apenas destacamos que é possivel haver subconjuntos de um espago amostral
(2 que nao sao eventos aleatorios, como é o caso dado no Exemplo 1.12 adiante, na

pagina 16. Esse fenomeno é importante quando €2 € muito grande (nao enumeravel).

Exercicio 1.4. Descreva, de acordo com a solu¢ao dada no Exercicio 1.3, o evento de

interesse no problema de Monty Hall, isto €, o subconjunto que modela o evento “o
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espectador concorrente ganha o carro”.

Medida de probabilidade Uma medida de probabilidade sobre um espago de even-
tos A de um espago amostral 2 é uma funcao, genericamente denotada por P, que

atribui a cada evento aleatdorio um nimero real satisfazendo
Nao-negatividade P(A) > 0 para todo A € A;
Normalizagcao P(2)=1;

Aditividade enumerdvel ]P’( Ui1 A,-) =) i~1P(A;)sempre que {A;: i > 1} € um con-

junto enumeravel de eventos mutuamente exclusivos.?

As primeiras consequéncias importantes dessa defini¢ao sao enunciadas na pro-

posicao a seguir.

ProposicAo 1.5 Seja P é uma medida de probabilidade sobre um espago de eventos de
Q.

1. A probabilidade do evento impossivel é P(@) = 0.

2. Aditividade finita: se Aq,A,,..., A, sdo eventos mutuamente exclusivos entio

U] Srn
i=1 i=1

3. A probabilidade do complemento é P(A) = 1 —P(A), para todo evento A.
4. Monotonicidade: se A C B entao P(A) < P(B). Também, P(B\ A)=P(B)—-P(A).
5. Regra da Adigao: P(AUB) =P(A)+P(B)—-P(ANB) para quaisquer eventos A e B.

DEemoNsTRAGAO. Fazendo A; =2 e A; = @ para todo i > 2 temos, pela aditividade

enumeravel, que

IP’(Q):P(QU@U@U--.UQU-.-):]P’(Q)+Z]P>(®)

i=2

portanto, pela nao-negatividade, resta que P(@) = 0. Agora, definindo A; = & para
todoi>n

]P’[OA,-] :IP{UA,) = ZIP(A,) = iIP’(A;HZlP’(@) = iP(Ai)
i=1 i=1

izl izl i=1 i>n

20 lado esquerdo da igualdade nio depende de uma enumeracio particular dos conjuntos A; e,

nesse caso, 0 mesmo vale para o lado direito, veja (s.1) do apéndice.
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que é o resultado afirmado no item 2.

A probabilidade da complemento segue do item anterior e da normalizagao. Os
detalhes ficam a cargo do leitor.

Para monotonicidade, consideremos A e B eventos tais que A C B. Usamos que
B pode ser escrito como a uniao disjunta AU (B\ A), donde P(B)=P(A)+P(B\A)e
como P(ANB) > 0 temos P(B) > P(A). Notemos que, como consequéncia imediata,
temos P(A) < 1 para todo evento A.

Finalmente, a uniao A U B pode ser escrita como duas unioes disjuntas (A '\ B) U

(B\ A)U(ANB) donde concluimos que
P(AUB)=P(A\B)+P(B\A)+P(ANB). (1.1)

Agora, A pode ser escrito como a uniao disjunta (A\ B) U (A N B) e, analogamente,
B =(B\A)U(ANB), portanto P(A) =P(A\B)+P(ANB)assim comoP(B)=P(B\A)+
P(ANB). Isolando P(A\B) e P(B\A) nessas duas igualdades e substituindo na
equacgao (1.1) prova a Regra da Adigao. O

O seguinte limitante € bastante Gtil e pode ser facilmente provado usando indu-

cao e a Regra da Adigao.

COROLARIO 1.6 (SUBADITIVIDADE) Se A, A, ..., A, sdo eventos entdo

IP{UA,-] < iIP’(Ai).
i=1

i=1
Exemplo 1.7 (langamento de uma moeda equilibrada). O modelo probabilistico para

o lancamento de uma moeda equilibrada é 2 = {Ca,Co} e P(@) = 0, P({Ca}) =
P({Co})=1/2,P($2)=1. O

Exemplo 1.8 (langamento de um dado equilibrado). No caso do langamento de um dado
equilibrado atribuimos a probabilidade 1/6 a cada uma das faces, o que é interpre-
tado como todas as faces serem equiprovaveis. A partir disso qualquer subconjunto

A C 2 de faces do dado é um evento que tem probabilidade de ocorréncia dada por

Al
P(A)= —
(A)="2
de modo que os axiomas de probabilidade ficam satisfeitos. O

Nesses dois exemplos vimos o modo classico de interpretar probabilidade no
caso finito, os eventos elementares sao equiprovaveis e nos referimos a eles como
uma “escolha aleatéria”, ou uma “ocorréncia ao acaso”. Nos espagos amostrais in-
finitos esse nao é o caso, pode nao haver uma interpretagao viavel ou podem haver
mais de um modo natural de definir probabilidade para o significado intuitivo clas-

Sico.
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O préoximo exemplo é conhecido como o paradoxo de Bertrand. A rigor nao é
um paradoxo, mas apresenta a possibilidade de mais de uma interpretagao para “ao

acaso”, ou “aleatorio”, e que levam a resultados diferentes.

Exemplo 1.9 (Paradoxo de Bertrand). Qual é a probabilidade de que uma corda AB
escolhida ao acaso numa circunferéncia de raio 1 tenha comprimento maior que
V3? Numa circunferéncia de raio 1, um triangulo equilatero inscrito tem lado V3

(Figura 1.1). Na primeira interpretagao a escolha da corda se da ao tomarmos A e B

Figura 1.1: paradoxo de Bertrand.

escolhidos ao acaso dentre os pontos da circunferéncia. Consideremos o triangulo
rotacionado de modo que um de seus vértices coincida com o ponto A. A corda tem
comprimento maior que o lado do triangulo se B esta no arco da circunferéncia entre
os outros dois vértices do triangulo, o que ocorre com probabilidade 1/3, pois os vér-
tices dividem a circunferéncia em trés arcos de mesmo comprimento (Figura 1.2(a)).

Na segunda interpretacao, a corda é obtida por uma escolha de P no interior da
circunferéncia e AB é a corda cujo ponto médio é P (Figura 1.2(b)). A corda é maior
que o lado do triangulo se P esta no interior da circunferéncia de centro O e raio 1/2,
0 que ocorre com probabilidade 1/4.

Na terceira é tltima interpretagdao para uma corda aleatoria, fixamos um raio. A
corda é obtida escolhendo um ponto P no raio e tomando a corda que passa por P e
perpendicular ao raio (Figura 1.2(c)). A corda é maior do que um lado do triangulo,
se o ponto escolhido esta mais proximo do centro do circulo, que o ponto onde o lado
do triangulo intersecta o raio, logo se |OP| € (0,1/2) o que ocorre com probabilidade
1/2. v
Exemplo 1.10. Quando escolhemos um inteiro positivo, com a probabilidade de es-

colher i dada por (1/2)', e estendemos a probabilidade a qualquer subconjunto A de

inteiros positivos pondo

P(A):=) P(la)) (1.2)

aeA
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B B

(a) a corda é dada por (c) a corda é dada pela

uma escolha aleatéria de (b) a corda AB é definida escolha de um raio e pela
A e de B na circunfe- por P, seu ponto médio. escolha de um ponto P
réncia. A probabilidade A probabilidade procu- nesse raio. A probabili-
procurada é 1/3. rada é 1/4. dade procurada é 1/2.

Figura 1.2: as trés interpretacoes do paradoxo de Bertrand.

temos um modelo probabilistico. De fato, temos (veja (s.6a) do apéndice)
i
X 1) -
P(2) L 5 1
e a convergéncia absoluta dessa série implica que toda subsérie dela é convergente
(veja (s.4) do apéndice), assim temos que a probabilidade dada na equagao (1.2)
esta bem definida, isto é, P(A) como definido acima é um numero real nao negativo
menor ou igual a 1. Também segue da convergéncia absoluta que um rearranjo da
série resulta noutra série que converge para o mesmo resultado, donde obtemos a

aditividade enumeravel da medida de probabilidade,

IP[UA,-]=ZP({an:ZZP({a}):ZP(A,-) (1.3)

i>1 aclJ; A, i>1 acA, i>1
para qualquer conjunto enumeravel {A;: i > 1} de eventos mutuamente exclusivos.
Nesse espaco, a probabilidade de escolher um numero par é

1\ 1\ 1

a;rp({a}) ,;(2) @;(4) 3
portanto, calculando a probabilidade do complemento, a probabilidade de escolher
um numero impar é 2/3. A probabilidade de escolha de um multiplode 3é 1/7 e
a probabilidade da escolha de um multiplo de 6 é 1/63 (verifique). Usando a Regra
da Adicao e o fato de que ser multiplo de 6 equivale a ser multiplo de 2 e maltiplo

de 3, temos que a probabilidade de escolha de um multiplo de 2 o um maultiplo de
3€1/3+1/7-1/63=29/63 = 0,46. O

Exemplo 1.11. No intervalo 2 = [0, 1] da reta real podemos definir uma medida de
probabilidade P de modo que os intervalos (a, b), (a, b], [a,b), [a, b] tenham proba-

bilidade |b— a|, entretanto nao ha tal medida de modo que P(A) esteja definida para
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todo A C €2, ou seja, nem todo subconjunto do espago amostral é evento (veja, e.g.,
Rosenthal, 2006, proposicao 1.2.6). O conjunto dos eventos aleatérios é subconjunto

proprio do conjunto das partes do intervalo. O

Exemplo 1.12 (probabilidade geométrica classica). Consideremos o experimento 6 do
Exemplo 1.2. E possivel definir uma medida de probabilidade para A C Q como a
area de A proporcionalmente a de €2, i.e.,

B Area(A)

P(A) = =

Assim, a probabilidade de um langamento aleatorio acertar o circulo de mesmo cen-
tro do alvo e raio 1/2 é 1/4. Ademais, ha subconjuntos de 2 que nao tém uma
probabilidade associada pois nao é possivel definir area para todo subconjunto do

plano (veja, e.g., Gelbaum e Olmsted, 1964, capitulo 11). O

Ha uma diferenca fundamental entre os modelos probabilisticos dos exemplos
1.8 e 1.10 e os modelos dos exemplos 1.11 e 1.12. Nos dois primeiros é possivel
atribuir probabilidade a todo subconjunto do espago amostral, o que nao é possivel
nos outros dois. O primeiro caso (A = 2?) sempre vale em um espago amostral enu-
meravel (finito ou infinito) é chamado de espago amostral discreto. Um espaco que
tém a mesma cardinalidade dos reais, que também é o caso do item 4 do Exemplo
1.2, é chamado de espago amostral continuo. Para o espaco de eventos de um es-
paco amostral continuo qualquer vale que ndo hda medida de probabilidade que possa
ser definida para todo subconjunto desses espagos. A explicagdo desse fendomeno é
muito técnica para ser dada aqui, as ferramentas necessarias vao além do escopo
deste texto. Em resumo, o espago de eventos A é uma necessidade técnica e sua
compreensao vai muito além do que precisamos neste texto que é dedicado ao caso

discreto.

Exercicio 1.13. Determine uma medida de probabilidade para os eventos do pro-
blema de Monty Hall.

1.1.1 ESPACO DE PROBABILIDADE

Probabilidade pode ser estudada do ponto de vista abstrato sem se referir a ex-
perimentos aleatérios e sem que os niumeros associados aos eventos tenham qual-
quer interpretacao. Formalmente, exigimos que qualquer medida de probabilidade
PP esteja definida sobre uma familia A de subconjuntos de €2 que deve satisfazer:
(i) Q2 € A; (ii)se Ae Aentdo A A; (iii) se A; € A para todo i > 1, entio Uis1Ai€ A
Uma familia de subconjuntos como acima é dita o-algebra de subconjuntos de 2.

Um espaco de probabilidade, assim como um modelo probabilistico, é uma

terna (€2, A,P) tal que 2 é um conjunto nao vazio, chamado espago amostral; A
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é uma o-algebra de subconjuntos de 2; e P: A — [0,1] é uma medida de probabili-
dade.

Deixamos para a reflexao do leitor o fato de que todo modelo probabilistico de
um experimento aleatério corresponde a um espaco de probabilidades e todo espaco
de probabilidades corresponde ao modelo probabilistico de um experimento ideal e

usaremos essas terminologias sem distingao.

1.1.2 O CASO DISCRETO

Um modelo probabilistico discreto, ou espaco de probabilidade discreto, é
um espaco (€2, A,P) em que 2 é enumeravel (finito ou infinito). Assumiremos que
A = 2% sempre que nao for dito outra coisa. Nesse caso, todo experimento tem seu

modelo probabilistico especificado quando estabelecemos

1. um espago amostral enumeravel €2;
2. uma funcao p: 2 — [0,1] tal que } . p(w) =1, dita funcao de probabilidade.

De fato, dado (£2, p) como acima podemos definir uma funcao IP sobre 2£? tomando
P(A):=) plo)
w€eA
que é um numero real positivo para qualquer A C €2, como ja observamos no Exem-
plo 1.10. Claramente, P(A) >0e P(2) =) ,P({w})=1. Ainda, se A; para i > 1 sao

eventos mutuamente exclusivos entao IF’( U1 Ai ) =) i>1P(A;) segue da convergén-

w

cia absoluta e da exclusao mutua, como deduzimos na equagao (1.3).

Convencionamos a notagao

para os eventos elementares.

Para registro, enunciamos o seguinte resultado sem prova.

TeorREMA. Se Q2 = @ é enumerdvel e p: Q2 — [0,1] é tal que ) ,.qp(w) = 1 entdo
(2,20, P) com P(A) = Y ca p(w) para todo A € 22 é um espago de probabilidade. Reci-
procamente, se (€0, 252, P) é um espago de probabilidade sobre Q) enumerdvel entao (€2, p)

com p(w) :=P({w}) satisfaz as duas condigoes de um modelo probabilistico discreto.

Exemplo 1.14. No item 3 do Exemplo 1.2 uma moeda equilibrada é lancada re-
petidamente até sair coroa. Esse experimento é modelado pelo espago amostral
2 ={(Co),(Ca,Co),...,(Ca,Ca,...)} munido da funcao de probabilidade

(« ) 21 parac; =Cose j=ie c; =Ca caso contrario,
p((c1,c2,...,C)) =
0 nos outros casos.
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Da argumentacao feita no Exemplo 1.10, pagina 14, deduzimos igualmente que €2 e

p definem um modelo probabilistico discreto para o experimento. O

Vejamos um modelo probabilistico para Monty Hall. O experimento consiste das

seguintes trés etapas

1. o apresentador esconde o carro atras de uma das portas escolhida com proba-
bilidade 1/3;

2. com probabilidade 1/3, uma porta é escolhida pelo jogador;

3. o apresentador revela, dentre as duas que o jogador nao escolheu, aquela que
nao esconde o carro. Se houver duas possibilidades entao o apresentador esco-

lhe uma delas com probabilidade 1/2.

O espago amostral é definido pelas ternas (eq, e,, e3) em que e; é a porta escolhida
no passo i descrito acima e, se a portas estao numeradas por 1,2 e 3, entao definimos

um modelo probabilistico discreto com 2 dado por

{1,23),(1,3,2,(21,3,(231),(31,2,(3,2,1),
(1,1,2),(1,1,3),(2.2,1),(2,2,3).(3,3,1).(3,3,2)}.

e probabilidades de acordo com o diagrama de arvore mostrado na Figura 1.3 abaixo;
um caminho seguido pelo jogador numa rodada do jogo corresponde a um caminho
na arvore, a partir da raiz (o ponto mais alto) até uma folha (um dos pontos mais
baixos). A primeira ramificacao corresponde a escolha de porta para esconder o
carro, as segundas ramifica¢oes correspondem a escolha do jogador e as terceiras ra-

mificagOes correspondem a escolha de porta para abrir feita pelo apresentador. Os

1/3 13 1/3
1 2 3
1/3 13 1/3 1/3 13 1/3 1/3 13 1/3
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1/2/\1/2 1 1 1 1/2A1/2 1 1 1 1/2A1/2

2 3 3 3 3 1 3 1 2 1 1 2

[ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [
(1,1,2) (1,1,3)(1,2,3) (1,3,2) (2,1,3)(2,2,1) (2,2,3)(2,3,1) (3,1,2) (3,2,1)(3,3,1) (3,3,2)

I I I I I I I I I I I I
1/18  1/18 1/9 1/9 1/9 1/18 1/18 1/9 1/9 1/9 1/18 1/18

Figura 1.3: diagrama de arvore de um modelo para Monty Hall.

eventos que interessam, a saber “o jogador vence trocando de porta” e “o jogador
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vence nao trocando de porta”, sio complementares e denotados por A e A respec-
tivamente, de modo que A ={(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)} e Aé
dada pelas ternas restantes de 2. O jogador ganha o carro trocando de porta com
probabilidade

P(A)=P({(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)}) = g

portanto, ganha sem trocar de porta com probabilidade 1 —2/3 = 1/3, que corres-
ponde a probabilidade de ter escolhido a porta certa ja na primeira oportunidade
de escolha. Portanto, a melhor estratégia é trocar de porta quando é oferecida essa

oportunidade.

1.1.3 CONTINUIDADE DE UMA MEDIDA DE PROBABILIDADE

Consideremos novamente o exemplo do lancamento de uma moeda equilibrada
até sair coroa, Exemplo 1.14, com 2 = {(Co), (Ca, Co),...,(Ca,Ca,...)} munido da fun-
cao de probabilidade p((cy, cy,...,c;j)) = 277 e p((Ca,Ca,...)) = 0. Como cada resul-
tado de um lancamento é igualmente provavel, ocorre com probabilidade 1/2, e nao
depende dos resultados dos outros lancamentos deve ser intuitivamente valido® a

interpretacao de que (Ca,Ca,...,Ca, Co) ocorre com probabilidade

1 1 1 (1 numero de lancamentos
22727 2)

(1.4)

e como cada ponto amostral em 2 \ {(Ca,Ca,...)} esta associado a um Unico inteiro
positivo P(2\ {(Ca,Ca,...)}) = }_ ;127" = 1 0 que nos obriga a tomar como O a
probabilidade para o evento “nunca sair coroa”.

Nessa se¢ao veremos que essa obrigacao respeita a proposta intuitiva para finitos
lancamentos tomada em na equagao (1.4) acima.

Consideremos o evento A,, definido por “nao sai coroa até o n-ésimo lanca-
mento”. Esse evento ocorre com probabilidade

n

R T IRy

i-
Pensando ainda de modo intuitivo, queremos que o evento “nunca sair coroa”, repre-
sentado por lim,_,., A, tenha probabilidade lim,_,.,P(A,) =lim,_,, 2" = 0. Essa
“passagem ao limite”, P(lim,_A,) = lim,P(A,), é garantida pela Aditividade
enumeravel da medida.

Uma sequéncia qualquer (A,: n > 1) de eventos em um espago de probabilidade

(92, A,P) é dita monotona se vale um dos casos

3Essa nogdo intuitiva é formalizada na se¢io 1.3.4.
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crescente: Ay CA,C---CA,CA,;1 C:- edefinimos

nli_)mooAn = U A,

n>1

decrescente: A; 2 A, 2---2A,2A,,;1 2 edefinimos

nleooAn = ﬂ A,
n>1
Se (A,: n> 1) é uma sequéncia crescente, entao o limite pode ser escrito como uma
uniao de eventos disjuntos A; U (A>\ A7) U(A3\ As)U--- de modo que se tomamos
Ap = D entao
n n
]P( lim An): im Y P(ANA) = lim ) (B(A)~B(A1)) = lim B(A,)
n—,oo n—oo ) n—o0 ) n—oo

No caso em que (A,: n > 1) é decrescente tomamos os complementos e temos que

(Ap: n>1)é crescente, portanto,

P(nli_r)nooA_n) :]P’[ UA_n] :P[m] :P(m): 1 —P(JIEOAH)

n>1 n>1

por outro lado

P( lim Ay )= tim P(Aq) = lim (1-P(A, )= 1~ tim P(A,)

n—oo n—oo n—oo n—,oo

portanto
lim P(A,) = ]P’( lim A, )

n—oo n—o0

Em resumo, se (A,: n > 1), é uma sequéncia mono6tona de eventos entao

IP’( lim An): lim P(A,). (1.5)

n—,oo n—oo
De volta ao exemplo do inicio da se¢ao, consideremos o evento A,, definido por
“nao sai coroa até o n-ésimo lancamento”. Entao a sequéncia (A,: n > 1) é mondtona
pois A, D A,_; para todo n > 1, portanto,

P((Ca,Ca,...)):IP’( lim An): lim P(A,)=0.

n—,oo n—,oo

Exemplo 1.15. Consideremos o langamento de uma moeda equilibrada infinitas ve-
zes, o que pode ser modelado pelo espaco amostral continuo Q2 = {Ca, Co}N. Intuiti-
vamente, parece ser claro que esperariamos que a probabilidade de nunca sair cara
deveria ser zero: se lancarmos n vezes, a probabilidade de nunca sair cara é 27",
entao no limite a probabilidade é 0. A propriedade dada na equacao (1.5) permite a

passagem ao limite: A, é o evento “nos primeiros n lancamentos ocorre pelo menos
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uma cara”; para n > 1 temos uma sequéncia mono6tona de eventos. O limite é o
evento “em algum momento, ocorre cara” cuja probabilidade é

lim P(A,)= lim 1-2""=1.

n—oo n—oo

Portanto, de fato, a probabilidade de nunca sair cara é zero.

Uma medida de probabilidade nesse caso pode ser definida do seguinte modo.
Para cada natural n e cada sequéncia (c,...,c,) de caras e coroas tomamos 0s con-
juntos cilindricos dados por essa sequéncia {(x1, x2,...) € £2: (x,..., X,) =(C1,...,Cp) }-
O espago de eventos A ¢é a intersecao de todas as o-algebras de {2 que contém os ci-
lindros. Se a probabilidade de um cilindro é a probabilidade da sequéncia de caras
e coroas que o define, entao um famoso teorema devido a Komolgorov garante que

essa probabilidade pode ser estendida de modo tnico a todo A. O

Vimos que a propriedade dada na equagao (1.5) segue da Nao-negatividade, Nor-
malizagao e Aditividade enumeravel de uma medida de probabilidade. Se tomar-
mos por principios para P que valem Nao-negatividade, Normalizacao, Aditividade
finita (isto é, o item 2 da Proposicao 1.5) e a propriedade dada na equagao (1.5) para
sequéncias monoétonas de eventos, entao vale a Aditividade enumeravel. De fato,
assumindo os axiomas Nao-negatividade, Normalizagao, a equagao (1.5) e o item

2 da Proposicgao 1.5, se (A,: n > 1) é qualquer sequéncia de eventos mutuamente

B,:= | JA;

izn

exclusivos entao

€ uma sequéncia mondtona decrescente e lim,_,, B, = @. Usando a aditividade

finita de P - -
]P’[UAi):P(UA,]+P UA,. :ZIP’(A,)HP’(BH)
i=1 i=1

i>1 i>n

e se tomamos o limite quando n tende ao infinito

]P’[UA, :Z]P’(A,).

i=1 i=1

Diferente do que fizemos no Exemplo 1.10, pagina 14, a demonstracao para espa-
¢os continuos de que uma funcao candidata a medida de probabilidade é enumera-
velmente aditiva é dificil. Usualmente, o que é feito é verificar que uma fungao é fi-
nitamente aditiva e continua para toda sequéncia (B,,: n > 1) tal que lim,,,,B, =9,
isso é suficiente para garantir que é enumeravelmente aditiva e, em geral, uma tarefa

mais facil de realizar.
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1.2 CONVENCOES DE NOTACAO

Sejam A um evento aleatério e A o subconjunto que o representa em (€2, A, P).
Denotamos por P[A]a probabilidade do evento descrito por A, isto é, P[A] := P(Aq ).

Caso haja a necessidade de evidenciar o espaco amostral escreveremos
P[A] ou P [ocorre A] ou P [weA] (1.6)
Q wef2 wef2

com o mesmo sentido, o de P(Aq ). Por exemplo, no caso em que uma moeda equili-
brada é lancada até sair coroa, o evento caracterizado por “o nimero de lancamentos
é par” é definido em (2, A,P) por {(cy,...,c;)} e P[namero par de lancamentos | de-
nota o mesmo que P({(cy,...,c;): i é par}).

Caso (2 seja finito e a menos que seja dada explicitamente outra medida, entao a
notacao na equacao (1.6) significa que estamos assumindo a medida de probabili-
dade uniforme: P(w) = 1/|Q2| para todo w € 2. Por exemplo, seja p(x) um polindmio
nao nulo com coeficientes inteiros e {2 um conjunto finito de nameros inteiros. A
probabilidade de que o sorteio de um elemento de €2, todos com o0 mesma probabi-
lidade de ocorréncia, resulte numa raiz do polinomio é descrita por

XE]EQ[P(X) =0]
que é a probabilidade do evento R = {w € 2: p(w) = 0} e que, caso nao seja dito nada
a respeito da medida, é dada por P(R) = [R|/|2].

Nos algoritmos assumiremos a possibilidade de se fazer escolhas aleatérias, ou
seja, assumiremos que os algoritmos dispoem de uma fonte de bits aleatorios e es-
crevemos a instrucgao

a<{0,1}

para denotar o fato de que a é uma variavel do algoritmo e que apds a execugao
da atribuicdo < o valor da variavel a é um elemento qualquer de {0,1} com pro-
babilidade 1/2. De um modo geral, se {2 € um conjunto finito, entao escrevemos a
instrucao

asQ
chamada de atribui¢ao por uma escolha aleatoria uniforme em €2, o que significa

que a assume qualquer um dos elementos de 2 com igual probabilidade, a saber
1/1€2].

1.2.1 SIGILO PERFEITO

Vejamos, como aplicacao dos conceitos elementares de probabilidade, uma das

contribui¢oes do grande matematico americano Claude Shannon (1916 — 2001) que
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é considerado fundador da Teoria da Informacao.

Um sistema de codificagao é definido por uma quina (P,C, K, &, D) de conjuntos,
onde P é o conjunto dos textos comuns (ou legiveis); C é o conjunto dos textos co-
dificados (ou ilegiveis); K é o espaco das chaves que sao usadas para codificar e
decodificar um texto; £ é o conjunto das fungoes de codificagao Ex: P — C com
k € IC; D é o conjunto das fungoes de decodificagao Dy: C — P com k € K. Essas

funcdes sao tais que para cada e € K existe d € K para as quais vale D4(E.(p)) = p.

Exemplo 1.16 (cifra de César). Essa técnica identifica o alfabeto {a,b,...,z} com o
conjunto {0,...,25} dos restos da divisao inteira por 26 e K = P = C := {0,...,25}¢
em que ¢ é o comprimento da mensagem. Para uma chave e € K a mensagem
X = X1X2...Xg € codificada como Eq(x) = y1y>...yy com y; = (x; + €) mod 26, para
todo i, e é decodificada como D.(x) = y1y>...ys com y; = (x; — €) mod 26 para todo
i. Por exemplo, para a chave e = 3 o texto “essaauladasono” é codificado como
“hvvddzodgdvrqr”.

A cifra de César deve seu nome a descoberta de registros que indicam que o im-
perador romano Julio César tenha usado esse método de cifragem. Nao é conhecida
a eficiéncia dessa pratica na época de Julio César mas, por ser facilmente decifrada,
admite-se que tenha sido efetiva devido ao fato de que a maioria das pessoas eram
analfabeta naquela época.

Para uma abordagem probabilistica, tomemos ¢ = 1 e (K,IP) com P a medida
uniforme. Dadas quaisquer duas mensagens legiveis m;, m, € P e uma mensagem
codificada y € C, temos

1
" 26

ou seja, o conhecimento do texto codificado nao d4 nenhuma informacao a respeito

P({k e K: Ex(mq) =y}) =P({keK: Ex(mz) = y})

do texto legivel. No caso ¢ = 2 a situacao é outra. Se ab,az € P e bc € C entao
P({ke K: Ex(ab) = bc}) = 1/26 pois podemos tomar k = 1 e essa é a Unica chave
que codifica ab em bc, por outro lado nao existe chave que codifica az em bc de
modo que P({k € K: Ex(az) = bc}) = 0. Agora, o conhecimento do texto codificado

da alguma informacao a respeito do texto legivel. O

Exemplo 1.17 (one-time pad). O seguinte sistema de codificacao, conhecido por one-
time pad, foi descrito pela primeira vez em 1882 por Frank Miller, reinventado e
patenteado por Gilbert Sandford Vernam em 1919 e, posteriormente, aperfeicoado
por Joseph Mauborgne, que reconheceu que se a chave fosse aleatéria e usada uma
unica vez o sistema seria muito seguro.

Tomamos P = K =C :={0,1}" e para uma chave k escolhida previamente defini-
mos

Ex(x):=xdk e Di(y):=ya®k. (1.7)
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em que x® y é a soma modulo 2 (ou o ou exclusivo) coordenada-a-coordenada das
sequéncias binarias x e y. Nao é dificil verificar que em (1.7) vale Dy (Ex(x)) = x. ¢

Um sistema de codificagao tem sigilo perfeito se para quaisquer my, m, € P de
mesmo comprimento e para todo C € C vale

ke]I;K[Ek(ml) =C]= kEIEI’:K[Ek(mz) =CJ.
Pelas convengoes de notagao, o espago amostral é o conjunto das chaves, a descrigao
[Ex(mq) = C] corresponde ao evento { k € K: E,(m;) = C} formado por todas as chaves
que codificam m; como C e, também, esta implicito que probabilidade de uma chave
qualquer ser escolhida é 1/|K|.

Em outras palavras, conhecido um texto cifrado, o sigilo perfeito requer que
qualquer texto legivel tenha a mesma probabilidade de ser o texto legivel subjacente
ao texto cifrado.

Claude Shannon provou que o one-time pad é uma codificagao “inviolavel” no
sentido de que o sistema tem sigilo perfeito. O one-time pad nao é o Unico sistema
que possui sigilo perfeito, mas foi o primeiro a ser descoberto.

A codificagao do texto legivel m € P usando a chave k € K é o texto cifrado
C=m&k,logom@C=me&(me&k)=(mem)®k = k, portanto, dados m e C existe
uma Unica chave k € K tal que E,(m) = C, de modo que

kelilc[mlaak:c]: {keK: I|<I?|m1 =C}| :%:kglc[mzeak:c]

para todos os textos legiveis m;, m, € P e todo texto cifrado C € C. Isso demonstra

o seguinte resultado.

TeoreMa 1.18 O one-time pad tem sigilo perfeito. [

1.2.2 TESTE DE IDENTIDADE POLINOMIAL

Nosso primeiro exemplo de um algoritmo aleatorizado é um teste de identidade
entre polinomios: dados dois polindomios p e g sobre x, decidir de modo eficiente se
eles sao idénticos.

Ha muitas questoes a serem esclarecidas nessa formulacao do problema: o que
significam “eficiente”, “dado um polindomio” e “idénticos”? Isso sera tratado mais
tarde, na segao 1.7.3, por ora basta saber que “dado um polindmio p” significa que
p é um polindmio dado por uma caixa preta da qual a funcao polinomial p(x) pode
ser avaliada em qualquer namero x. Além disso, vamos considerar o problema equi-
valente de decidir se um polindmio dado f é identicamente nulo. Uma algoritmo

que resolve esse problema também resolve o problema original, basta tomarmos
f(x) = p(x) - q(x).
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Um algoritmo para esse problema funciona do seguinte modo: dado f(x) de grau
no maximo d, escolhemos aleatoriamente a € {1,2,...,4d} e avaliamos f(a); se f(a) =
0, entao respondemos sim, caso contrario respondemos ndo. A resposta sim significa
que f(x) é o polindmio nulo e a resposta ndo significa que f(x) nao é o polindmio
nulo. Esse algoritmo pode responder errado dependendo de f e da escolha aleatoria
a e devemos tentar garantir que a probabilidade de ocorrer o erro seja pequena.

Se o polinomio f € nulo entao a resposta esta sempre certa. Suponhamos que f
nao é nulo. Nesse caso, se a escolha aleatoria a for uma raiz do polindomio entao
f(a) = O e a resposta a resposta sim dada pelo algoritmo esta errada e se a escolha
aleatoria a nao for uma raiz do polinomio entao f(a) = O e a resposta a resposta
sim dada pelo algoritmo esta correta. Em resumo, uma resposta ndo dada pelo algo-
ritmo esta correta e uma resposta sirm pode estar errada. O algoritmo descrito abaixo

resume essa estratégia.

Instancia: d inteiro positivo e f polindmio de grau no maximo d.
Resposta: ndo se f nao é nulo, senao sim com probabilidade de erro no

maximo 1/4.

1 a&{l,Z,...,4d};
2 se f(a) = 0 entao responda sim.

3 senao responda ndo.

Algoritmo 1: teste de identidade entre polinomios.

Para determinar um limitante para a probabilidade do algoritmo responder er-
rado, seja f um polindmio nao nulo e de grau no maximo d e consideremos o evento
E formado pelas raizes de f que pertencem ao espago amostral 2 = {1,2,...,4d}.
Entao |E| < grau(f) < d pois f tem no maximo grau(f) raizes distintas pelo teorema
fundamental da algebra. O algoritmo erra se a escolha aleatdria resulta num ele-
mento de E, portanto,

1
P < -
[erro] y)

ProposicAo 1.19 Sejam d um inteiro positivo, f um polindomio nao nulo de grau no
mdximo d e Q2 C Z finito. Entdo a probabilidade com que uma escolha aleatéria uniforme
em 2 seja raiz de f é no maximo d/|Q2|, portanto, o Algoritmo 1 erra com probabilidade

no maximo 1/4. ]

Formalizaremos mais adiante a possibilidade de fazer essa probabilidade arbitra-
riamente pequena ao custo de mais computagao. Intuitivamente, como no caso dos

lancamentos de moedas, imagine tal algoritmo sendo executado em computadores

25



diferentes concomitantemente. Basta um deles responder ndo para que a resposta
definitiva seja ndo. Se sao dez computadores a probabilidade de erro é a probabi-
lidade de 10 respostas sim, ou seja, no maximo (1/4)1° < 107® (em metros é menos

que o diametro do fio da teia de uma aranha), desprezivel na pratica.

O que é p(x) = 0? Existem duas respostas possiveis que levam a dois problemas

computacionais diferentes:

» Valor zero em todos os pontos: (Eze — Evaluates to Zero Everywhere) dado o po-
lindbmios p(x) sobre F, decidir se para toda escolha de y € F o valor de p(y) é O.

2

Por exemplo, nos inteiros médulo 2 (o corpo finito Z) o polindmio x< — x vale

zero em todos os pontos.

* Polinomio identicamente nulo: (p1r — Polynomial Identity Testing) o problema é
decidir se um polindomio dado por uma expressao aritmética, apds expandido
como combinagao linear de mondémios tem todos os coeficientes iguais a zero.
Por exemplo, a expressao (x +5)? — x° — 3x — 4 com aritmética médulo 7 (corpo

finito Z7) resulta em coeficientes iguais a zero na expansao.

Exercicio 1.20. Prove que para todo inteiro n > 1 vale que
(x+1)"=(x"+1)=0 (mod n)

se e somente se n € primo.

1.3 PROBABILIDADE CONDICIONAL

Lang¢amos dois dados equilibrados, um deles é vermelho e tem doze faces nume-

radas de 1 a 12 e o outro preto com vinte faces numeradas de 1 a 20.

e

Se temos a informacgao de que a soma dos resultados é 15, e isso é tudo que sabemos,

qual é a probabilidade do dado vermelho ter resultado 6?

Definimos um modelo discreto para o experimento tomando o espago amostral
2 composto pelos 12 - 20 = 240 pontos amostrais, dados pelos pares ordenados de
resultados de cada dado, com a medida uniforme de probabilidade. Sejam Qq o
subconjunto dos 12 eventos elementares de {2 que representa o evento “a soma ¢é

15” e S o evento “o valor do dado vermelho é 6”.
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Se é certo que ocorre Qg entdo vamos renormalizar a probabilidade de cada
ponto amostral w em Qn de modo que Qg tenha probabilidade 1, ou seja, tomamos
Pq(w) = Pq(w)/Pq(Qq) = (1/IQ2])/(IQql/IS2]) = 1/12, para todo w € Qqn. Ademais,
Sq@=SqaNQq ={(6,9)} tem probabilidade Py(Sq) = 1/12. Essa é a probabilidade
de ocorrer um 6 vermelho sob a condi¢ao de que a soma dos dados é 15.

Em um espaco de probabilidade discreto definido por €2 e IP, a probabilidade de
ocorréncia do evento A condicionada a ocorréncia o evento E, ou como dizemos a
probabilidade condicional de A dado E, em que P(E) # O, é definida por
P(ANE)

P(E)

P(A|E):= (1.8)

eP(A | E)élido como a probabilidade de A dado E. Por exemplo, se €2 é finito com
medida de probabilidade uniforme e E # & entao

P(ANE) |ANE]|

FA TR =5 = g

que é, essencialmente, a medida uniforme em E. No exemplo acima, do par de

dados,
o bs|o) FSNQ_lEo) _1
O P(Q)  {(i)):i+j=15} 12

Exercicio 1.21. Considere um espaco de probabilidade (2, A,P) e E € A um evento

com probabilidade positiva. Verifique que Pg(A) := P( A | E) é uma medida de pro-
babilidade para os eventos em A (i.e, satisfaz os axiomas de probabilidade da pagina

12). Verifique, também, que (E,{ANE: Ae A},Pg) é um espago de probabilidade.

Exemplo 1.22. Uma urna tem 20 bolas azuis e 10 bolas brancas. Das bolas azuis, 5
tém a letra X e 15 tém a letra Y gravada nelas; das bolas brancas, 1 tém a letra X e
9 tem a letra Y. Uma bola é escolhida ao acaso. Qual é a probabilidade dessa bola
ser azul e com a letra X? Se A representa o evento “bola azul” e X o evento “letra
X” entao P(X | A) = 5/20 = 1/4, que é a proporcao de bolas azuis com a letra X.
Usando a equagao (1.8) podemos deduzir que a probabilidade de sortear uma bola
azul e com a letra Xé P(ANX)=P(X | A)-P(A)=(1/4)-(20/30)=1/6. O

Regra do Produto A igualdade, que decorre da definigao,
P(ANE)=P(A | E)-P(E)

usada no Exemplo 1.22 é consequéncia direta da definicao de probabilidade con-
dicional e é conhecida como teorema da multiplicagao ou Regra do Produto. Um
caso geral desse teorema é dado no Exercicio 1.24 abaixo.

Ha trés urnas e em cada urna um par de bolas. Na primeira urna ha um par de

bolas brancas, na segunda um par de bolas pretas e na terceira um par com uma
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bola de cada cor. Uma urna é escolhida uniformemente e, sem olhar para o interior
da urna, uma bola é escolhida uniformemente é retirada. A bola retirada é branca.
Qual a probabilidade da bola que ficou sozinha na urna ser preta?

Vamos denotar por B o evento “retirou uma bola branca” e por T o evento “ficou
uma bola preta”, ambos eventos do experimento composto por dois experimentos re-
alizados consecutivamente. Queremos determinar P( T | B ). Notemos que P(B | T )
corresponde a sortear no segundo experimento uma bola branca na terceira urna, o
que ocorre com probabilidade 1/2.

Usando a defini¢cao de condicional e a Regra do Produto escrevemos
P(T|B)=P(TNB)P(B)=P(B | T)P(T)P(B).

Ainda, P(T) corresponde a probabilidade de sortear a terceira urna no primeiro
experimento, o que ocorre com probabilidade 1/3. Logo, P(T | B)=1/3.

Consideremos agora trés urnas, digamos A, B e C, cada uma com a mesma pro-
babilidade de ser escolhida, 1/3. Em cada uma das urnas ha seis bolas, cada uma
com a mesma probabilidade de ser escolhida, 1/6. Na urna A temos trés bolas pre-
tas e trés bolas vermelhas; na urna B temos duas bolas pretas e quatro vermelhas;
na urna C todas as bolas sao pretas. Uma urna é escolhida aleatoriamente e, em
seguida, uma bola é escolhida aleatoriamente e observamos a cor dessa bola. Vamos
definir um modelo probabilistico discreto (£2,IP) para esse experimento composto de
modo que P respeita as probabilidades em cada experimento num sentido que ficara
claro abaixo.

Temos dois experimentos aleatorios, o primeiro consiste de sortear uma urna e o
segundo e sortear uma bola da urna que foi escolhida. Para o primeiro experimento
temos o modelo discreto (£21,[P;) dado pelo espaco amostral 2; = {A,B,C} e a me-
dida de probabilidade uniforme IP;. Para o segundo experimento tomamos (£2,,P>)
com o espaco amostral €2, = {V,P} em que usamos os eventos atomicos (pontos
amostrais) V € 2, para representar “bola vermelha” e P € (2, para representar “bola
preta” e cujas probabilidades dependem da urna e sao dadas na Tabela 1.2 abaixo,

mas que por abuso de notagao escrevemos [P, em todos os casos.

urna | P>(V) P5(P)
A 1/2 1/2
B 2/3 1/3
C 0 1

Tabela 1.2: probabilidade dos eventos “bola vermelha” e “bola preta” em cada urna.

Um espago amostral para o experimento composto pelos dois sorteios é Q2 :=
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1%, ={A,B,C}x{V,P}. A probabilidade P é definida de tal modo que P(E x2,) =
]P)l(E) e ]P)(Ql X F) = ]Pz(F)
Agora, por exemplo, o evento “urna A” é modelado no primeiro experimento e

no experimento composto por, respectivamente
U, ={A} e Uq={A}x$2={(AV)(AP)
de modo que para a medida P em 2 temos para probabilidade de “urna A”

P(Un)=B(IA}x Q) =Py(Ug, ) = 5.

O evento “bola preta” é modelado em 2 por Eq = Q21 x{P}={(A,P),(B,P),(C,P)} de
modo que temos para probabilidade de “bola preta”

P(Eq) =P(€21 x{P}) =P((A,P)) +P((B,P)) + P((C,P))

entretanto, diferente do caso anterior, o resultado do segundo experimento depende
do resultado do primeiro; o que conhecemos sao as probabilidades condicionais de

“cor” dado “urna”. O ponto amostral (A,P) de Q2 é dado por
(€21 x {PY) N ({A} x€23) = Eg NUq (1.9)
e tem probabilidade dada pela Regra do Produto da seguinte forma

P(EoNUq)=P(Eq | Ug )P(Uqg) =P,(Eq, )P1(Uq, ) == (1.10)

N -
Wl -

pois dado que ocorre “urna A”, a probabilidade de “bola preta” é P(Eq | Uq ) =
P>(Pn,)=1/2.

Podemos determinar de maneira analoga a probabilidade de todo ponto amostral
de 2, cada um é dado por um intersecao e pode ser escrito como na equagao (1.9) e
a probabilidade é calculada pela Regra do Produto como na equagao (1.10).

Quando o espago amostral é pequeno, como nesse exemplo, pode ser conveniente
descrevermos o modelo probabilistico através de um diagrama de arvore como o da
Figura 1.4 abaixo e como ja fizemos para Monty Hall (Figura 1.3, pag. 18). O dia-
grama de arvore da Figura 1.4 representa cada etapa do experimento em um nivel
da arvore, com as respectivas probabilidades nas ramificagdes correspondentes aos
resultados de cada etapa. A partir do segundo nivel essas probabilidades sao condi-
cionadas ao que ocorreu na etapas anteriores. Uma maneira pragmatica de calcular
a probabilidade dada pela Regra do Produto é tomar o produto das probabilidades

no caminho até ele nessa arvore, por exemplo, P((A,P))=1/3-1/2.
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1/3 1/3

1/3
A B C
1/%1/2 1/AZ/3 1 Ao
preta  vermelha Preta vermelha Ppreta  vermelha
\ \ \ \ \ \
(A, P) (A V) (B,P) (B,V) (C,P) (B,V)

\ \ \ \ \ \
1/6 1/6 1/9 2/9 1/3 0

Figura 1.4: diagrama de arvore.

Como o modelo é discreto, estendemos a probabilidade para qualquer subcon-
junto de €2, x€2, somando a probabilidade de seus elementos. Por exemplo, o evento
dado por “a bola sorteada é preta” ocorre com probabilidade

11
P((A.P))+P((B,P)) +P((C,P)) = 7&-
Notemos que essa probabilidade nao depende do nimero de bolas pretas na urna
C, portanto, embora a medida de probabilidade em cada experimento seja uniforme
a probabilidade de “a bola sorteada é preta” nao é a quantidade de bolas pretas
dividido pelo nimero total de bolas, que € um erro cometido frequentemente nesse

caso. O

Exercicio 1.23. Verifique a seguinte igualdade para o teorema da multiplicacao com
trés eventos
P(ANBNC)=P(A)-P(B|A)-P(C|ANB) (1.11)

e identifique seu uso no modelo probabilistico para o problema de Monty Hall, pa-

gina 18.

Exercicio 1.24 (teorema da multiplicagao). Sejam Aq,A,,..., A, eventos de um modelo

probabilistico. Prove que
P(Ap NN AR) =P(A)P(AZ [ A JP(As | AN A7) P(Ap [ Apsi NA, 2NN AL )

sempre que as probabilidades condicionais estao definidas (veja que é suficiente
pedir que P(A;NAN---NA,_1)>0).

Exercicio 1.25. Sejam A, B e C eventos de um mesmo espago amostral. Verifique que

vale a seguinte igualdade
P(CNA|B)=P(C|ANB)P(A|B)
sempre que as condicionais estao definidas.
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1.3.1 O TEOREMA DA PROBABILIDADE TOTAL

Se E e A sao eventos, com 0 <P(E) < 1, entdao o evento A ocorre se, e somente se,
ocorre (A e E) ou (A e E), e esses eventos entre parénteses sao disjuntos; mais que

isso {ANEA OE} € uma particao de A, portanto,

P(A)=P((ANE)U(ANE)
P(ANE)+P(ANE
P | E)P(E). (1.12)
No problema de Monty Hall se o convidado fica com a porta que escolheu inicial-
mente, entdo a probabilidade de ganhar um carro é 1/3, que é a probabilidade dele
ter escolhido a porta certa logo de inicio. Agora, vamos supor que o convidado troca
de porta. Nesse caso, denotamos por A o evento “ganha o carro” e por E o evento
“a porta escolhida na primeira etapa esconde o carro”. Claramente, P(A|E)=0c¢e
P(E) = 1/3. Se a primeira escolha nao era a correta entao o convidado ganha o carro,
ou seja, P(A | E)=1. Com isso temos por (1.12)

=\ 2 2
P(A)=P(A|E)P(E)+P(A|E)P(E)=05+15 =3

portanto, é melhor trocar de porta.

O caso geral dessa igualdade é conhecido como o Teorema da Probabilidade To-
tal. Segue da deducao acima e usando indugao em n que se {E{,E;,...,E,} é um
conjunto de eventos que particionam o espago amostral 2 com P(E;) > O para todo

i > 1, entao vale
n n
P(A):ZP(AmE,):ZP(ME, )P(E;) (1.13)
i=1 i=1

para qualquer evento A. Deixamos a prova por conta do leitor do resultado abaixo

considerando partigoes enumeraveis.

TeOREMA 1.26 (TEOREMA DA PROBABILIDADE TOTAL) Seja {E;: i > 1} uma partigdo (enu-

merdvel) do espago amostral 2 com P(E;) > O para todo i. Entdo
P(A)= ) P(ANE)=) P(A|E)P(E)
i>1 i>1
para qualquer evento A.
Exemplo 1.27 (Ross, 2010). As seguradoras de automoveis classificam motoristas
em mais propensos a acidentes e menos propensos a acidentes. Com isso estimam que

os mais propensos sao 30% da populacao e que esses se envolvem em acidente no

periodo de um ano com probabilidade 0,4, enquanto que os menos propensos a
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acidentes se envolvem em acidente no periodo de um ano com probabilidade 0,2.
Denotemos por A" o evento definido pelos motoristas mais propensos a acidentes.

Entao a probabilidade de um novo segurado se envolver em acidente em um ano ¢é
P(A;)=P(A; | AT)P(AT)+P(A; | AT)P(A*)=0,4-0,3+0,2-0,7 =0,26

e se um novo segurado se envolve em acidente nesse prazo, a probabilidade dele ser
propenso a acidentes é

P(A;NA*) P(A; |A*)P(A*) 0,4-03 6

POAT [ A1) = P(A;) P(A; ) - 026 13

Portanto, a probabilidade de ser propenso a acidente dado que se envolve em aci-
dente em um ano é 0,46, aproximadamente. Dado que o motorista nao se envolve

em acidente em um ano, a probabilidade de ser propenso a acidente é P(A* | A; ) =~
0,24. %

Urna de Polya Uma urna contém duas bolas, uma branca e uma preta. Em cada
instante t € {1,2,...} sorteamos uma bola da urna. A bola sorteada é devolvida para
a urna junto com uma outra bola da mesma cor dessa sorteada. Assim, o t-ésimo
sorteio (t > 1) ocorre com t+ 1 bolas na urna. Neste exemplo n6s vamos calcular a a
probabilidade com que uma bola preta é sorteada em cada instante.

Dado t > 1, seja P, o evento “a t-ésima bola sorteada é preta”; se nao é sorteada
uma bola preta entao é sorteada uma bola branca, tal evento denotamos por B,.
Certamente,

p(e -1
Pelo Teorema da Probabilidade Total (eq. (1.12))
P(Py)=P(P; | PL)P(Py)+P(P, | By )P(By)

e se ocorre Pj, entdao para o segundo sorteio ha 2 bolas pretas dentre 3 bolas, por-

tanto, P( P> | P, ) = 2/3 e, analogamente, P( P, | B; ) = 1/3, de modo que
21 11 1

FR)=33%337%
Para computar P(P;) precisamos de um pouco mais de esfor¢co. Pelo Teorema da
Probabilidade Total, eq. (1.13), temos

P(P3) =P((PLNP)NPs)+P((PLNB2)NP3)+P((ByNP)NP3)+P((By NBy)NPs)

e cada termo dessa soma pode ser computado pela Regra do Produto (especifica-

mente, equacao (1.11) na pagina 30). Por exemplo
P(PLNPNP) =P(P)P(P | P )P(Ps [ PLNR ) =55~

32



de modo que temos P(P3) =

[P’((PlﬂP2)0P3)+IP’((P1OBZ)DP3)+IP’((BlﬂPZ)ﬂP3)+]P’((BlﬂBZ)ﬂP3) (114)

T2'3'372'33472'33%2'3'a72

Até aqui, P(P,) =P(P,) = P(P3) = 1/2.
Notemosque]P’(BlﬂBzﬂP3):]P’(PlﬂPzﬂB3)eque]P’(BlﬂPzﬂP_a,):]P’(PlﬂBzﬂB_o,)

de modo que, substituindo na equagao (1.14) acima
P(Ps) =P(Py N (P,NP3))+P(PL N (B2 NPs))+P(PL N (P.NB3))+P(P N (B2 NB3))

que por (1.13) é P(P;) e, entao, P(P; ) = P(P5). Tal simetria vale para qualquer t de
modo que P(P;) =P(P,) para todo t > 1. Vamos demonstrar esse fato.

Consideremos uma sequéncia de eventos Eq,E>,...,E;_1,P; em que para cada i,
1 <i<t, temos E, € {P,B;}. As 2! possiveis sequéncias de eventos E1,...,E, 1
particionam o espaco amostral de modo que, pelo Teorema da Probabilidade Total e
o caso geral da Regra do Produto (Exercicio 1.24 na pagina 30), a probabilidade de
P é

Z P(E; NE>N--NE, 1 NP)=

(E1,.E¢27)
t-1
Z P(El)-[l_[IP’[ E,
i=2

(E1uEi1)

ol

j=1

hlEj] (1.15)

j=1

em que a soma é sobre todas as 21~ sequéncias de eventos. Os somandos no lado
direito da equagao (1.15) sao
t
P(E1)P(E; | E1)P(Es | ExNEp)-B(R | Exn--nEeq)=| [ 25 (L16)
i=1
onde n; é a quantidade de bolas da cor sorteada no i-ésimo sorteio e os denomina-
dores sao i+ 1 porque em cada sorteio o numero total de bolas aumenta 1.

Fixado um instante t e supondo que até esse instante tenham sido sorteadas m
bolas brancas e, portanto, t — m bolas pretas, sejam 1 < t; <t <--- < t,, < tos
instantes em que ocorrem sorteio de bola branca. Quando foi realizado o primeiro
sorteio de uma bola branca, havia uma bola branca de modo que n;, = 1, no segundo
sorteio n;, = 2, e assim por diante, até o Gltimo sorteio de bola branca no instante
tm quando n, = m. Nos momentos em que nao foram sorteados bolas brancas,
foram sorteados bolas pretas, sejam 1 < sy <s, <---<s;_,, < t tais instantes em que
ocorrem sorteio de bolas pretas. De modo analogo temos que ng,=1,ng,=2,...,

ns, , =t—m.
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Agora, notemos que nos numeradores no lado direito da equacao (1.16) ocorrem
os nameros 1,2,...,me 1,2,...,t —m de modo que o fator determinante no calculo
é a probabilidade de ocorrer m sorteios de bolas brancas e t — m sorteios de bolas
pretas, a ordem nao importa. Dessa observacao concluimos que os somandos no

lado direito da equagao (1.15) sao

1 2 m 1 2 t—m ml(t—m)! 1 (1.17)
—_— e — e . . e = = Ty" .
23 m+l m+2 m+3 t+1 (t+1) (t+1)(,,)

Ha ( ) sequéncias Eq,Ep,...,E;_; de eventos com m posi¢oes correspondentes ao

sorteio de bola branca e cada uma tem probabilidade dada pela equacgao (1.17), por-

tanto

t—1 t— t-1 1 t
(m)t+1 Zot+1 t t(t+l)Zm:_

m=1

OM

ou seja, P(P;)=1/2 paratodo t > 1. O
Um fato interessante que deduzimos do exemplo acima é que usando a equa-
¢ao (1.17) podemos concluir que a probabilidade de haver m bolas brancas apods
t-ésimo sorteio €
1 1
t+1)(L)  t+1

t
P[ha m bolas brancas apds t-ésimo sorteio | = ( )(
m

que nao depende de m.

1.3.2 O TEOREMA DE BAYES

Suponha que probabilite é um virus que afeta 10% da populacao de estudantes
universitarios. Um professor de Probabilidade aplica um teste que detecta probabi-
lite mas eventualmente se engana: 3% de falsos positivos e 1% de falsos negativos.
Se for detectado probabilite em um individuo escolhido ao acaso, qual é a probabili-
dade que ele tenha o virus? Queremos determinar P(B | A) onde A é o evento “foi
detectado probabilite” e B o evento “tem probabilite” sendo conhecidos P(B) = 0,1,
P(A|B)=0,01,logo P(A|B)=0,99¢P(A|B)=0,03.

Da defini¢ao de condicional e da Lei de Probabilidade Total

P(ANB) P(A|B)P(B) P(A | B)P(B)
P(A) ~ P(A)  P(A|B)P(B)+P(A|B)P(B)

P(B|A)=

usando os fatos conhecidos

0,99.0,1
P(BIA)= 0,99-0,1+0,03- 09“’0’78'
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Agora, supondo que probabilite seja uma contaminac¢ao muito rara, que afeta sé
1,05% da populagao universitaria, e que o teste seja um pouco mais acurado, sé

ha 1% de chance de falsos positivos e falsos negativos, entao

0,99-0,0105
P(B|A)= ~ 0,51
(BIA) 0,99.0,0105+0,01-0,9895

logo o teste é essencialmente tao efetivo quanto decidir lancando uma moeda. Se

o virus for ainda mais raro, digamos que apena 0,5% da populagao universitaria
tenha o virus. Assim,
0,99-0,005
P(B|A)= ~ 0,34
(BIA) 0,99-0,005+0,01-0,995

ou seja, se o teste do professor detectou probabilite em um estudante é duas vezes

mais provavel que o individuo nao tenha probabilite. Esse resultado aparentemente
paradoxal ocorre porque o numero de individuos nao contaminados pelo probabilite
é muito grande em relagao ao numero de contaminados, de modo que a quantidade
de falsos positivos supera a quantidade positivos verdadeiros. Se 100.000 indivi-
duos forem testados, esperamos que aproximadamente 99.500 nao tenham probabi-
lite mas que ocorram 0,01-99.500 ~ 1.000 falsos positivos; também, esperamos que
500 individuos tenham probabilite e deles 0,99 - 500 ~ 500 verdadeiros positivos.
Seja E,,...,E,, uma particao do espaco amostral. Se soubermos que o evento A
ocorre, entao qual € a probabilidade (condicionada) com que E; tenha ocorrido? Para
todo j
P(A|E;)P(E;)
P(A)

P(E; [ A)=

usando o Teorema da Probabilidade Total obtemos
P(A | E;)P(E;)
YL P(ATE;)P(E))

P(E;|A)=

para todo evento com probabilidade positiva A. Esse resultado é conhecido como

Teorema de Bayes.

TeoREMA 1.28 (TEOREMA DE BAYES) Se (E;: i > 1} é uma particdo do espago amostral
com P(E;)> 0 para todo i e P(A) > 0, entdo

P(A | E;)P(E))
Y i1 P(A|E)P(E;)

P(E, | A)=

1.3.3 FILTRO BAYESIANO PARA SPAM

O uso de técnicas baseadas no Teorema de Bayes para classificar mensagens ele-
tronicas (emails) surgiu em 1996 num trabalho de Jason Rennie chamado Ifile e ga-

nhou impulso com o ensaio de Graham (2002).
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Previamente identificamos algumas caracteristicas das mensagens que estao clas-
sificadas em dois conjuntos, as que sao spam e as que nao sao spam, da seguinte
forma. A frequéncia com que ocorre uma palavra no conjunto das mensagens que
sao spam define uma probabilidade da palavra condicionada a mensagem ser um
spam e as palavras caracteristicas de spam sao as mais relevantes de acordo com essas
probabilidades. Por exemplo, nas minhas mensagens muitos dos spams tém a pala-
vra watch enquanto que muitos dos nao spams tém a palavra “reuniao”; a maioria das
mensagens tém a palavra “a”, tantos spams quanto nao spams, logo “a” nao deve ser
uma caracteristica classificatoria; separamos as palavras tais que P[ palavra | spam |
seja bem maior que 1/2 e IP[ palavra | ndo spam ] seja bem menor que 1/2. Ao final
temos algumas caracteristicas classificatorias, digamos n caracteristicas, que podem
estar ou nao estar presentes nas mensagens futuras e que vao ajudar a classifica-las.

Dadas as n caracteristicas, cada mensagem fica associada uma sequéncia bina-
riade 2 :={0,1}" em que cada coordenada da sequéncia correspondente indica se a
mensagem tem ou nao tem uma determinada caracteristica. A primeira coordenada,
especificamente, é 1 se a mensagem € spam e O caso, contrario. Assim, (1,0,0,1,1)
corresponde a uma mensagem que € sparm nao tem as caracteristicas 2 e 3, mas tem
as caracteristicas 4 e 5. Denotemos por S o evento “spam” e por C; o evento “tem
a caracteristica i”. Na classificagao prévia contamos a quantidade k; de mensagens
spam que tém a caracteristica i dentre as K mensagens classificadas. Também, deter-
minamos a quantidade ¢; de mensagens nao spam que tém a caracteristica i dentre

as L mensagens classificadas. Com essa informacao determinamos

k; ¢
B(Ci|S)=7 e P(C|S)=7

para cada caracteristica i > 1. Pelo Teorema de Bayes, a probabilidade de uma men-
sagem que apresenta a caracteristica i ser spam é

PCCi [S)P(S)
P(C; | S)P(S)+P(C; | S)P(S)

pi=P(S|C;)=

Se assumimos que, a priori, temos a mesma chance de receber um spam quanto um
nao spam entio P(S) = P(S) = 1/2 e assumindo K = L, para simplificar, a equagio

acima se resume a

_ (ki/K)P(S) _ ki
C (k/K)P(S)+ (6/LP(S)  ki+¢)

Recebida uma mensagem como classifica-la? Determinamos quais das n carac-

i

teristicas estao presentes na mensagem, digamos que para algum subconjunto de
indices | a mensagem tem C; para todo i € | e com essa informagao calculamos
P(S | ;e Ci )- Se essa probabilidade for maior que um limiar € € (0, 1) estabelecido,

entao a mensagem recebida é classificada como spam, senao é classificada como nao
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spam. No que segue vamos provar que a probabilidade dessa mensagem ser spam é

1

Para isso vamos assumir que valem

P(ﬂc,. S]:]—[IP’(C,-|S) (1.19)
P(ﬂc, §]:]_[P( G, 1S) (1.20)

para todo 1 C {2,3,...,n}, o que pode nao ser uma hipdtese muito realista. Usando a

dada por

:elpl
ﬂc ] ,e|P:+H,e|(1 pl) (1.18)

i€l

defini¢ao de probabilidade condicional
s| e, |- BtOmC 2
icl ml€| Ci )

e da lei da probabilidade total

P(MieCi | SIB(S) P(MierCi | S)P(S)
P(NieCi)  P(NiaCi | SIP(S)+P(Nia Ci | S)P(S)

e pelas equacgoes (1.19) e (1.20)

P(NiaCi | SIP(S) B MTiaP(C; | S)P(S)

P(NiaCi | SIP(S)+P(NicCi I SIP(S)  TTiaP(Ci | S)P(S)+TT,aP(C; | S)P(S)

e,usandoque P(C; | S)=P(S | C; )P(C;)/P(S) e aigualdade analoga para S

[TiaP(Ci [ S)P(S) _ MaP(S1Ci)

[TiaP(Ci | S)P(S)+TT;c P(C; | §)IP>(§) [TiaP(S | C, )+Hie|P(§| Ci)

donde seque a equacao (1.18).

As hipdteses assumidas nas equagoes (1.19) e (1.20) significam, grosso modo,
que o conhecimento de algumas das caracteristicas nao da nenhuma pista sobre a
presenca ou nao das outras caracteristicas; estamos assumindo independéncia dos

eventos e o significado preciso disso é o assunto da préxima secao.

1.3.4 INDEPENDENCIA DE EVENTOS

Se um dado é lancado duas vezes, entao temos

1
P[asoma é 7 | o primeiro resultado é 4 | = g= P[a soma é 7 |
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entretanto
P[asoma é 12 | o primeiro resultado é 4 | =0 = P[a soma é 12].

O condicionamento de ocorréncia de um evento A a ocorréncia de B pode afetar ou
nao a probabilidade de ocorréncia de A. Definimos que o evento A é independente
do evento B se

P(ANB)=P(A)P(B)

Notemos que se A é independente de B entao B é independente de A de modo que
dizemos A e B sao eventos independentes.

Se os eventos tém probabilidade nao nula entao decorre da definicao acima que
a independéncia de A e B equivalea P(A | B)=P(A)e P(B | A)=P(B). E imediato

da defini¢ao o seguinte fato.

ProposicAo 1.29 Todo evento A de um modelo probabilistico é independente do evento

certo S0 e do evento impossivel &. ]

A independéncia dos eventos A e B resulta na independéncia entre seus comple-

mentos, como enunciado a seguir.

ProposicAo 1.30 Se A e B sao eventos independentes de um modelo probabilistico, entao
A e B sdo eventos independentes, A e B sio eventos independentes e A e B sdo eventos

independentes.

DemonsTrAGAO. Deduzimos de P(A) = P(ANB)+P(ANB), usando a independéncia
de Ae B, que

P(ANB)=P(A)-P(ANB)=P(A)-P(A)P(B)=P(A)1-P(B))=P(A)P(B)

portanto sao eventos independentes. Os outros casos sao demonstrados de modo

analogo. [

Para investigar o caso de trés eventos, voltemos ao experimento de um dado lan-
cado duas vezes. Sejam A o evento “a soma do dois lancamentos é 7”, B o evento
“o primeiro langamento resulta 4” e C o evento “o segundo lancamento resulta 2”.
Como vimos, A e B sao eventos independentes. Por razao analoga A e C sao inde-
pendentes. Porém P(A |BUC)=2/11=P(A)eP(A|BNC)=0=P(A), ou seja, A
nao é independente de [B ou C] e nao é independente de [B e C].

Para trés eventos, digamos A, B e C, queremos que A seja independente do par de
eventos {B,C} quando o conhecimento de qualquer informacgao a respeito da ocor-
réncia de B, de C, ou de uma combinacao deles pelas operacoes elementares de

conjuntos nao altere a probabilidade de ocorrer A.
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Exercicio 1.31. Assuma, como definicao de “A ¢é independente de {B,C}” se vale a

equagao (1.21) a seguir
P(A|BNC)=P(A|B)=P(A|C)=P(A). (1.21)

Prove que se A é independente de {B,C} entao A é independente de cada um dos

eventos da familia
{#,8,8,C,CBUCBUCBUCBUCBNCBNC,
BNCBNC,(BNC)u(BnC),(BuC)n(BNC),Q)

que chamamos de espago de eventos gerado (0-algebra gerada) por {B, C}.

Em vista disso, definimos que A é independente de {B,C} se for independente
de todo evento do espago de eventos gerado por {B,C}. Tal defini¢ao é equivalente
a (veja a equacao (1.21)): A é independente de { B, C} se, e somente se, é independente de

B, é independente de C, e é independente de BN C, isto é,
P(ANB)=P(A)P(B), PFANC)=P(A)P(C) eP(ANBNC)=P(A)P(BNC).

Ademais, notemos que essa defini¢ao é compativel com a defini¢ao de “A inde-
pendente de B” dada anteriormente pois, pelas proposicoes 1.29 e 1.30, o evento
A é independente de todo evento do espago de eventos gerado por {B}, o qual é
{2,B,B,Q}.

Em geral, estamos interessados no caso em que cada evento é independente dos
outros dois eventos restantes e, nesse caso, dizemos que os eventos A, B e C sao

mutuamente independentes o que é equivalente a

P(ANB)=P(A)P(B), P(ANC)=P(A)P(C), (BNC)=P(B)P(C) e
P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C).

Consideremos trés lancamentos de uma moeda equilibrada e os eventos E;, dado
por “o resultado do primeiro e do segundo langamentos coincidem”, E;3 dado por
“o resultado do primeiro e do terceiro coincidem” e E,3 dado por “o resultado
do segundo e do terceiro coincidem”. Cada um desses eventos tem probabilidade
1/2. Os eventos sao independentes quando tomados dois-a-dois: P(E;, NEq3) =
P({(Ca,Ca,Ca),(Co,Co,Co)}) = 1/4 e, analogamente, os eventos E;, NEy3 e E;3NE>3
tém probabilidade 1/4. Entretanto esses eventos nao sao mutuamente independen-
tes pois P(E1> NE;3NEy3) = 1/4 enquanto que P(E1, )P(E;3)P(Ex3) =1/8.

Agora, num lancamento de dados tomamos os eventos A ={1,2,3,4}eB =C =
{4,5,6}. Os eventos B e C nao sao independentes. Também A e B nao sao indepen-
dentes pois P(ANB) = 1/6 enquanto que P(A)P(B) = 1/3, logo A e C nao sao eventos
independentes. Porém P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C).
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Uma familia enumeravel de eventos £ = {E,;: n €} é dita mutuamente indepen-

dente se para todo subconjunto finito J C | vale que

P[ﬂEg]:l_lIP’(Eg).

el el

Para k € {2,...,n} fixo, dizemos que a colegao £ é k-a-k independente se todo sub-
conjunto de indices J C | com |J| < k define uma subcole¢ao de eventos mutuamente

independentes.

Independéncia condicional Dizemos que A; e A, sao condicionalmente indepen-
dentes dado B se
P(A2NA; [B)=P(A1 | B)P(A;|B).

Essa definigao estende-se naturalmente, como acima, para um cole¢ao com mais que
dois eventos.

As equacgoes (1.19) e (1.20) no exemplo para filtros anti-spam pede que as ca-
racteristicas Cq,...,C,, que sao usadas para classificar as mensagens, sejam inde-
pendentes quando condicionamos a ocorréncia de spam e quando condicionamos a
ocorréncia de nao spam, respectivamente.

No contexto do Exemplo 1.27, pagina 31, qual a probabilidade de um motorista
se envolver num acidente no segundo ano dado que tenha se envolvido em acidente
no primeiro ano de contrato? Denotemos por A, o evento “acidente no 2° ano de
contrato”. Assumiremos que A; e A, sao condicionalmente independentes dado
A", ou seja, P(A>NA; | AY)=P(A; | AY)P(A, | A*). Se definirmos a medida de
probabilidade Q(X) := P(X | A; ), queremos determinar Q(A,). Pelo Teorema da
Probabilidade Total Q(A,) =Q( A, | AT )Q(AT)+Q(A, | A*)Q(A*). Mas

o Q(AZNAT)  P(ANAT[Ar) _ N _ +
Az [ A") = =G = —Far A “ (A2 | ATNAL) =B(Az [ A7)

em que a ultima igualdade segue da independéncia condicional assumida (verifi-
que). Lembremos que os motoristas propensos a acidentes se envolvem em acidente
no periodo de um ano com probabilidade 0,4, logo P( A, | A" ) = 0,4. Ainda, calcu-
lamos no Exemplo 1.27 que Q(A*) = 6/13. Desse modo temos que

S — 6 7
Q(A2)=Q(Az | AT)Q(AT) +Q(A; | AT)Q(AT)=0,4- 73 +0,2- 73~ 0,29,

Exemplo 1.32. Suponhamos que numa caixa ha duas moedas, uma delas com duas
caras e a outra é uma moeda comum. Uma moeda é sorteada e langada duas vezes.

Sejam A e B os eventos “o primeiro lancamento é cara” e “o segundo lancamento é
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cara”, respectivamente. Condicionados ao evento C definido por “a moeda normal

foi a escolhida” os eventos A e B sao independentes:

1 11

B(ANB|C)=Z=5-5=

P(A|C)-P(B|C).
Entretanto os eventos A e B nao sao independentes pois
P(A)=P(A | C)P(C)+P(A | C)P(C)=
P(B)=P(B| C)P(C)+P(B | C)P(C)=
porém

P(ANB)=P(ANB| C)P(C)+P(ANB| C)P(C)

=P(A|C)P(B|C)P(C)+P(A|C)P(B |E)IP>(E):é

por causa da independéncia condicional, usada para deduzir a segunda linha da

equagao acima. O

Agora, retomemos o exemplo do virus da probabilite, dado na pagina 35, que é
um virus que contamina 0,5% da populagao universitaria e que o teste para detectar
o virus tem 1% de chance de acusar falsos positivos e falsos negativos. Vimos que
P(B | A)=~ 0,34 onde A é o evento “foi detectado probabilite” e B o evento “tem pro-
babilite”. Agora, suponha que o estudante estava com dor de cabega (o teste foi feito
em véspera de prova). E sabido que 95% dos individuos que tem probabilite apre-
sentam dor de cabega, enquanto que 10% da populagao nao contaminada apresenta
dor de cabeca; também é sabido que o evento “ter dor de cabeca”, que denomina-
mos C, nao afeta a precisao do teste no sentido de que A e C sao condicionalmente
independentes P(ANC |B)=P(A | B)P(C | B). Com esse fato, a probabilidade de

ter probabilite dado que o teste deu positivo e o estudante tem dor de cabeca é

P(ANC | B)P(B)
P(ANC|B)P(B)+P(ANC|B )( )
. P(A | B)F(C|B)P(B)

P(A|B)P(C|B)P(B)+P(A|B)P
0,99-0,95-0,005
- 0,99-0,95.0,005+0,01-0,1-0,995

P(B|ANC)=

(C|B)P(B)
~0,82.

1.3.5 REPETICOES INDEPENDENTES DE UM EXPERIMENTO

Dados os espagos de probabilidade discretos (€2;,P;), para 1 < i < n, podemos

definir um espaco de probabilidade discreto cujo espago amostral é dado pelas
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sequéncias (w1, wy,...,w,) do produto cartesiano €27 x 25> x---x 2, e a medida de

probabilidade em cada ponto amostral é
P(w) :=P1(w1)Pa(wz)--Prlw,)

para todo w = (wq, wy,...,w,) € Q1 Xy x---xQ,, a qual se estende do modo usual
para todo A C Q2. Esse espaco de probabilidade é chamado espago produto e é
o modelo probabilistico de um experimento sendo repetido n vezes sob condigoes

idénticas. Nao é dificil verificar que

Y Plw)= ) ) ) Prwn)Py(w;)-Pywy) =1

we w1€Q1 0)2602 wnEQn

0 que garante que o espago produto de espagos discretos é um espaco de probabi-
lidade discreto. Além disso, para A; C€2;, 1 < i < n, temos P(A; x A, x---xA,) =
P1(A1)P2(A2)---Py(A,) (verifique).

Um modelo probabilistico para n langamentos de uma moeda equilibrada em
que os resultados dos lancamentos sao mutuamente independentes é dado pelo es-
paco produto (2",P"), em que (€2, P) € o modelo para um langamento dado no Exem-
plo 1.7.

Exemplo 1.33. Sortear um nimero inteiro entre O e 999 é um experimento aleatério
cujo espaco amostral é o conjunto dos nimeros naturais até 999 e cuja medida de
probabilidade é a uniforme, isto é, cada numero ocorre com probabilidade 1/1.000.

De outro modo, se temos disponivel os algarismos 0, 1,...,9 podemos gerar uni-
formemente um numero entre 0 e 999 se sortearmos di, d>, d3 € {0,1,...,9}, com os
resultados mutuamente independentes, e tomarmos n := dy x10°+d>x10*+d3x 109,
entdo o espaco amostral é dado pelas ternas de algarismos (dq, d>, d3) e a probabili-
dade de n é (1/10)3 = 1/1.000.

Ha uma correspondéncia biunivoca (dada por n = n(dy, d>, d3)) entre esses dois
espacos amostrais e que preserva a probabilidade dos pontos amostrais, com isso
os eventos aleatdrios tém a mesma probabilidade no dois modelos e sortear unifor-
memente um numero de trés algarismos e sortear uniformemente cada um de trés

algarismos sao experimentos aleatorios equivalentes. O

Exercicio 1.34. Considere um experimento aleatério modelado por (€2,[P). Em n re-
peticOes desse experimento, sejam A, A,,..., A, eventos de 2" tais que a j-ésima
rodada sozinha determina se A; ocorre, ou seja, existe um E; C {2 tal que A; = Qi-1x
E;x Q1. Se em Q" tomarmos a medida produto, entao os eventos A, A,,..., A, 530
mutuamente independentes (dica: comece com a prova de que os eventos sao dois a

dois independentes.)
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Repeticoes independentes de um algoritmo Uma técnica importante na utilidade
de certos tipos de algoritmos probabilisticos é a possibilidade de reduzir o erro das
respostas executando o algoritmo com a mesma entrada varias vezes: se um algo-
ritmo erra com probabilidade ¢, entao em duas execugoes errara com probabilidade
e, emreN execucoes a probabilidade de erro é €".

Nos algoritmos probabilisticos assumimos independéncia dos resultados nos sor-
teios. Primeiro, assumimos que todos os sorteios feitos durante uma rodada do al-
goritmo sao independentes, isto €, o resultado de um ou mais sorteios nao altera a
probabilidade do resultado de um outro sorteio. Também, assumimos que os sor-
teios feitos durante uma execucao nao altera a probabilidade dos sorteios nas outras
execucoes de modo que se justifica e decaimento exponencial no erro descrito no
paragrafo anterior.

Lembremos que o Algoritmo 1 erra quando declara um polinémio nao nulo como
nulo, o que pode ter ocorrido pela escolha de uma raiz do polinomio pelo algoritmo.
Fixada uma instancia do problema, suponhamos r rodadas independentes desse al-
goritmo (com a mesma instancia). Se em alguma dessas rodadas o o Algoritmo 1
responde ndo, entao essa € a resposta definitiva para o problema com essa instancia.
Se todas as r respostas forem sim entao a resposta definitiva é sim e essa resposta
estara errada se todas as r respostas de cada rodada estiverem erradas, o que ocorre
com probabilidade 47", pela independéncia dos eventos “resposta errada na i-ésima
execugao”. Assim, se precisamos de uma garantia na resposta para o problema, por
exemplo com probabilidade de erro menor que ¢, para algum € > O fixo, entao basta

escolher r de modo que 47" <¢, ou seja, r > log> V1/e rodadas.

ProposicAo 1.35 Dado um real positivo €, o problema teste de identidade de polino-
mios em uma variavel pode ser resolvido por um algoritmo aleatorizado com probabili-

dade de erro menor que e. [

1.3.6 GERADOR DE NUMEROS ALEATORIOS

Suponhamos que temos disponivel uma fonte que gera bits aleatérios de modo
uniforme e independente e queremos projetar um algoritmo que recebe um inteiro
positivo M e nos devolve uma escolha aleatéria em {0,1,...,M—1}. Se M é uma po-
téncia de 2, digamos que M = 2k, entdo a resposta é simples: basta sortearmos k bits
aleatorios dg, dy,...dx_1 € {0,1} que o resultado é o nimero Zf'(:_ol d;2' no dominio
desejado com probabilidade 1/M. No caso em que M nao é poténcia de 2, digamos
que 251 < M < 2k (0 que significa que precisamos de k = [log, M| + 1 bits aleatdrio)
usamos 0 mesmo processo descrito no paragrafo anterior com a excegao de que se

o resultado for maior ou igual a M, o processo é reiniciado e é repetido até que um
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numero entre 0 e M- 1 seja obtido.

Instancia: inteiro positivo M > 2.
Resposta: uma escolha aleatéria uniforme em {0,1,...,M—-1}.
1 repita
2 para cada i€ {0,...,|log>M]} faga d; &40,1)
3 | Ne Y, d2f;
4 até que N < M;

5 responda N.

Algoritmo 2: gerador de numeros aleatorios.

O resultado das escolhas aleatérias na linha 2 do Algoritmo 2, digamos que seja
a sequéncia dy_1d,_5...dp, é um evento elementar do espaco produto ({0, 1}k, Pk),
em que P(0) =P(1) = 1/2, que tem probabilidade Pk(d,_1dy_>...dg) = (1/2)k. Essa
sequéncia é a representacio binaria do nimero Y ¥°J d;2/ que pertence ao conjunto
{0,1,...,2k-1}.

Por exemplo, se M =7 entao k = 3. Com trés bits d>d; dy temos as representagoes
binarias dos naturais de O a 7. O lago da linha 1 gera qualquer um desses niimeros
com a mesma probabilidade, a saber 1/23 = 1/8. Porém o algoritmo s6 termina se o
sorteio for diferente de 7, isto €, nao ocorre o evento d>d;dyg = 111. Dado que esse
evento nao ocorre, qual a probabilidade do algoritmo responder 4? Usando pro-
babilidade condicional IN=4 | N=7]=(1/8)/(7/8) = 1/7 e, de fato, o algoritmo
escolhe qualquer nimero em {0,...,6} com probabilidade 1/7.

No caso geral, definimos o evento A = {0,1,...,M—1} e para qualquer t € A a

probabilidade do algoritmo responder t é dada por

~ _P({t}nA) _(1/2)F 1
P }[N_t|NeA]_ BA) - Mok W

Portanto, se o algoritmo termina, ou seja, dado que o sorteio N satisfaz N < M, entao
ele responde com um numero entre O e M—1 de modo uniforme. Resta provar-
mos que o algoritmo termina, isto é, eventualmente a condicao N < M na linha 4 é
satisfeita.

Fixamos uma instancia M com 2k-1 < M < 2k e k = |log, M|+ 1 é o nimero de bits
sorteados. A probabilidade com que uma rodada do laco da linha 1 resulte em um

inteiro N que pertenca ao conjunto A = {M,...,2k-1}é

2k M M
=1-—

P(A) = % >

Definimos para todo n > 1 o evento A, por “o algoritmo leva mais que n rodadas
para terminar”. Tal evento ocorre se nas n primeiras tentativas do laco na linha 1

ocorre um sorteio em A e dai pra diante pode ocorrer qualquer um dos dois casos, A
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ou A, logo P(A,,) = (1 — M/2K)" pela independéncia da ocorréncia dos eventos A em
cada rodada do lago.

Os eventos A,, formam uma sequéncia decrescente A, D A1 e lim, A, =
(Nn>1An € 0 evento “o algoritmo nao termina”, cuja probabilidade ¢, por continui-
dade (equagao (1.5) na pagina 20),

P[o algoritmo nao termina | = IP’( nll_r>r(1>0 A, ) = nlf;o P(A,) = nli_r)noo(l - %)n =0
pois M < 2K, portanto, o algoritmo termina com probabilidade 1.

Notemos que, diferente do exemplo do Algoritmo 1, nesse caso a resposta esta
sempre correta e a aleatoriedade influencia na duragao das rodadas, isto €, no tempo
que leva para o algoritmo terminar. Esse algoritmo nao sé termina como, de fato,
termina rapido, em poucas rodadas do lago da linha 1 com alta probabilidade. De
M > 2k-1 temos P(A) < 1/2, portanto, em n rodadas do laco todos os inteiros sor-
teados pertencem a A com probabilidade menor que 2-". A probabilidade de nio

terminar em, por exemplo, 4 rodadas é menor que 0,07, em 10 rodadas é menor que
0,00098.

1.4 EXERCICIOS

Exercicio 1.36. Sejam A, B e C eventos aleatdrios. Determine expressoes que envol-

vem somente conjuntos e operagdes sobre conjuntos para

5. pelo menos dois eventos ocorrem;
1. somente A ocorre;

6. exatamente um evento ocorre;

2. A e Bmasnao C ocorrem;
7. exatamente dois eventos ocorrem;

3. os trés eventos ocorrem; 8 nenhum evento ocorre:
. )

4. pelo menos um evento ocorre; 9. nao mais que dois eventos ocorrem.

Exercicio 1.37 (desigualdade triangular). Prove que para eventos F e G de um espaco
de probabilidade vale que
P(F A G) =P(F A H)+P(HA G)
para todo evento H.
Exercicio 1.38. Considere o lancamento repetido de uma moeda equilibrada até sair

coroa, como descrito no Exemplo 1.14. Com que probabilidade o numero de langa-

mentos é par?
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Exercicio 1.39 (Principio da inclusdo—exclusio). Prove que para eventos Ay, Ay, ...,

A, vale

IP’(IQA,-):;IP(A,)—i i }P)(A,-ﬂAj)+i i iIP’(A,ﬂAijk)+~-

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 k=j+1
n
+ (—1)”1@( (M)A ]
i=1

Exercicio 1.40. Prove que o Corolario 1.6, pagina 13, admite a seguinte extensao:

para qualquer conjunto enumeravel {E;: i > 1} de eventos num espago discreto vale

P[UE,]gZP(E,.).

i>1 i>1
Exercicio 1.41. Seja p primo e tome 2 := {1,2,..., p} com medida uniforme P(A) =

|Al/p, para todo A C Q2. Prove que se A e B sao independentes entdo pelo menos um

desses eventos deve ser & ou (2.

Exercicio 1.42. Defina um sistema de codificacao com P = {a,f}, C = {a,b} e K =
{0,1} tais que Px-(0) = 1/10 e Px-(1) = 9/10. A codificacao E,(m), para cada m € {a,f}

é dada na Tabela 1.3 abaixo. Prove que o sistema nao tem sigilo perfeito.

Tabela 1.3: fungao de codificacao.

Exercicio 1.43 (Teorema de Shannon). Prove o seguinte resultado: dados um sistema
de codificagao com P, K, C finitos e |P| = |K| = |C| e dada uma medida de probabili-
dade Pp sobre P tal que Pp(P) > 0, para todo P € P, esse sistema tem sigilo perfeito
se e somente se as chaves sao equiprovaveis, com probabilidade 1/[K|, e existe um

unico K € K tal que E¢x(P) = C, para todo P e P e todo CeC.

Exercicio 1.44. Considere Q2 = {0,1}"” e suponha que x é o resultado de um sorteio
uniforme em 2 e y é o resultado de um sorteio em 2 em que os resultados ocor-
rem de acordo com alguma medida de probabilidade, possivelmente diferente da
uniforme. Os sorteios sao independentes. Mostre que y @ x (o simbolo & denota

operagao ou-exclusivo coordenada-a-coordenada) é qualquer elemento de 2 com
probabilidade (1/2)".
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Exercicio 1.45. Vamos provar uma generalizacao do Exercicio 1.44. Seja (G,®) um
grupo abeliano finito, T um conjunto finito e f: T — G uma fung¢ao qualquer. Supo-
nha que x é o resultado de um sorteio uniforme em G e y é o resultado de um sorteio
em T em que os resultados ocorrem de acordo com alguma medida de probabili-
dade, possivelmente diferente da uniforme, e os sorteios sao independentes. Prove
que x ® f(y) é qualquer elemento do grupo G com probabilidade uniforme. Prove

também que para quaisquer i € T, j € G os eventos definidos por “y = i” e “x®f(y)=j

sao independentes.

Exercicio 1.46. No exercicio anterior, suponha que f seja invertivel e T um conjunto
de textos legiveis. A codificacdo de um texto legivel m € T é feita transformando-
o num elemento do grupo com f(t), sorteando uma chave k € G uniformemente e
calculando ¢ = k®f(t). A decodificacao é feita conhecendo-se a chave k e calculando
f~1(c®(—k)), em que —k é o elemento inverso de k em G. Verifique se tal sistema de

codificagao tem sigilo perfeito.

Exercicio 1.47. Suponha que vocé tem trés moedas e uma delas é viciada de modo
que P(cara) = 2/3. Escolhendo uma delas ao acaso a probabilidade de acertar qual
é a viciada é um terco. Agora, suponha que o resultado do langamento de cada uma
delas, sem conhecer qual é a viciada, resulta em (cara, cara, coroa). Mostre, usando

o Teorema de Bayes, que a probabilidade da primeira moeda ser a viciada é 2/5.

Exercicio 1.48. Trés convidados chegaram numa festa vestindo chapéu e os entre-
garam na recep¢ao. O funcionario, pouco cuidadoso, nao identificou os chapéus
e no final da festa os entregou aleatoriamente para as mesmas trés pessoas. Use
o principio da inclusao-exclusao para mostrar que ninguém recebe o proprio cha-
péu com probabilidade 1/3. Generalize o resultado para n convidados e use a série
de poténcias para a fun¢ao exponencial (veja (s.8) do apéndice) para mostrar que a
probabilidade de ninguém pegar o proprio chapéu converge, quando n — oo, para
1/e.

Exercicio 1.49. Em um treino de paraquedistas um grupo de n paraquedistas es-
tao enfileirados e um paraquedista é escolhido ao acaso no seu grupo. O paraque-
dista escolhido cumprimenta todos os paraquedistas do seu grupo e salta da aviao;
o grupo fica entao dividido em dois: um grupo formado pelos paraquedistas que
se encontravam a esquerda daquele que pulou e o outro grupo formado pelos para-
quedistas a direita. O procedimento é repetido nos grupos restantes até sobrarem
grupos de um tnico paraquedista, que pulam um a um. Note que paraquedistas que

em algum momento ficam em grupos diferentes ndo se cumprimentaram e nao se
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cumprimentarao desse momento em diante. A ordem da fila dentro de cada grupo
é sempre mantida. Prove que os paraquedistas das posicoes i e j, sem perda de

generalidade j > i, se cumprimentam com probabilidade 2/(j —i+1).

Exercicio 1.50. Considere uma moeda que resulta em cara com probabilidade p €

(0,1). Prove que a probabilidade de que em n lancamentos (independentes) temos

[ <)

Exercicio 1.51. Considere uma moeda que resulta em cara com probabilidade 1/5 e

mais que k caras é no maximo

coroa com probabilidade 4/5. Justifique que a probabilidade de sair menos que k

coroas em 2k lancamentos (independentes) é
k-1 k=1
2k . ; 2k
Z( _ )(4/5)'(1/5)2k—' <(1/5)2k4kZ( , )
i i
i=0 i=0
Prove que a probabilidade de sair menos que k coroas em 2k langamentos dessa

moeda é menor que (4/5)2k (dica: teorema do bindmio de Newton para o somatdrio

na equacgao acima).

Exercicio 1.52. Considere uma moeda que resulta em cara com probabilidade 1/2—-¢
para algum ¢ € (0, 1/2) fixo. Prove que em k lancamentos a probabilidade de sair no
maximo k/2 coroas é < (1 —4¢e2)t/2 (dica: verifique que f(x) = (1/2+¢€)X(1/2 —¢)t=x é

estritamente crescente no intervalo (0, t/2)).

Exercicio 1.53. Considere o seguinte procedimento para gerar uma permutacao da

sequéncia a=(1,2,...,n), para qualquer inteiro n > 1:
* para cada coordenada i=1,2,...,n—1 do vetor a

— sorteie uniformemente uma coordenada j € {i,...,n}

— troque os componentes das coordenadas: coloque o numero da coorde-

nada j na coordenada i e o da coordenada i na coordenada j.
O vetor resultante é uma permutagao do vetor inicial com probabilidade uniforme?

Exercicio 1.54. Considere a seguinte proposta de algoritmo que recebe um inteiro

positivo M > 0 e devolve um inteiro escolhido aleatoriamente em {0, 1,...,M—1}:
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Instancia: inteiro positivo M.

Resposta: uma escolha aleatoria em {O,1,...,M—1}.

1 seja k o numero de bits de M;
2 (do, dy,...,dy_q1) < {0,1}K
3 Ne—Y .d;2f;

4 responda N mod M.

Prove que as possiveis respostas nao sao equiprovaveis.

Exercicio 1.55. O seguinte gerador de nimeros aleatdrios é adaptado do exercicio

anterior.

Instancia: inteiros positivos M e t.

Resposta: uma escolha aleatéria em {0, 1,...,M—1}.

1 seja k o nimero de bits de M;
R

2 (do, dl;- ce dk+t—1) A {O' 1 }k+t;

3 Ne—Y . d;2/;

4 responda N mod M.

No caso t = 0 a probabilidade da resposta nao € uniforme (Exercicio 1.54 acima).
Prove que quanto maior é t mais proximo a probabilidade de N esta da uniforme,

no seguinte sentido

<

-1 1

2t—1'

1
P[N:”]—M‘<

)
I}
o

Exercicio 1.56. Distribuimos uniformemente e independentemente n bolas em m
caixas. Qual é a probabilidade com que a i-ésima caixa fica vazia? Qual é a proba-
bilidade com que a j-ésima e a i-ésima caixas ficam vazias? Qual € a probabilidade
com que nenhuma fica vazia? E de exatamente uma ficar vazia?

Prove que no caso n = m o maior numero de bolas em qualquer caixa é no ma-
ximo 2elog, n com probabilidade 1-n~* (dica: estime a probabilidade de uma caixa
ter muitas bolas, a férmula de Stirling (d.3) pode ser util nos calculos, e use a suba-

ditividade, Corolario 1.6 na pagina 13).

Exercicio 1.57. Prove que no seguinte algoritmo a probabilidade p,, do lago executar
pelo menos n vezes, para todo n > 2, é maior que O e, mais que isso, essa probabi-
lidade é maior que O no limite, ou seja, limp,, > 0 quando n — co (pode ser 1util a

desigualdade 1 — x > exp(—2x) para x € [0,1/2]).
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1 j«0;

2 repita

3 je—j+1;

4 paracadaie{l,2,...,j} faca d,-<1{0,1};

5 até que d; = 1 para todo i.

Exercicio 1.58 (Lema do isolamento, (Mulmuley, Vazirani e Vazirani, 1987)). O se-
guinte resultado diz que, independentemente da natureza de uma familia F de
conjuntos, uma atribuicao aleatéria de pesos aos elementos de (Jrc £ F isola o ele-
mento da familia menos pesado com grande probabilidade. Este lema tem muitas
aplicagoes na teoria da computacao, em particular, Mulmuley e seus coautores o
usaram para projetar um algoritmo aleatorizado paralelizavel para encontrar empa-
relhamento de peso maximo em um grafo (exercicios 1.102 e 1.104).

Sejam E um conjunto finito e 7 uma familia de subconjuntos de E. Uma m-
ponderagio de E € uma fungao p: E — {1,..., m} que atribui pesos inteiros para os
elementos de E. O peso de um subconjunto nao vazio S CE é p(S) =) .sp(e). A
ponderacgao p € isolante para F se o peso minimo, mingcr p(S), for alcancado em um

unico elemento de F. O lema do isolamento é o seguinte resultado

TeoreMa Dado m € N, para todo conjunto finito E e toda familia F C 2F temos
. 1 \[El
P[peR{ 1,...,m}" éisolante para }'] > (1 - —) .
m

Para provar esse resultado, suponha que nenhum elemento de 7 é um supercon-
junto de outro elemento de F (os superconjuntos podem ser removidos sem afetar
o min).

Considere P o conjunto de todas as m-ponderagdes de E e P>! o conjunto de
todas as m-ponderagoes E — {2,3,..., m} de E que nao atribuem o peso 1 a qualquer
elemento de E.

Para cada ponderacgao p € P fixe S, € 7 de peso minimo de acordo com p e defina

a fungdo ¢: P>! — P da seguinte forma: p’ = ¢(p) é dada por

p(i)—1 sei€S,
p(i) sei &Sy,
1. Prove que se p € P>! entdo p’ é isolante em F.

2. Prove que ¢ ¢é injetiva.

3. Prove que P,[p é isolante em F] > lb(P>1)|/|P).
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4. Conclua a demonstracao do lema do isolamento.

Exercicio 1.59 (Borel-Cantelli). Seja (A,: n > 1) uma sequéncia de eventos. Fixado n,
o evento “algum Ay ocorre para k > n” € -, A e o evento infinitos A, ocorrem ou,

A, ocorre infinitas vezes € o evento

limsupA, = ﬁ OAK

n—ee n=1k=n
de todos w tais que, para todo n € N existe k > n para o qual w € Ay, ou seja, w
pertence a infinitos eventos da sequéncia. Como estimar a probabilidade de uma

sequéncia de eventos ocorrer infinitas vezes?

TEOREMA (BOREL-CANTELLI) Seja (A,: n > 1), uma sequéncia de eventos aleatorios de

um espago de probabilidade.
1. Se) ,IP(A,) converge, entiao P[ A, infinitas vezes| = 0.

2. Se ) ,[P(A,) = oo converge e os eventos da sequéncia sao independentes, entdo

P[A,, infinitas vezes ] = 1.

Exercicio 1.60. Considere o conjunto dos nimeros naturais e defina para todo sub-
conjunto E e cada n > 1 a densidade relativa de E

1,2,...,n} NE|
- .

Po(E) =

Defina p(E) := lim,_,. P,(E) quando o limite existe e seja .A a familia de subconjunto
E para os quais o limite existe. Prove que se A e B sao elementos disjuntos de A
entio AUB € Ae p(AUB) = p(A) + p(B) e que esse ndo é o caso se 0s eventos nao sao
disjuntos. Prove que p nao é enumeravelmente aditiva. Finalmente, prove que p é

invariante por translacao, ou seja, se p(A) existe entao p({a+1:ae€ A}) = p(A).

1.5 ANALISE DE ALGORITMOS

Um algoritmo define sem ambiguidade uma sequéncia de passos para resolver
um problema computacional. Um problema computacional é caracterizado por um
conjunto de instdncias (ou entradas), um conjunto de respostas e uma relagio que
associa instancias a respostas. Por exemplo, o problema “multiplicar dois inteiros
positivos” tem como instancias pares (n, m) de inteiros positivos e como respostas
inteiros positivos. A relacao que se quer computar é definida pelos pares ((n, m), z)
de instancias e respostas tais que n-m = z.

Entre instancias e respostas temos uma relagao e nao uma fungao pois € possi-

vel que uma instancia esteja associada a mais de uma resposta. Por exemplo, se as

51



instancia sao férmulas da logica proposicional e as respostas sao valoragoes das va-
riaveis com verdadeiro ou falso e que tornam a formula verdadeira, entao a instancia
(x1 ou x») enao(xs) tem trés respostas possiveis.

Os algoritmos sao, geralmente, descritos no que costumamos chamar de pseudo-
codigo, uma mistura de algumas palavras-chave em portugués com sentengas cons-
truidas como em uma linguagem de programacao estruturada como as linguagens
C, Python, Java e muitas outras.

Um algoritmo executado sobre qualquer instancia do problema produz uma res-
posta que deve estar correta, isto é, os pares formados por instancia e respostas
dessa instancia devem fazer parte da relacao do problema. Além da correcao do
algoritmo, queremos conhecer o comportamento do algoritmo com respeito ao con-
sumo de recursos para resolver o problema. Alguns recursos para os quais podemos
querer estimar o consumo por um algoritmo sao o espago, o tempo, a comunicagio e a
aleatoriedade. Os dois primeiros sao os mais comumente estudados, o primeiro esta
associado a quantidade de armazenamento (“memoria”) extra usada para resolver
uma instancia do problema e o segundo ao niumero de instrugoes elementares realiza-
das pelo algoritmo. Além desses, pode ser de interesse a quantidade de unidades de
informacao transmitidas e recebidas e, quando analisamos algoritmos probabilisti-
cos, a quantidade de sorteios usados pelo algoritmo (veja um caso na pagina 79). A
Analise de Algoritmos é a disciplina da Teoria da Computacao que trata das técnicas
de prova da corregio de algoritmos e de avaliagao de eficiéncia quanto ao consumo

de recursos.

Tamanho da instancia Expressamos o consumo de recursos pelos algoritmos em
funcao do tamanho da instancia. Uma instancia do problema é dada por alguma co-
dificagdo dela usando um conjunto de simbolos (em tltimo nivel uma cadeia de bits)
donde definimos o tamanho de uma instancia como o nimero de simbolos (bits) usa-
dos na representacao da instancia. Na pratica adotamos algumas simplificagoes que
dependem muito do problema que esta sendo estudado e da representacao usada e,
em geral, o tamanho da instancia é um inteiro positivo que descreve a quantidade de
componentes da instancia. Por exemplo, se o problema é multiplicar dois nimeros
inteiros, o tamanho é a quantidade de algarismos desses nameros (em alguma base
com pelo menos dois algarismos). Se o problema é multiplicar duas matrizes de nui-
meros inteiros, o tamanho pode ser a dimensao da matriz; essa simplificacao supoe
que o tamanho da matriz é muito grande quando comparada ao tamanho dos nime-
ros que a compoe, porém se esse nao € o caso entao o tamanho dos nameros deve ser
levado em conta. Esse também é o caso no problema de ordenagao de uma sequéncia

numérica, o tamanho pode ser dado pelo nimero de elementos da sequéncia. Em
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algoritmos sobre grafos, o tamanho de uma instancia é dado em fun¢ao do ntmero
de vértices, do numero de arestas, ou de ambos. Ha justificativas razoaveis para
tais simplificagcoes e, mesmo que facamos escolhas concretas de codificagao de ins-
tancias, tentamos manter a discussao abstrata o suficiente para que as estimativas

sejam independentes da escolha da codificacao.

Tempo de execu¢ao Como estimamos o tempo de execugio de um algoritmo para
resolver uma determinada instancia? Sao duas as ideias preliminares.

Primeiro, contamos as instrucoes executadas, ndo usamos a no¢ao comum de
tempo pois isso dependeria do que (ou quem) executa o algoritmo. Como ja disse-
mos, determinamos quanto tempo o algoritmo demanda em fung¢ao do tamanho da
instancia escrevendo uma funcao que caracteriza como o tempo de execugao varia
com o tamanho da entrada?, essa funcio expressa a ordem de grandeza do cresci-
mento do tempo de execugao quando as instancias crescem. O consumo de tempo
dos algoritmos, como medida de sua eficiéncia, expressa o numero de instrugoes
bdsicas executadas pelo algoritmo em fungao do tamanho da entrada descrita em
notacao assintotica. Isso nos permite algumas simplificagoes: por exemplo, ha casos
em que podemos assumir que cada “linha” consome tempo constante. As operagoes
e relagOes aritméticas podem ser assumidas de tempo constante. Porém, isso nao é
regra e tem de ser feito com cuidado, como no problema de multiplicagao de intei-
ros, por exemplo, onde as operagoes aritméticas tem custo proporcional ao tamanho
dos operandos.

Segundo, uma estimativa para o numero de instru¢oes executadas é dada para
a classe das instancias que tém o mesmo tamanho e expressamos o desempenho
de algoritmos em fun¢do do tamanho da representaciao das instancias. E possivel
que entre instancias de mesmo tamanho a quantidade de recursos usados por uma
algoritmo varie e precisamos adotar alguma medida resumo. Por exemplo, ao or-
denar uma lista de dez nimeros a quantidade de instrugdes executadas pode variar
de acordo com a disposi¢cao dos nimeros nessa lista, eventualmente, pode ser mais
barato se a lista ja esta quase ordenada. Por isso, adotamos alguma estratégia para
resumir o tempo de execugao do algoritmo na classe das instancias de mesmo tama-
nho: tomamos o pior caso — aquele em que o algoritmo consome mais recursos — ou
o caso médio — a média ponderada de consumo de acordo com alguma distribuicao
de pesos na classe das instancias de mesmo tamanho.

Em Complexidade Computacional convenciona-se chamar um algoritmo de efi-

ciente com respeito ao tempo de execucao se o numero de instruc¢oes executadas é,

“E natural esperarmos que instancias maiores demandem mais recurso dos algoritmos. Nao va-

mos lidar com casos em que isso nao vale.
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no pior caso, limitado superiormente por uma funcao polinomial no tamanho da

instancia. Na teoria isso € muito conveniente pois

* aclasse das fungdes polinomiais é fechada para soma, multiplicagao e compo-
sicao de fungoes, assim a nogao de eficiéncia € preservada por praticas comuns

de programacgao;

* os modelos formais tradicionais de computagao sao polinomialmente equiva-
lentes, o que torna a escolha do modelo irrelevante para essa defini¢ao de efi-

ciéncia;

* com algum cuidado, as varias representacoes computacionais de objetos abs-
tratos, como um grafo por exemplo, tém tamanhos polinomialmente relacio-

nados, o que faz a codificagao ser irrelevante para essa definicao de eficiéncia.

Na pratica isso pode nao ser representativo de eficiéncia pois o polindmio pode ter
um grau muito alto o que torna uma implementagao de um caso assim inviavel para
0 uso na pratica.

Terminamos essa secao com dois exemplos. Para o problema cuja instancia é
uma lista a;, a,,---, a, de inteiros mais um inteiro x e a resposta é “sim”, x ocorre na
lista, ou “nao”, x nao ocorre na lista. Uma solucao é a busca linear: percorra a lista e
verifique se cada elemento dela é o item procurado. Essa estratégia é expressa como

abaixo.

Instancia: uma lista ay,..., a, de inteiros e um inteiro x.
Resposta: sim se x ocorre na lista e ndo caso contrario.

1 i« 1;

2 enquanto a; #xei<nfacai«—i+1;

3 se a; = x entao responda sim.

4 senao responda nao.

Algoritmo 3: busca sequencial.

No melhor caso o elemento x ocorre na primeira posi¢ao da sequéncia, o algo-
ritmo executa a atribui¢ao na linha 1, o teste na linha 2, a comparacao na linha 3
e responde. Essencialmente, um nimero constante (nao depende de nenhum para-
metro da instancia) de instrucdes. Nesse caso escrevemos que o tempo de execugao
€ O(1).

O pior caso ocorre quando o valor que esta sendo procurado nao esta na lista. O
namero de instru¢oes executadas é: 1 atribuicao na linha 1, mais 4(n— 1) instrugoes
na linhas 2 (sao feitas duas comparagdes, uma adicao e uma atribuicao, repetidas

n—1 vezes), mais 1 comparacgao na linha 3, mais 1 instrucao na linha 4. No total sao
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4(n—1)+3 instrugdes. A funcao 4n—1 é linear em n, o tamanho da entrada, de modo
que dizemos que o seu crescimento é da ordem de n e, usando notagao assintdtica,
dizemos que o tempo de execugao de pior caso do algoritmo é O(n).

Nesse problema, podemos estimar a ordem de grandeza do ntimero de instru-
¢oes executadas considerando apenas o niumero de comparacgdes que sao feitas, as
outras instrugoes contribuem com uma constante multiplicativa desse termo. As-
sim, se tivéssemos contado apenas o numero de comparagoes também chegariamos
a conclusao de que o tempo de execugao de pior caso do algoritmo é O(n).

Resumindo, no melhor caso a quantidade de comparagdes é constante, nao de-
pende de n e no pior caso cresce linearmente com n. Para estimar o caso médio,
vamos assumir que o item procurado esta na lista. Também, vamos assumir que
cada elemento da lista tem a mesma probabilidade de ser o valor buscado. Com
tais hipdteses o numero médio de comparagoes é i se a busca termina na posi¢ao i,

portanto, o numero médio de comparagoes é

1 n+1
—(1+2+--- = .
n( +n) 2

Nesse caso, dizemos que o tempo de execugao de caso médio do algoritmo é O(n)

pois, novamente, temos uma fungao de crescimento linear em n.
Agora, consideremos o problema de ordenar uma sequéncia de inteiros. Uma

solugao ¢ o seguinte algoritmo conhecido como ordenacao por insergao:

Instancia: uma sequéncia ay,..., a, de inteiros.
Resposta: uma permutacao da sequéncia com os elementos em ordem nao

decrescente.

1 paraide 2 até nfaga
2 X < aj;
3 je—i-1;

4 enquanto (a; > x e j > 1) faca

5 aj+1(_aj;
6 j—j—-1;
7 aji1 < X.

Algoritmo 4: ordenagao por insercao.

Notemos que o tempo do algoritmo é determinado pela condi¢ao no lago da linha
4, as linhas 2, 3 e 7 sao executadas n—1 vezes pelo lago da linha 1. Para i fixo, uma
rodada completa do lago executa 2 comparagoes, 2 atribuigoes e 2 operagdes; no pior

caso’ o lago é executado para todo j de i até 1, depois o laco é falso para a segunda

>0 pior caso para ordenacio por inser¢ao ocorrera quando a lista de entrada estiver em ordem

decrescente.
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condic¢ao (j = 0). Logo sao 6/ instru¢des mais as 2 comparacgoes finais. No pior caso,
o custo de ordenagao por inser¢ao de uma sequéncia com n elementos é

(n+2)(n-1)

> =3n°+3n+5

n
T(n) = 2+Z6i =2+6
i=2
e dizemos que T(n) tem ordem de crescimento n°. Notemos o seguinte, a ordem de
grandeza de T(n) é dada pelo fato de termos dois lagos aninhados e dentro desses
lagos o namero de instrugoes executadas em cada rodada é constante de tal forma
que, para a ordem de grandeza, nao importa se contamos j < j—1 como 1 ou 2
instrugoes, € suficiente estabelecer que corresponde a uma constante.

Para estimar o caso médio observamos que o fato determinante para o numero
de instrugoes executadas é o “tipo de ordem” dos elementos da sequéncia e nao
quais sao os elementos em si. Por exemplo, ordenar (1, 2, 3,4) usa o0 mesmo numero
de instrucoes que (4,7,8,9), assim como ordenar (1,4,3,5,2) e (11,15,14,20,13).
Em outras palavras, o mesmo tipo de ordem significa que a mesma permutacao
ordena as duas instancias. Dito isso, assumimos que as instancias sao formadas por
sequéncias de n inteiros distintos fixos e que qualquer uma das n! permutagoes sao
igualmente provaveis.

Fixado i, com 2 < i < n, consideremos a subsequéncia (ay,...,a;) da entrada.
Para cada i vale que no inicio do lago da linha 1 temos nas i — 1 primeiras posigoes
a sequéncia (ag,...,a;_1) ordenada e o laco da linha 4 procura a posi¢ao correta de
a; em (aj,...,aj_1) ordenado. Definimos o posto(a;) como a posi¢ao do elemento
a; no subvetor (ay,...,a;) ordenado. Por exemplo, com entrada (3,6,2,5,1,7,4) o
posto de 5 (que é 0 a4) € 3 pois em (3,6, 2,5), quando ordenado, o naumero 5 ocupa a
terceira posi¢ao. Dado i e que o subvetor (ay,..., a;_1) esta ordenado, o teste no lago

é executado i — posto(a;) + 1 vezes.

Exercicio 1.61. Verifique que, de acordo com as defini¢oes e hipo6teses acima, o posto

de a; é igualmente provavel ser qualquer j€{1,2,...,i}.

Assim, o numero médio de comparagoes €

i i i—posto+1 - i+1 (n+4)(n-1)
, i L 2 2
i=2 posto=1 i=2

que é da ordem de n?.

1.5.1 NOTACAO ASSINTOTICA

As estimativas para o custo de um algoritmo sao expressas usando notagao as-

sintotica. A analise assintdtica foca no comportamento do algoritmo para entradas
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“suficientemente grandes” e simplifica a expressao da complexidade de tempo ao
ignorar constantes multiplicativas e termos de ordem inferior, uma vez que essas
diferencas nao alteram a ordem de grandeza do crescimento da funcao. Além disso,
essa abordagem permite uma simplificacao substancial ao contar o namero de ins-
trugoes executadas e também facilita a codificagao de instancias (como nimeros, por
exemplo, que podem ser expressos em qualquer base com pelo menos dois simbolos,
ja que, nesse caso, eles tém representacao logaritmica na quantidade de digitos). A
analise assintOtica permite uma avaliacao de desempenho representativa, indepen-
dente de tecnologia ou detalhes de implementacao, tornando mais simples a compa-
racao direta entre algoritmos, independentemente das implementacoes especificas
ou do ambiente de execucao.

6 com g assintoticamente positiva, ou seja g(n) >

Abaixo f e g sao funcoes reais
0 para todo n suficientemente grande. Dizemos que f é assintoticamente muito

menor que g € escrevemos

f(n) = o(g(n)) quando n — oo (1.22)
se, e sO se,
lim m =0
n—eo g(n)

Por exemplo,
1. 1 = o(log(log(n))).
2. log(log(n)) = o(log(n)).
3. log(n) = o(n®) para todo € > 0.
4. n* = o(n®) para quaisquer 0<e<1l<c.
5. n®=o(n'°8") para todo 1 < c.
6. n'°8" = o(exp(n)).
7. exp(n) = o(n").
8. n" = o(exp(exp(n))).

Também usamos a notagao f < g o que nos permite escrever, a partir do exemplo

acima, a sequéncia monoétona

1 < log(log(n)) < log(n) < nf < n° < n'8" < e <« n" < e’

®Uma fungao f(n) que expressa o consumo de um recurso por algum algoritmo é uma fungao de N
em N, mas aqui vamos tratar a nota¢ao assintotica de modo um pouco mais geral que nos permitira

uséa-la em outras situagoes.
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Dizemos que f assintoticamente menor que g e escrevemos
f(n) = O(g(n)) quando N — oo (1.23)
se existe ng > 0 e existe ¢ > O tais que para todo n > ng
If(nl < cg(n).

Na defini¢oes dadas nas equacgodes (1.22) e (1.23) o simbolo “=" nao é a igualdade no
sentido usual, é um abuso da notagao que permitimos em troca de algumas conve-
niéncias. Temos que n = O(n?) e n°+2n+1 = O(n°) mas n # n° + 2n+ 1. Quando
usamos essas defini¢oes, em geral, omitimos o “quando n — oo” e fica implicito que

as instancias sao suficientemente grandes.
PropPosigAo 1.62 Se f(n) = o(g(n)) entao f(n) = O(g(n)).

A prova é imediata da defini¢ao de limite. A reciproca da Proposicao 1.62 nao

vale, como pode ser visto tomando-se f(n) = g(n) = n°.

Proposicio 1.63 Se f,(n) = O(gy(n)) e f2(n) = O(gx(n)) entdo
1. f(n)+f>(n) = O(max{g1(n), g2(n)})
2. fi(n)-f(n) = O(g1(n)- g2(n)).
3. a-f(n) = O(gy(n)) para toda constante a € R.

DemoNsSTRAGAO. Vamos provar o item 1. Digamos que |f(n)| < c1g1(n) para todo
n > nqy e que |f(n)| < c2g>(n) para todo n > ny, onde ny, Ny, c1, ¢ sao as constantes

dadas pela defini¢ao de notagao O. Entao

[fi(n)+ H(n) < [f(n)|+f(n)| < c(g1(n) + g2(n)) com ¢ = max{cy, cy}

<
< 2c(max{gi(n), g2(n)})

para todo n > max{ny, n>}, o que prova a afirmacao.
As outras propriedades sao deduzidas de modo analogo e sao deixadas como

exercicio. ]

E preciso observamos alguns cuidados com o teorema acima pois, por exemplo,
para inteiros positivos n e knao vale que 1¥+2K+-..+(n-1)k+nk = O(max{ 1%, 2%,..., (n-
1)k, nk}) = O(n¥). O problema aqui é que o maximo s6 pode ser tomado sobre um na-
mero de termos que ndo dependa de n. De fato, temos que 1¥ +--- + nk = O(nk*1) e
que 1% +.--+ nk = O(nk).

Fica como exercicio a verificagao do seguinte resultado.
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ProposicAo 1.64 Se f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(h(n)) entdo f(n) = O(h(n)).
Alguns exemplos sao dados a seguir.

1. an®+bn+ c = O(n?) para toda constante a > 0.

Primeiro, observamos que, para n suficientemente grande, |an2 +bn+ ¢l <
|a|n? +|b|n+|c| e agora usamos a Proposi¢do 1.63 em cada operando das somas,
de an? = O(n?), |bln = O(n) e |c| = O(1) temos an’+|b|n+|c| = O(max{n?,n,1}) =

O(n?). Analogamente, para todo k € N

2. nlog(n!) = O(n°logn).

Primeiro, temos n = O(n). Depois, n! = [|.;i < [[L;n = n". Como log é
crescente log(n!) < log(n") = nlog(n), portanto log(n!) = O(nlog(n)). Pela Pro-
posicio 1.63 nlog(n!) = O(n?log n).

3. Para toda constante a > 1, log,(n) = O(log(n)). De fato,

log,(n) logn

- loga

1
loga

porém = 0O(1) e logn = O(log n) e pela Proposicao 1.63 log,(n) = O(log(n)).

Um algoritmo eficiente com respeito ao tempo de execugao é um algoritmo que
nas instancias de tamanho n tem tempo de execugdo O(nk) para algum inteiro posi-

tivo k fixo.

Convencoes de uso da notacao assintotica Ao usar notagao assintdtica nds des-
consideramos os coeficientes, por exemplo, usamos O(n?) ao invés de O(3n?) e O(1)
ao invés de O(1024) ainda que, como classes de fun¢des, O(n?) = O(3n?) e O(1) =
0(1024).

Escrevemos no argumento de O(-) somente o termo mais significativo, por exem-
plo, usamos O(n?) ao invés de O(2n? + 5nlogn + 4). Nesse caso, da Proposi¢ao 1.63
vale que 2n? + 5nlogn+ 4 = O(max{ n?, nlogn,1}) = O(n?).

Quando notagao assintética aparece em equacgoes, na forma “expressao 1 = ex-
pressao 2” onde “expressao” sao expressoes algébricas que envolvem notagao assin-
totica, os termos assintdticos em “expressao 1” sao quantificados universalmente,
enquanto que os termos assintoticos em “expressao 2” sao quantificados existenci-
)

almente. Por exemplo, em n3+ O(n?) = O(n3) + n? + n entendemos como: existe um

ng > 0 tal que
para todo f(n) em O(n?), existe g(n) em O(n>) tal que n>+f(n) = g(n)+n®+n
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para todo n > ng.

Notagao (2 e © A notacao €2 adaptada por Donald Knuth da notagao introduzida

por outros matematicos é definida por
f(n) = Q2(g(n)) se, e somente se, g(n) = O(f(n)).

Escrevemos f(n) = ©(g(n)) se, e somente se, f(n) = O(g(n)) e g(n) = O(f(n)).

Exercicio 1.65. Verifique se valem as firmacodes

(g) 2" =0(2"1).

(h) Se a, >0, entao Zf:o a;n' =0Q(n).

Exercicio 1.66. Suponha que lim,_, A0 _ |, Verifique se valem as firmacdes
P q 2(n) q ¢

(a) SeL>0, f(n)=0©(g(n)).
(b) Se L=0, f(n)=0O(g(n)) mas f(n) = ©(g(n)).

(c) Se L =00, f(n) =(g(n)) mas

Analise do gerador de numeros aleatorios Uma execucao do Algoritmo 2 com
entrada M e com uma tnica rodada do lago tem tempo de execugao O(logM) para
sortear os bits e realizar a soma, outra execu¢ao com a mesma entrada M pode mais
azarada e precisar de 2 rodadas, mas o tempo de execugao continua O(logM) e uma
outra execu¢ao com a mesma entrada M pode ser ainda muito azarada e precisar de
M rodadas e o tempo de execucao sera O(MlogM), que é exponencial no tamanho da
entrada! Sabemos da se¢ao 1.3.6 que isso é muito pouco provavel.

Tipicamente, o algoritmo executa em média 2 rodadas do lago, onde a média do
numero de rodadas é a média ponderada pela probabilidade. De fato, se p = M/2k

é a probabilidade com que o algoritmo executa exatamente uma rodada, (1 —p)p é
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a probabilidade com que o algoritmo executa exatamente duas rodadas, (1 — p)°p
para trés rodadas e assim por diante, o algoritmo executa exatamente k rodadas
com probabilidade (1 - p)*~p, portanto, o nimero médio de rodadas ¢ (veja (s.6) do

apéndice)

k-1 12k
Ek(l—p) p=—=—<x2 (1.24)
p M
k>1

rodadas, onde k = |log> M| + 1. Portanto, o tempo médio de execugdo é 2 - O(logM), ou
seja, O(logM).

Um fato importante a ser ressaltado neste momento é que esse tempo médio
que calculamos é sobre os sorteios do algoritmo, diferente do que fizemos com os
algoritmos de busca sequencial e de ordenacao por inser¢ao, no inicio deste capitulo,
onde a média foi feita sobre o tempo de execucao nas diferentes entradas para o

algoritmo.

Outros usos da notacao O A notagao assintotica também pode ser usada para des-
crever o termo de erro em uma aproximacao de uma fun¢do matematica. Como
antes, os termos mais significativos sao escritos explicitamente e os termos menos
significativos sdo resumidos em um tnico termo O.

Considere, por exemplo, a série de Taylor em torno do x = O para a exponencial

e para o logaritmo:

oo n oo
exp(x)=Z% e In(1+x) :Z ”+1X

i=0 i=1
de modo que, quando x — O,

2 2 3

exp(x) =1 +x+%+0(x3) e In(l+x)= x—%+§+0(x4).
O Teorema dos Numeros Primos O Teorema dos Numeros Primos descreve a dis-
tribuicao assintdtica dos niumeros primos entre os inteiros positivos. Ele foi provado
independentemente por Jacques Hadamard e Charles Jean de la Vallée Poussin em
1896.
Seja 7t(x) a quantidade de nimeros primos menores ou iguais a x € R>9. O Teo-
rema dos Numeros Primos afirma que 7t(x) é x/ln(x) assintoticamente, ou seja,

T(x) = |{p primo : p < x}|:(1+o(1))ﬁ

quando x — co ou, equivalentemente,

0
A ng

61



Antes desse teorema, foi provado por Chebyshev que

ri(x) :e(i).

ln x

Uma estimativa para as constantes envolvidas na notacao O é util em algoritmos
probabilisticos que sorteiam primos. Por exemplo, temos para todo x > 17 (Bach e
Shallit, 1996, teo. 8.8.1)

ﬁ <7t(x) < 1,25506&, (1.25)

de fato, a primeira desigualdade vale para todo x > 17 e a segunda para todo x > 1;
tratando todos os valores para x < 17 podemos afirmar que

0,3 <m(x)<1,3-—
ln x ln x

para todo x > 2.

Exercicio 1.67. Prove que se n > 0 é inteiro e m é sorteado em {1,2,...,(log, n)?}

uniformemente, entao

Plnz0 (mod m)]= Q(@).

1.5.2 ARITMETICA COM INTEIROS

O Algoritmo de Euclides O seguinte algoritmo é conhecido como Algoritmo de
Euclides (de 300 aC). Ele computa o maior divisor comum de dois inteiros quais-
quer baseado no fato de que mdc(a, b) = mdc(b, a mod b) onde a mod b é o resto na

divisao de a por b.

Instancia: um par de inteiros (a, b).
Resposta: mdc(a, b).

1 a<|a

2 b« |b|;

3 se b=0 entao responda a.

4 senao responda mdc(b, a mod b).

Algoritmo 5: mdc(a, b).

O Algoritmo de Euclides esta correto: podemos assumir que a > b > 0 pois
mdc(a, b) = mdc(|al,|b|) e mdc(a,0) = |al. Também, notemos que o algoritmo ter-
mina pois O < a mod b < b, pelo Teorema da Divisao Euclidiana, logo o valor da
variavel b decresce estritamente a cada iteragao. Para concluir, observamos que se a

e b > 0 sao inteiros entao

dlae d|b < d|be dla mod b
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donde deduzimos que se a, b > 0 sao inteiros, entao mdc(a, b) = mdc(b, a mod b).
O Algoritmo de Euclides computa mdc(a, b) em tempo O(log(|al) log(|bl)). Consi-
deremos a seguinte sequéncia dos parametros das chamadas recursiva do Algoritmo

de Euclides, comecando com (a, b) = (rp, )

(n,omod ) = (r,n)

(p,nmod ) = (nn)
(p—2,p_zmod rz_p) = (rp_p,1p_1)
(-1, 2 mod rp_1) = (r_1,17)

e rp;1 = 0. O custo em cada linha é o de uma divisao, ou seja, nalinha i, 1 <i<¥¢, 0
custo é O(log(r;)log(q;)), onde ri_q; = riq; + ri;1. O custo total é

4

4
) log(r)log(q;) < log(b) ) log(q;) = log(b)log(q1 92+ r) < log(b)log(a)
i=1 i=1

pois a=1r > nqy > rqxqy = -+ 2 qe -+ q2q91 2 qe- - q241-

TeoreMA 1.68 O algoritmo Euclides com entrada (a, b) tem tempo de execugao de pior
caso O(log(|al) log(|bl)). O

Exercicio 1.69 (o pior caso do Algoritmo de Euclides). No que segue, fi, é o k-ésimo
numero de Fibonacci, definido recursivamente por f; =1, b =1e f = fi_1 + fr_>
para todo kK > 3. Mostre que o Algoritmo de Euclides com entradas fi,» e fi,1
executa k chamadas recursivas. Prove o seguinte resultado: se (a, b) é o menor par de

inteiros positivos que faz o Algoritmo de Euclides executar k chamadas recursivas entdo
(a b) = (fiy1, fir2)-

O Algoritmo de Euclides estendido O Algoritmo de Euclides Estendido deter-

mina uma solu¢ado (x, y) inteira da equagao
ax+ by =mdc(a, b)

para a, b € Z quaisquer. Esse algoritmo ¢é bastante util na seguinte situacao. Se
mdc(a, n) = 1 para inteiros a e n > 1, entdo a equacgao ax = ¢ (mod n) tem solu-
¢ao, ou seja, existem x e y inteiros tais que ax + ny = c e o algoritmo estendido os

encontra. No caso ¢ = 1 a solu¢ao é um inverso multiplicativo de a modulo n.
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Instancia: (a, b) par de inteiros nao negativos.

Resposta: uma terna (d, x, y) tal que d = mdc(a, b) = ax+ by.

1 se b =0 entao responda (a,1,0).
2 (d, x,y) < Euclides_estendido(b, a mod b)
3 responda (d,y, x—|a/b]y).

Algoritmo 6: Euclides_estendido(a, b).

Uma execugao do algoritmo acima com entradas 86 e 64 resulta nos seguintes

valores
a| b |lab]| x|y
86 | 64 1 3 |-4
64 | 22 2 -1] 3
22 | 20 1 1 | -1

20| 2 10 0|1
210 — 110

N NN N NQA

Exercicio 1.70 (tempo de execugao do algoritmo euclidiano estendido). Verifique que o

tempo de execucao do Algoritmo 6 é O(log(|a|) log(|b])).

Exercicio 1.71 (corregdao do algoritmo euclidiano estendido). Prove que o Algoritmo 6
responde corretamente. Para isso, suponha que (d’, x’, y’) sdo os valores atribuidos

na linha 2
d’=bx"+(amod b)y’ = bx"+(a—-|a/b]b)y’ = ay’+ b(x" - a/bly’).

A prova segue por indugao.

Exponenciagao modular Computar 2" no modo tradicional é extremamente cus-

toso quando n é grande; com 100 digitos isso daria cerca de 10190

passos o que é
impossivel de realizar manualmente sem atalhos. Em geral a® avaliado por multi-
plicacdes repetidas tem tempo de execucao Q(b(loga)?). Um jeito mais esperto é
“elevar ao quadrado” repetidas vezes, por exemplo, para calcular 224 podemos co-
megar com 23 = 8, eleva-lo ao quadrado, o que resulta 2° = 62, eleva-lo ao quadrado,
o que resulta 212 = 4.096, e eleva-lo ao quadrado, o que resulta 224 = 16.777.216.
Para calcular 222 com esse método, recursivamente, 22° = 2- 228, a raiz de 228 ¢ 214

b

cuja raiz é 27 que é 2- 2% que por sua vez é 22 - 23, Em resumo, a’ é avaliado com

base na observagao de que

b (a”?)?>  se b é par,
a =

a-aP1  se béimpar.
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O seguinte algoritmo é uma versio iterativa da recursao acima para calcular a’
(mod n). Seja byby_; ... b1 bg a representacgao binaria de b e definimos
C; = bk2i_1 + bk_12i_2 +ee+ bk—i+120

d; = a“ mod n
parai>1com cg=0e dy=1. Computamos d;,q a partir de d; da seguinte forma

2¢cj, se b,_;j=0
Cit1 = )
2ci+1, seb_; =0

dp = d;? mod n = a1 mod n = (a)? mod n se by_;=0
a-d;? mod n= a1 modn=a-(a%)° mod n, seby_;=0.
Portanto, cxyq = b2K+ -+ b2+ bg = b e di,1 = aP mod n.
Exemplo 1.72. Vamos usar essa estratégia para calcular 224 mod 25. Primeiro, 24
em base 2 fica b =11000.

i |01 2 3 4 5
bsysi |1 1 0 0O O
¢ |01 3 6 12 24
d |1 2 8 14 21 16
Portanto 2°4 = 16 (mod 25). O

Instancia: inteiros nao negativos a,be n> 1.

Resposta: a® mod n.

1 c<0;

2 d<«1;

w

Seja byby_1...b1bg a representacao binaria de b;
4 paraide k até O faga
5 c«—2-¢

6 d<« d-d mod n;

7 se b; =1 entao
8 c—c+1;
9 d<—d-a modn;

10 responda d.

Algoritmo 7: exponencia¢ao modular.
Notemos que em toda iteracao os valores de d tém no maximo tantos digitos

quanto n, ou seja, tém O(log n) digitos, portanto, a multiplicacao e o resto tém tempo
de execugao O(log? n). O ntimero de iteraces é a quantidade de bits na representa-

cao de b, logo O(logb). Isso prova o seguinte resultado.
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TeoreMa 1.73 Se a = O(logn) entdo o Algoritmo 7 determina aP mod n em tempo
O(log(b)log?(n)). O

Observagao 1.74 (sobre o custo computacional das operagdes aritméticas). O custo das
operagoes aritméticas elementares usados acima sao os custos dos algoritmos esco-
lares, nao os dos mais eficientes. Se M(n) é o custo para multiplicar dois numeros de

até n bits, entao temos os seguintes tempos de execugao

Multiplicacao M(n)
Divisao O(M(n)) (Newton—Raphson)
MDC O(M(n)log n) (Stehlé—Zimmermann)

Exponenciacao modular O(kM(n)), k é o tamanho do expoente

Tabela 1.4: custo das operagoes aritméticas.

O tempo de uma multiplicacdo do algoritmo escolar ¢ M(n) = O(n?). talvez
o algoritmo mais usado no momento que este texto foi escrito é o algoritmo de
Schonhage-Strassen de 1971 cujo tempo de execucao de pior caso é O(nlog nloglogn)
para dois naumeros de n digitos. Esse algoritmo foi o método de multiplicacao mais
rapido até 2007, quando o algoritmo de Fiirer foi anunciado. Entretanto, o algo-
ritmo de Fiirer s6 alcan¢a uma vantagem para valores astronomicamente grandes e
nao é usado na pratica.

Harvey e Van Der Hoeven (2019) publicaram um algoritmo de tempo O(nlogn)
para a multiplicacao de inteiros. Como Schonhage e Strassen conjecturam que nlog(n)
€ minimo necessario para a multiplicacao esse pode ser o “melhor possivel”, porém,
até o momento esse algoritmo também nao ¢é util na pratica pois os autores obser-
vam que as estimativas de custo valem para ntimeros com pelo menos 249 bits. O

numero estimado de 4&tomos no universo é 1080 ~ 2266,

1.6 TESTE DE IGUALDADE DE CADEIAS DE BITS

Nessa secao ilustramos como a aleatorizagao pode nos ajudar a resolver proble-
mas computacionais de modo mais eficiente que as solu¢oes deterministicas. Efi-
ciéncia aqui é com respeito a troca de informacao entre partes, isto é, estamos fa-
lando de complexidade de comunicagao: Alice e Bob, desejam computar colaborati-
vamente uma fungao f(x, y) conhecida por ambos, onde f: {0,1}" x{0,1}" — {0, 1}.
Alice s6 conhece x, Bob s conhece y, a comunicacao é cara e eles ja tinham acor-
dado um protocolo para comunicagao. O custo desse protocolo é o numero de bits

comunicados entre partes para a pior escolha de entrada (x,y).
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Em um protocolo Alice envia uma mensagem maj para Bob; Bob, de posse dessa
mensagem e de y, responde com alguma mensagem ba; (que depende apenas de
maj e de y); continuam dessa forma até que um deles seja capaz de calcular o valor
de f(x, y) e comunica-lo para a outra parte. A complexidade, ou custo, do protocolo
é o total de bits |[may|+|ba;y|+---+|ma¢| +|ba;| (a mensagem x tem |x| bits) trocados
no pior caso, isto €, com a instancia que maximiza o total de bits trocados entre as
partes.

A complexidade de comunicacao da funcao f é definida como o custo minimo
assumido dentre todos os protocolos legitimos para o calculo de f. Por exemplo a
funcao f(x,y) =1 se, e s0 se, x = y, tem complexidade de computacao pelo menos n
e testa “x = y?” (Arora e Barak, 2009, teo. 13.4).

Alice e Bob tém um enorme banco de dados, digamos que A = a;a,...a, e B =
bib,...b,, respectivamente, que eles querem saber se sao iguais.

Uma saida trivial é: Alice envia os n bits para Bob, entao Bob verifica se os
dois vetores sao os mesmos e envia o resultado (sim ou nao) para Alice. Toda a
comunicac¢ao usa n+ 1 mensagens de um bit e é o melhor que podemos fazer.

O seguinte protocolo aleatorizado é mais econdmico: encare as sequéncias bina-
rias como a representagao de dois numero na base 2, sorteie um primo nao muito
grande e verifique se esses dois nimeros deixam o mesmo resto quando divididos

pelo nimero sorteado; os restos tém o mesmo tamanho do primo.

1. Alice sorteia um primo p < n?

e manda os | log,(p)|+ 1 bits para Bob;
Alice constréi o polindmio A(x) = aj + ayx + azx? +---+ap,x" !, calcula A(2) e
envia os |[log>(p)] + 1 bits de A(2) mod p para Bob;

2. Bob constréi o polindmio B(x) = by +byx+bzx?+---+b,x"1, calcula B(2) mod p
e compara com os | log>(p)| + 1 bits de A(2) mod p;

Bob manda 1 para Alice se A(2) mod p = B(2) mod p ou 0, caso contrario.

O custo desse protocolo é
2(llog>(p)]+1)+1 < 2logs(n?)+ 2+ 1 < 4(log»(n) + 1) = 4log>(2n)

pois se p < n?, entdo log,(p) < log,(n?).

Tal protocolo erra se A # B, porém A(2) = B(2) (mod p). Por exemplo 1000000, =
64 e 1001011, = 75e 64 mod 11 = 9 = 75 mod 11. Notemos que dentre todos’ os
numeros primos entre 2 e 49, 0 11 é o inico com a propriedade de que 64 mod p =

75 mod p. Se A = B o protocolo nao erra.

72,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43 e 47.
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A probabilidade de erro ¢, entdo, a quantidade de primos < n? que causam erro
dividido pela quantidade de primos < n?.

(i) A quantidade de primos < n? que causam erro: Um primo p causa erro
quando A(2) = B(2) (mod p), ou seja, p divide m := A(2) - B(2). Se m é um in-
teiro positivo, temos do Teorema Fundamental da Aritmética que m = pfl pgz e pi",
onde py,..., px sdo os primos que dividem m. Como p; > 2, temos que m > 2K de
modo que k < log,(m), isto €, m tem no maximo log,(m) divisores primos. Ademais,
m < 2", portanto, concluimos que sao < n divisores de m = A(2) — B(2).

(ii) A quantidade de primos < n?: Aqui usamos uma estimativa de Chebyshev

para 7t(n?), equagao (1.25) na pagina 62,

2
> n
n%)> n(n?)
paratodo n>17.
Usando (i) e (ii)
n In(n?)
P < =
[erro] n2/ln(n?) n

Digamos que Alice esta em alum lugar da Europa, Bob no Brasil e a base de dados
deles tem 1,25 petabytes (PB), ou n = 10'® bits. O tempo necessario para transmitir
1,25 PB de dados da Europa para o Brasil com uma largura de banda de 10 Gbps
(10'° bits por segundo) é 1.000.000 segundos ou 11 dias, aproximadamente.

Por outro lado, o protocolo aleatorizado transmite apenas 2(|log,(n?)|+1)+1 =
215 bits, o que é muito rapido. Entretanto, ha uma chance de erro medida pela

probabilidade, que nesse caso é

321n(10)

_ -16
1006 - 2,31 x107°.

~X

Repetido esse protocolo sorteando 5 primos, a probabilidade de erro cai para, apro-
ximadamente, 10781,

Cabe destacar que canais de transmissao estao sujeitos a erros. As especificagoes
dos hardwares de comunicagao trazem uma taxa de erro de bits. A comunidade
dessa area tem um consenso sobre o que é uma taxa aceitavel, digamos que por
volta 10712, o que significa que para cada 10'? bits transmitidos ¢ esperado que
1 bit seja transmitido incorretamente. O protocolo deterministico, por transmitir
mais dados, esta mais sujeito aos erros de transmissao. Na pratica, para garantir
a integridade dos dados transmitidos, os protocolos de comunicagao usam técnicas
de redundancia e deteccao de erros, como cédigos de correcao de erros (ECC) e

checksums, o que torna o processo ainda mais custoso.
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1.7 ALGORITMOS ALEATORIZADOS

Nos algoritmos aleatorizados o tempo de execugao depende do tempo para os
sorteios realizados. Formalmente (secao ??), consideramos que os algoritmos sor-
teiam bits de modo uniforme e independente, com cada sorteio em tempo cons-
tante, de modo que o sorteio de a € {2 consome tempo proporcional ao tamanho da
representacao binaria dos elementos de €2, isto é, O(log|€2|). Em geral, se log|$2| for
polinomial no tamanho da entrada entdao um sorteio nao afeta a ordem do tempo
de execucao de um algoritmo eficiente e podemos considerar o tempo de um sorteio
como sendo constante.

No teste de identidade polinomial, Algoritmo 1 na pagina 25, por exemplo, o
tempo de execucao depende do tempo para o sorteio do nimero a e do tempo para
computar f(a). O tempo para computar f(a) depende da representacao de f e sera
eficiente se for feito em tempo polinomial no tamanho da representacao de f. Esse
é 0 caso quando o polindmio é dado explicitamente e, assim, o Algoritmo 1 é um
algoritmo probabilistico de tempo polinomial que erra com probabilidade limitada.
Esse tipo de algoritmo, com tempo de execugao deterministico e chance de errar
limitada, é chamado na literatura de algoritmo Monte Carlo.

O algoritmo gerador de nimeros aleatodrios, Algoritmo 2, pagina 44, sempre res-
ponde certo. Em contrapartida o tempo de execugao pode ser diferente em execu-
¢oes distintas com a mesma instancia. Esse tipo de algoritmo é chamado de Las
Vegas.

Dado um algoritmo A e uma instancia x para A, podemos representar as possiveis

computagoes de A com x com uma arvore bindria Ty, (Figura 1.5) em que cada

Figura 1.5: arvore de execugao de A com instancia x.
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ramificagao significa que um sorteio foi realizado, uma computagao c especifica esta
associada a um caminho da raiz até alguma folha (UJ) e ela ocorre com probabilidade
P(c) = 2719 onde |c| é 0 comprimento (nimero de arestas) no caminho.

Para termos um exemplo simples de uma arvore de execugao, vamos modificar
ligeiramente o Algoritmo 1 para que faca até dois sorteios: se no primeiro f(a) #
0 entao pode parar e responder ndo, senao faga mais um sorteio. Além disso, as

instancias sao polindomios de grau no maximo 2.

1 a£{1,2,3,4};

2 se f(a) # 0 entao responda nao.

3 senao

4 a£{1,2,3,4};

5 se f(a) = 0 entao responda nao.
6 senao responda simi.

As computagoes desse algoritmo com entrada (x—1)(x—3) em fungao dos sorteios sao
caracterizadas pelas sequéncias: (1,1,n40), (1,2,ndo), (1,3,sim) e (1,4,ndo), (2,ndo),
(4,nao), (3,1,na0), (3,2,na0), (3,3,sim) e (3,4,nd0), esquematizadas na Figura 1.6.

Dos sorteios independentes decorre que a probabilidade de uma computagao é o

produto das probabilidades no ramo daquela computacgao, logo

1
2

Plerro] =P((1,3,sim))+P((3,3,sim)) =

+

N| -
N|
N~

nao

sim nao sim nao sim nao sim nao
Figura 1.6: arvore de execucao do algoritmo acima com entrada (x —1)(x — 3).

Definimos o modelo probabilistico discreto (€24 ,, ) com o espago amostral for-
mados pelos caminhos ¢ na arvore de execugao e a medida 271l em que c € (2, €

um ramo da arvore e |c| o numero de arestas em c.

Exercicio 1.75. Verifique que para quaisquer dois ramos distintos de Ty , vale que
a sequéncia binaria de um ramo nao pode ser prefixo da sequéncia de outro ramo.
Prove que p = ¥ . 2719 < 1. Nessa situacdo, p é a probabilidade com que A com

instancia x termina a computagao?
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Por fim, registramos que ha, ainda, algoritmos aleatorizados que tém probabili-
dade de errar e tém probabilidade de demorar muito pra terminar e que em algumas

referéncias sao chamados de Atlantic City.

Amplificagao Para problemas de decisao, aqueles que respondem “sim” ou “nao”
como no Algoritmo 1, a probabilidade de sucesso pode ser amplificada.

Os algoritmos Monte Carlo ainda sao classificados em duas classes: de erro unila-
teral, que s6 erra uma das repostas, ou de erro bilateral, que erra nas duas respostas.

Para algoritmos Monte Carlo de erro unilateral, com probabilidade de erro < ¢,
podemos usar a estratégia de repeti¢cdes independentes para atingir um limiar 6 para
o erro. Se A é um algoritmo Monte Carlo que erra nas respostas “sim”, entao em t
rodadas do algoritmo com a mesma entrada o erro s6 se da se todas as t respostas
forem “sim”, pois qualquer resposta “nao” esta correta, é definitiva. A probabilidade

de erro serda no maximo & para todo t tal que €' < §, portanto,

. log(1/9)

> m = O(log(1/9)).

ProposicAo 1.76 Dados 6 € (0,1) e A um algoritmo Monte Carlo de erro unilateral,
com O(log(1/9d)) repetigcoes de A temos um algoritmo Monte Carlo de erro (unilateral) no

madximo o. O]

No caso de erro bilateral nenhuma das duas respostas é definitiva, a estratégia é

repetir o algoritmo t vezes e devolver a resposta de maior ocorréncia.

ProposicAo 1.77 Dados 6 € (0,1) e A um algoritmo Monte Carlo de erro (bilateral) no
madximo 1/5, com O(log(1/0)) repetigoes de A temos um algoritmo Monte Carlo de erro

(bilateral) no mdximo d. O]

DemonsTrRAGAO. Em t repeticoes de A a resposta final esta errada se menos que t/2
das repeticoes respondem corretamente. Usando o Exercicio 1.51, a probabilidade
de erro é no maximo (1 —1/5)*, portanto, com O(log(1/8)) repeticoes de A temos um

algoritmo Monte Carlo de erro no maximo o. ]

Exercicio 1.78. Nao ha nada de especial na escolha de 1/5 na probabilidade de erro,
para conseguirmos amplificar o erro precisamos de probabilidade de erro menor
que 1/2. Prove a proposi¢ao acima para A algoritmo Monte Carlo de erro (bilateral)

no maximo 1/2 — ¢ para € € (0,1/2) fixo (dica: Exercicio 1.52).

Desaleatorizagao Os bits aleatorios que um algoritmo usa para resolver um pro-

blema é um recurso que queremos otimizar.
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Todo algoritmo aleatorizado pode ser desalatorizado. Se um algoritmo aleato-
rizado resolve um problema computacional usando O(r(n)) bits aleatoérios, entao
simulamos o algoritmo 2°("(") vezes, uma para cada sequencia de bits aleatério e
sem usar sorteio. Por exemplo, no caso ilustrado na Figura 1.6, simular todos os
sorteios corresponde a percorre todos os ramos da arvore e responder “nao”, que é a
resposta da maioria.

Assim, o objetivo da desaleatorizagao é reduzir ou eliminar o uso de sorteios
porém sem penalizar muito os outros recursos. Um caso notdrio é a desaleatorizacao
do Teste de Primalidade de Agrawal-Biswas (secao 3.1.6) que resultou no primeiro
teste de primalidade deterministico de tempo polinomial.

Ha varias técnicas de desaleatorizagao e veremos algumas neste texto. Nao se co-
nhece uma técnica que desaleatorize qualquer algoritmo aleatorizado sem penaliza-
lo muito com relacao ao tempo de execugao. Esse é um problema importante da

Complexidade Computacional.

1.7.1 CORTE-MiINIMO EM GRAFOS

Um grafo G é dado por um par de conjuntos (V,E) em que V é finito, é o conjunto
dos vértices de G, e E C (\2/) O grau de um vértice x € V em G é a quantidade de
arestas de E a que x pertence. Se contamos o namero de pares (v, e) € V x E tais que
v € e temos, pela definicao de grau, que a quantidade de pares é a soma dos graus
dos vértices. Por outro lado, cada aresta é composta por dois vértices de modo que
a quantidade de pares é 2|E|. Esse resultado quase sempre é o primeiro teorema nos
textos de Teoria dos Grafos: em todo grafo, a soma dos graus dos vértices é duas vezes o
nuimero de arestas do grafo. Nesta secao assumimos, sem perda de generalidade, que
os grafos sao sobre os vértices V=1{1,2,...,n} para algum n.

Um subconjunto de arestas de um grafo G = (V,E) da forma
V(A) ::{{u,v}eE: ueAe VEK}

€ chamado de corte definido por A em G.

Exemplo 1.79. A Figura 1.7 abaixo mostra um grafo G e um corte de arestas V(A)
definido por A ={0,1,2,7,8}, o qual é formado pelas arestas (em azul na figura)
{0,4},{0,5},{1,3},{1,6},{8,3},{6,8},{5,7},{6,7}, {2,3}, {2,4} que cruzam a reta
vertical pontilhada. %

Um corte minimo em G é um corte com
mincut(G) := min{ |V(A)|: d=EAG V}
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Figura 1.7: o corte definido por {0, 1, 2,7,8} sao as arestas em azul.

arestas.
No grafo do Exemplo 1.79, o corte definido por {2} é minimo, assim como o

definido por {7}. O problema em que estamos interessados é enunciado como segue.

Problema computacional do corte minimo em um grafo (MIN-cuUT):

Instancia: um grafo G.

Resposta: o tamanho de um corte minimo.

A seguir responderemos uma versao de decisao desse problema: dados um grafo
G e um inteiro positivo k, responda sim se mincut(G) < k, responda ndo caso contra-
rio.

Para explicar um algoritmo probabilistico para esse problema, precisaremos de
uma defini¢ao mais geral de grafo. Em um multigrafo as arestas formam um multi-
conjunto no qual entre um par de vértices pode haver mais de uma aresta®.

Seja M um multigrafo. Para qualquer aresta e de M definimos por contragcao da
aresta e a operagao que resulta no multigrafo com os extremos da aresta e identifica-
dos e as arestas com esses extremos removidos, o multigrafo resultante ¢ denotado
por M/e (veja uma ilustracao na Figura 1.9).

A ideia do algoritmo para decidir se mincut(G) < k é repetir as operagoes
1. sortear uniformemente uma aresta,
2. contrair a aresta sorteada,

até que restem 2 vértices no multigrafo. As arestas multiplas que ligam esses 2
vértices sao arestas de um corte no grafo original. Os proximos paragrafos ilustram
a ideia do algoritmo que sera apresentado em seguida; para facilitar a compreensao
mantemos nos rotulos dos vértices todas as identificacoes realizadas.

Considere o grafo G representado pelo diagrama da Figura 1.8. A Figura 1.9

8Formalmente, um multigrafo é definido por uma terna (V,E, ¢) onde V e E sdo conjuntos e ¢: E —

(\2/) associa a cada aresta um par de vértices.
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2—3
/ \
0
\ /
4 —5
Figura 1.8: exemplo de um grafo.

abaixo representa uma sequéncia de trés contracoes de arestas, a aresta que sofre

a contragao esta em vermelho. Se no altimo multigrafo da Figura 1.9 contraimos a

2 == 3 2,3
23 D€ /
/ { ( \6 (/\6 <>\6
1 6
475 1’4—5 Ny s T

Figura 1.9: 4 multigrafos que representam uma sequéncia 3 trés contracoes de
aresta. A contragao da aresta vermelha resulta no multigrafo a direita. Para manter

o registro das contragoes acumulamos os rétulos nos vértices.

aresta dos vértices representados por 1,4,5 e por 2,3, entao o multigrafo resultante
dessa contra¢ao, mostrado na Figura 1.10(a), corresponde ao corte definido por A =
{6} no grafo original G. Esse corte em G tem duas arestas e € um corte minimo.
Por outro lado, se identificarmos os vértices representados por 2,3 com 6, entao o
multigrafo obtido corresponde ao corte definido por A = {2,3,6} em G e que tem 4

arestas, como na Figura 1.10(b).

1,4,523 6 2,3,6

1,4,5

(a) (b)

Figura 1.10: dois resultados possiveis para contragao a partir do altimo multigrafo
da Figura 1.9. Em (a) o resultado da contracao da aresta de extremos 1,4,5 e 2,3.
Em (b) o resultado da contragao da aresta 2,3 com 6. Ambos correspondem a um

corte no grafo original G.

74



Exercicio 1.80. Seja G um grafo. Prove que apds uma sequéncia qualquer de con-
tragoes de arestas de G, um corte no multigrafo resultante corresponde a um corte
no grafo original. Conclua que a sequéncia de operagoes realizadas, sortear aresta e

contrair a aresta sorteada até que restem 2 vértices, determina um corte em G.

Sejam G = (V,E) um grafo com n vértices e C = V(A) um corte minimo em G.
Vamos mostrar que a probabilidade do algoritmo que descrevemos encontrar o corte
C é pelo menos (g)_1 = Q(n~?). De mincut(G) = |C| o grau minimo de um vértice em
G é pelo menos |C|, portanto, G tem pelo menos |C|n/2 arestas.

O espago amostral nesse caso é dado pelas sequéncias de n — 2 arestas distintas
que correspondem as escolhas aleatdrias do algoritmo. O algoritmo executado sobre
G encontra o corte minimo C = V(A) se nas n — 2 rodadas somente contrai arestas
com ambos 0s extremos em A, ou com ambos extremos em A.

Denotemos por B; o evento “a i-ésima escolha aleatoria, a aresta e;, nao esta em

C”. A probabilidade de escolher uma aresta de C na primeira escolha aleatéria é

o _ a2

IE(G)] S [Cln/2 " n

logoP(B;)>1- % Agora, denotemos por G; o grafo resultante da primeira rodada
de contracoes. A probabilidade de escolher uma aresta de C na segunda escolha,

dado que na primeira escolha nao ocorreu uma aresta de C é

€] |C] 2

<
[E(Gy)l " ICl(n—-1)/2  n-1

pois o multigrafo tem n—1 vértices e grau minimo pelo menos |C|, logo

P(By[B;)>1-

(n-1)

e, genericamente, na i-ésima escolha a probabilidade de escolher uma aresta de C

dado que até agora nao foi escolhida uma aresta de C é

i-1
2 -i—-1
P B, n—i
1

Bj 2 1 — - = - .
) n—-i+l1 n-i+1
j:
A probabilidade de nenhuma aresta escolhida ser de C é P(B;NB,N---NB,,_5) e
pela Regra do Produto (Exercicio 1.24, pagina 30), temos que

i=1

n-2

A=) m

i=

Este algoritmo, devido a Karger (1993), recebe um grafo G com pelo menos 3 vér-

tices e um inteiro positivo k, e responde sim ou ndo. Quando o algoritmo responde
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sim é porque foi descoberto um corte com até k arestas, portanto, o corte minimo
tem tamanho no maximo k. Por outro lado, a resposta ndo significa que o algoritmo
nao achou um corte com até k arestas, o que nao significa que o grafo nao o tenha,

portanto, a resposta ndo pode estar errada.

Instancia: um grafo G com n > 3 vértices e k € N.

Resposta: sim caso mincut(G) < k, senao ndo com probabilidade de erro

<1/2.
1 repita
2 i« 0O;
3 Go < G;
4 repita
5 e & E(G;);
6 Giy1 < Gi/e;
7 i—i+1;
8 atéque i=n-2;
9 se |[E(G,_>)| < k entao responda sim.

10 até que complete (3) rodadas;

11 responda ndo.

Algoritmo 9: corte minimo.

Acima provamos o seguinte resultado.

ProposicAo 1.81 Seja G um grafo com pelo menos trés vértices. Fixado um corte minimo
C em G, a probabilidade do Algoritmo 9 determinar C no lago da linha 4 é pelo menos
1/(5). O

Agora, vamos determinar a probabilidade de erro.

TeorReMA 1.82 Dados G e k instancia do Algoritmo 9, se mincut(G) < k, entdo
- 1
P[erro| = P[resposta ndo | < —.
e

DEMONSTRAGAO. Se G tem um corte com no maximo k arestas, entao a probabilidade

do algoritmo nao encontrar um tal corte em nenhuma das iteragoes do lago na linha

(1 _(ig))(Z).

Da sequéncia decrescente (1 — (1/n))” convergir para e ! (veja (s.8) no apéndice)

1 é no maximo

temos que qualquer subsequéncia converge para o mesmo valor
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e 1sso prova o teorema. O

O numero de instrugdes executadas no laco mais interno desse algoritmo é O(|E|) =
O(n?). Contando as execugdes do lago externo siao O(n?) instrucdes executadas. A
contracao de uma aresta pode ser feita em O(n). Notemos que se o numero de roda-
das dado pela condi¢ao na linha 10 for ¢(5) entdo a probabilidade de erro é menor
que e~¢. Nesse caso, pra £ = clogn a probabilidade de erro é n™ e o custo (tempo) é
O(n°logn).

1.7.2 VERIFICACAO DO PRODUTO DE MATRIZES

Nesta secao veremos um algoritmo que recebe as matrizes A, B e C e verifica o
produto A- B = C realizando menos operagdes aritméticas que o o melhor algoritmo

conhecido até hoje realiza para determinar o produto A - B.

Problema computacional do teste de produto de matrizes:

Instancia: matrizes A, B, C quadradas de ordem n sobre um corpo.

Resposta: sim se AB = C, caso contrario nao.

Esse teste pode ser feito com custo O(n3) usando o algoritmo usual (escolar) para o
produto de matrizes. Um dos algoritmos mais eficientes conhecidos é o de Coppersmith-
Winograd (veja em Knuth, 1981), que realiza o produto de duas matrizes n x n

perfazendo da ordem de n®37®

operagoes aritméticas. O algoritmo aleatorizado de-
vido a Freivalds (1977) apresentado a seguir decide se AB = C com O(n?) operagdes
aritméticas, mas pode responder errado caso AB = C.

A ideia do algoritmo de Freivalds para esse problema é que se AB = C entao
(vA)B = vC para todo vetor v e esse tltimo teste tem custo da ordem de n? operagoes
aritméticas. Porém, se AB = C entao ¢ possivel termos (vA)B = vC, por exemplo,
caso v seja nulo. O que conseguimos garantir é que se o vetor v é aleatério entao tal
igualdade ocorre com probabilidade pequena.

Por exemplo, sejam

1 2 3 36 9 14 13 20 14 13 20
A=|4 5 6|eB=|1 2 1|, AB=|35 40 59|eC=|10 20 10
7 8 9 313 56 67 98 56 67 98

de modo que AB = C. Consideremos v um vetor binario. Para v = (O 1 O) temos

VAB=0(14 13 20)+1(35 40 39)+0(56 67 98)=(35 40 39)

vC=0(14 15 13)+1(10 20 10)+0(56 67 98)=(10 20 10)
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portanto, vVABC # vC, enquanto que para v = (0 0 1) temos

VAB=0(14 13 20)+0(35 40 39)+1(56 67 98)=(56 67 98)

vC=0(14 13 20)+0(10 20 10)+1(56 67 98)=(56 67 98)

portanto, vVABC = vC.

De fato, vAB = vC para todo v € {0, 1} cuja segunda coluna seja 0, isto é, para
ve{(o 0 0),(0 0 1),(1 0 0) (1 0 1)}

vale a igualdade, para qualquer outro vetor binario vale a diferenca vAB # vC. Nesse
exemplo a probabilidade de erro quando sorteamos v é 4/8 = 1/2. Se escolhermos as
coordenadas do vetor v dentre {0, 1,2} entao 9 dos 27 vetores farao essa estratégia

falhar, ou seja, a probabilidade de erro é 1/3.

Instancia: matrizes A,B,C quadradas de ordem n.
Resposta: nao se AB # C, caso contrario sim com probabilidade de erro no

maximo 1/2.
1ve {0,1}"™;
2 se (VA)B = vC entao responda sim.

3 senao responda nao.

Algoritmo 11: teste de produto de matrizes.

O produto v(AB) é uma combinacgao linear das linhas de AB com coeficientes em
v, assim como vC. Se AB = C, entao ha k linhas em que AB e C diferem, para algum
ke {l,...,n}, e se as coordenadas do vetor v que sao os coeficientes corresponden-
tes a tais linhas forem O, entao teremos v(AB) = vC; isso ocorre com probabilidade
(1/2)k < 1/2, pois k > 0.

ProposicAo 1.83 Sejam A,B,C matrizes n x n com entradas de um corpo. Se AB = C
entdo Pyeqo 10 [(VA)B = vC] < 1/2. O

A técnica a seguir nos da outra estratégia para o calculo da probabilidade de erro

desse algoritmo e € Gtil em outras situagoes (Mitzenmacher e Upfal, 2005).

Principio da decisao adiada Muitas vezes um experimento probabilistico é mo-
delado como uma sequéncia de escolhas aleatorias independentes. O principio da
decisao adiada diz que podemos optar pela ordem com que as escolhas sao feitas,
adiando as escolhas mais relevantes para efeito de calculos. Aqui, ao invés de uma
escolha uniforme v € {0,1}" podemos considerar uma escolha de cada coordenada
de v de modo uniforme e independente em {0,1}. Com a hipdtese de que AB = C a

ultima escolha fica definida.

78



Outra prova da Proposigdo 1.83. Assumamos que cada coordenada de v € {0,1}" é
sorteada com probabilidade 1/2 e independentemente uma das outras. Sejam A, B e
C matrizes como acima e D := AB — C matriz nao nula. Queremos estimar P[vD = 0].

Se D=0 e vD =0, entao existem ¢ e c tais que dg . # 0 com Zle vjd; . =0, assim

podemos escrever

1
VgZ——Zdej’C (126)

e se consideramos que cada coordenada de v foi sorteada independentemente, po-
demos assumir que v;, para todo i # ¢, foi sorteado antes de v, de modo que o lado
direito da igualdade (1.26) acima fica determinado e a probabilidade de sortear v,
que satisfaca a igualdade é ou O, caso o valor da direita nao esteja em {0,1}, ou 1/2
caso contrario. Portanto, P[vD =0]=P[vAB =vC] < % O

Desaleatorizacao Agora, vejamos nosso primeiro exemplo de desaleatorizagao. O
algoritmo a seguir (devida a Kimbrel e Sinha, 1993) para o problema “AB = C?” tem
custo O(nz), erra com probabilidade < 1/2 mas usa exponencialmente menos bits
aleatorios.

O numero de bits aleatdrios utilizados no teste de Kimbrel-Sinha é [log>(2n)],

enquanto que o algoritmo de Freivalds usa n bits aleatorios.

Instancia: matrizes A,B,C quadradas de ordem n.
Resposta: nao se AB = C, caso contrario sim com probabilidade de erro no

maximo 1/2.
1 x & {1,2,...,2n};
2 Ve (1 x x° ... x”_l);
3 se (vA)B = vC entao responda sim,

4 senao responda ndo.

Algoritmo 12: teste de Kimbrel-Sinha para produto de matrizes.

Vamos assumir que AB = C e supor que existam n escolhas em {1,2,...,2n}, de-
notadas xi, x»,..., X, todas distintas entre si, para as quais (vA)B = vC. Com essas

escolhas formamos a matriz de Vandermonde

1 X1 Xl2 e X1 n-1
1 x X2‘2 ... X2n_1
V =V(x1,%2,...,%X,) = )
1 x, x,° x," !
Se para cada linha
v(x;) = (1 Xj  Xj Xin_l)



dessa matriz vale que (v(x;)-A)-B =v(x;)-C, entao VAB = VC, o que implica AB = C
pois V é invertivel, contrariando AB # C. Portanto, no caso em que AB = C, temos
que o algoritmo responde errado em no maximo n— 1 escolhas de x € {1,2,...,2n}.
A probabilidade de erro € a probabilidade de escolher uma das no maximo n—-1

escolhas ruins descritas no paragrafo acima e é menor que n/m < 1/2.

1.7.3 IDENTIDADE POLINOMIAL REVISITADA

Para descrevermos o caso geral do problema de testar a igualdade de polinomios
comecamos com algumas defini¢des para evitar ambiguidades. As interpretagoes de
um polindmio podem variar dependendo do contexto matematico em que ele é con-
siderado. Na interpretacao funcional, um polindmio é visto como uma fungao que
associa a cada valor de uma variavel x um valor correspondente, geralmente dentro
dos nimeros reais ou complexos. Por exemplo, o polindmio p(x) = 2x? —3x +1 é
interpretado como uma funcao que toma um valor x e retorna p(x), o que permite
a analise de graficos, zeros da fung¢ao, e comportamento assintético. Por outro lado,
na interpretagao algébrica, um polindémio é visto como um elemento de uma estru-
tura algébrica, como um anel ou um corpo. Nesse caso, o polindmio p(x) é tratado
como uma expressao formal, onde x € uma indeterminada e nao assume valores nu-
méricos, mas é manipulada simbolicamente dentro do anel dos polindmios. Esta
interpretacao é fundamental em algebra abstrata, onde se estuda a fatoragao, di-
visibilidade, e outras propriedades estruturais dos polindomios. Assim, enquanto a
interpretacao funcional foca no comportamento do polindmio como uma fungao, a
interpretagao algébrica trata o polindmio como um objeto simbolico em um contexto
mais geral e abstrato.

Um polindmio nas variaveis xq, X»,...,x, € uma expressao finita da forma, dita
canonica,

Z Cil,iz,...,inxil ng X (1.27)
(i1,i2,0e0ri)
Os coeficientes c;, ;, . ; do polindmio sao tomados de um corpo, por exemplo Q, R, C
e Zp, ou de um dominio de integridade, por exemplo Z. Os expoentes iy, ip,..., i, sa0
inteiros nao negativos. O conjunto de todos os polindmios nas variaveis xq, xo,..., X,
com coeficientes no corpo F é denotado por F[xy, x5,..., x,]. Uma expressao da forma
cxi1 xéz ..o X" & um monémio.

O grau total do polindomio p dado pela equagao (1.27), denotado por d(p), é o

maior valor de iy +i +--- +i, dentre todos os indice para os quais c;, ;, ; #0eo

grau em x;, denotado 8Xj(p), ¢ o maior valor de i; tal que ¢;, ;, ; #0.
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O que é “p=g?” Como vimos na secao 1.2.2, temos de fato dois problemas com-

putacionais aqui:
(1) decidir se, como fungoes, p(xq, X2,..., X,) = q(x1,X2,...,X,) €

(2) decidir se p(xq,x2,...,%,) € q(x1,X2,...,X,) escritos na forma canOnica tém os

mesmos coeficientes.

Essa distin¢ao muitas vezes passa desapercebida porque se o polinomio é avaliado
em um corpo infinito, como os nimeros reais ou complexos (ou mesmo num do-
minio de integridade como Z), entao as duas nog¢oes coincidem. Nos corpos finitos
pode acontecer de polindomios distintos determinarem a mesma funcao polinomial
como, por exemplo, os polindmios 0 e x”—x que sdo diferentes, mas como fungdes de
77 em 7 sdo iguais pois x’ = x (mod n) pelo Pequeno Teorema de Fermat (Teorema
3.2, pagina 156).

Certamente, (2) implica (1). Em corpos infinitos como Q, R e C e em corpos
finitos que contenham uma quantidade suficientemente grande de elementos (|F| >
d(p)) vale que (1) implica (2) e isso segue do Teorema 1.84 abaixo. Portanto, sob a
hipétese de que |F| é suficientemente grande os problemas ezt e pit descritos acima
sao equivalentes.

p = g, para dois polindmios p,q € F[xq,x,...,x,], se os polindmios sdo iguais
quando escritos na forma canonica. Por exemplo, a seguinte identidade entre expres-
sOes algébricas que correspondem a polindmios é verdadeira (ambas sao o determi-

nante da matriz de Vandermonde)

n

Zsinal I_[ (o(j)—o(i)) ]_[Xic(i)_1= I_[ (xj = x;)

o€S, 1<i<j<n i=1 1<i<j<n

onde S,, é o conjunto de todas as permutagdes o: {1,2,...,n} —>{1,2,...,n}.

A solugao trivial de obter o polindmio na forma canonica a partir de uma expres-
sao algébrica esta fora de questao pois € uma tarefa que pode ser muito custosa. Por
exemplo, o polindmio [ [; ¢;.;<,(X;—x;) escrito como combinagao linear de mondmios

resulta numa expressao da forma

Z Z12Zp " Z(nzl)Z(g)
onde z € {x;, x;} para cada par 1 <i<j < (5), com a soma de 2" parcelas. Cada par-

cela tem tamanho da ordem de n? termos, totalizado uma expressao com tamanho

da ordem de n°2", ou seja, exponencialmente maior que a expressao original.
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O que é “dado p”? Vamos descartar a possibilidade dos polindmio serem dados
na forma canonica, isso torna o problema trivial. Quando nos referirmos a uma

instancia do problema computacional, “dado p”, significa

(1) o polinébmio é dado como uma caixa-preta para a qual fornecemos a € F" e
recebemos p(a), as tnicas informacgoes explicitas que temos sao o numero de
variaveis n, um limitante superior para o grau do polindmio e uma descri¢ao
de IF;

(2) ou é dado explicitamente por uma expressao aritmética, como um determi-
nante por exemplo, ou, mais concretamente, como um circuito aritmeético.
Nesse caso, deduzimos o numero de variaveis n, um limitante superior para

o grau e faz parte do algoritmo avaliar p(a).

p(x,y)

y

Figura 1.11: exemplo de um circuito aritmético que computa p(x, y) = x° — y°

A definigao precisa de circuito aritmético é dada no capitulo 4. Por ora, basta
sabermos que é analogo aos circuitos l6gicos, mas que nas portas “logicas” sao re-
alizadas as operagoes do corpo (veja um exemplo na Figura 1.11). O tamanho do
circuito é dado pela quantidade de portas aritméticas. O grau do polindomio dado
por um circuito é no maximo 2%, em que t é o tamanho do circuito, e esse polindmio
é avaliado numa entrada x simulando-se o circuito em tempo polinomial em t.

A estratégia do algoritmo probabilistico para esse problema é idéntica ao caso de
uma variavel, sorteamos n niumeros e avaliamos o polindomio nessa n-upla. Notemos
que ndo ha uma generalizagao imediata do Teorema Fundamental da Algebra pois,
por exemplo, um polindémio sobre um corpo como QQ e com varias variaveis pode
ter um numero infinito de raizes, como é o caso de x; x,. A estratégia é baseada no

seguinte teorema.

TeOREMA 1.84 (TEOREMA DE DEMILLO-LIPTON-SCHWARTZ-ZIPPEL) Sejam T um corpo
(ou dominio de integridade), p € F[xy,...,x,] um polindomio nao nulo com grau total
d > 0e S CF finito e nao vazio. Entao

d
P [p(rA,...,r)=0]< —.

I‘l,...,l‘nERS |S|
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Esse resultado foi descoberto varias vezes e de modo independente (DeMillo e
Lipton, 1978; Schwartz, 1979; Zippel, 1979, dentre outros).

Em uma variavel (n = 1) o Teorema 1.84 segue do Teorema Fundamental da
Algebra, pois p tem no maximo d(p) = d raizes. Se n=2e k = d,(p), entdo podemos
reescrever p como

p(x1, x2) = A(x1)x5 + B(xq, x2)

com polinémios A € [F[x; ] de grau total d(A) < d—k e B € F[xy, x,] de grau d,,(B) < k.
Assim, se r € S é uma raiz de A, entao p(r,x>) = B(r, x) tem menos que k raizes.
Portanto, a quantidade de pares (1, r») € S? com r raiz de A é no maximo 9(A)-|S| <
(d—k)|S|. Agora, se r € S nao é uma raiz de A, entao p(r, x,) = A(r)x’g +B(r, x2) é um
polindmio em 1 variavel e, portanto, tem no maximo k raizes. Se denotamos por R,

o conjunto das raizes de p em S?, entdo temos
IRp| < [{(r,r) € S%: A(n) =0} U{(r, 1) € S?: A(r) = 0}| < (d = K)IS|+KIS| = A(p)IS|-

Essa é uma estimativa justa, o polindmio (x; — x»)° — 1 de grau total 2 no corpo F3
tem raizes (0,1), (1,0), (2,1), (1,2), (0,2) e (2,0), ou seja, 6 = 2 - 3 raizes.

O argumento que acabamos de descrever é indutivo, provamos o caso de duas
variaveis usando o caso de uma variavel. Podemos, sem muita dificuldade, generali-
zar o passo acima para provar Teorema 1.84, deixamos a demonstracao para o final
dessa secao.

Com o Teorema 1.84 n6s podemos resolver probabilisticamente o problema de
identidade polinomial. Suponha que nos seja dado um polinémio p(xy,...,x,) de
grau total d < |F|. O algoritmo sorteia ny,...,r,, em S CIF (ou em F) finito e suficien-
temente grande, computa p(n,...,r,) e decide, de modo que a probabilidade de erro
€ no maximo d/|S|.

O algoritmo para polindomios de varias variaveis é uma adaptagao simples do

Algoritmo 1 e é como segue.

Instancia: d>0e p(xy,...,x,) de grau total no maximo d.
Resposta: nao se p# 0, caso contrario sim com probabilidade de erro no

maximo 1/2.
1 paracadai€{0,...,n—1}faca x; & {1,2,...,2d};
2 se p(xi1,X>,...,X,) %0 entao responda nao.

3 senao responda sim.

Algoritmo 13: identidade entre polinomios.

A probabilidade de erro do Algoritmo 13 segue do teorema de Schwartz—Zippel.
Assumindo p nao nulo, um algoritmo que escolhe aleatoriamente xi,...,x, em S =

{1,2,...,2d} e decide baseado no teste p(xy,...,x,) = O erra com probabilidade no
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maximo d/|S| = 1/2. Repetindo k vezes o algoritmo, se p # O entdo o algoritmo
responde sirm somente se nas k iteracoes (independentes) foi sorteada uma raiz de p

cuja probabilidade é
1 k
<= .
Plerro] < ( 2)

O problema da igualdade de polindmios, tanto na versao caixa-preta, aquele
em que o polinomio é dado implicitamente, quanto no modelo nao-caixa-preta é
bastante estudado por causa do impacto desse problema tando em temas teéricos
quanto em temas praticos da computagao, é um problema central em Complexi-

dade Computacional e para Projeto de Algoritmos.

Problema computacional do teste de identidade polinomial (prt):

Instancia: um polindmio p de n variaveis sobre F.

Resposta: sim se p € identicamente nulo, ndo caso contrario.

A solugao probabilistica proposta para o pit é de tempo polinomial desde que o
polinémio tenha grau limitado e que seja possivel avaliar o polindmio nos valores do
conjunto S com cardinalidade igual ao dobro do grau. Entao, se ¢ dado p como um
oraculo, o polindmio pode ser avaliado de forma eficiente por definigao, se € p como
uma férmula aritmética ou circuito, entao pode ser avaliado eficientemente percor-
rendo o circuito. Nao se conhece algoritmo deterministico de tempo subexponencial

para este problema.

Problema 1 (p1T). Existe um algoritmo deterministico para piT que
executa um numero de operagoes em F que é polinomial no tama-
nho do circuito aritmético?

O desafio é projetar algoritmos deterministicos para PIT, ou, menos ambiciosa-

mente, reduzir a quantidade de aleatoriedade necessaria para resolver o problema.

Prova do Teorema 1.84 A prova do teorema é uma consequéncia do seguinte re-

sultado.

LEMA 1.85 (LEMA DE SCHWARTZ) Sejam IF um corpo, S C F finito e p € F[xq, x5,..., X, ] um
polinémio nao nulo. Entdo, a quantidade de n-uplas (ry,...,r,) € S" tais que p(ry, ..., rm) =

0 é no mdximo d(p)-|S|"~ 1.

DemonsTrAgA0. Por indugao em n > 1. Pela dedugao acima a base, n = 1, vale.
Vamos provar o passo da indugao. Assumimos que para n > 2 fixo, todo polindmio
g nas variaveis xq,..., x,_1 tem no maximo d(q)-|S|"? raizes em S"~!. Vamos mostrar

que p € F[x1,..., x,] tem no maximo d(p) - |S|"~! raizes em S".
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Podemos supor sem perda de generalidade que d,_(p) = k>0 e com isso podemos

escrever

P(X1-- s X1, Xp) = gj(le--'an—l)'X{;r

~ﬁ.
Pl
5™

Definimos os conjuntos

Rp=1{(x1,..., Xp_1,%,) €S": p(X1,..., Xp_1,Xp) = 0}

Rg, ={(a1,...,an-1,x,) €S": gi(ay,...,an-1) = 0}.

Pela hipétese indutiva g, tem no maximo d(g) - |S|"~2 raizes em S"~!, portanto,
Rg,| < 3(gi)-1SI"2IS| = A(gi) - IS|"*.

Em R, \ R, temos os pontos (ay,...,a,_1,x,) € R, tais que gy(ay,...,an-1) # 0,
portanto p(as,...,a,_1,X,) € um polindmio em x, de grau k, logo tem < k raizes.
Dai, [R, \ Rg, | < k|S|™!. Portanto,

IRl = IRg | +IRp \ R, | < (3(gi) + K)ISI" < A(p) -S|
é a estimativa procurada para o nimero de raizes de pem S". O

Exercicio 1.86. Resolva o problema da verificacao do produto de matrizes, apresen-
tado na se¢ao 1.7.2, usando teste de identidade de polindomios. Em particular, use o
Teorema 1.84 para provar que se sorteamos v € S uniformemente, para um S ade-
quado, entao P[vAB = vC] < 1/[S|.

Exercicio 1.87. Considere a seguinte adaptacao no protocolo da secao 1.6: Alice es-
colhe (sem sorteio) um primo p € [n?,2n?] (tal primo sempre existe pelo Postulado
de Bertrand®. Alice sorteia a € {0,1,2,...,p— 1}, calcula A(a) mod p e manda p,
e A(a) mod p para Bob. Bob calcula B(a) mod p e manda para Alice se A(a) = B(a)
ou nao. Qual o custo de comunicagao do protocolo? Demonstre, usando teste de
identidade de polindmios, que tal protocolo erra com probabilidade < 1/n. Qual
a estimativa para a probabilidade de erro quando p € [n¢,2n¢| para uma constante
c>2.

Observagao 1.88. No caso em que I é finito e o grau do polindomio é maior que |F|
é possivel resolver o problema numa extensao do corpo F. No caso de dominios
infinitos, como o Z, podem ocorrem numeros muito grandes de modo a influenciar o
custo para a avaliacao do polindmio, o que pode ser resolvido, na versao com circuito

aritmético, usando aritmética modular (através do resultado do Exercicio 1.67).

9Existe pelo menos um nimero primo p com n < p < 2n para todo n > 3.
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1.8 O JANTAR DOS FILOSOFOS, UM CASO NAO-ENUMERAVEL

Nessa secao vamos considerar um problema de computacao distribuida cuja so-
lugao probabilistica tem espago amostral nao enumeravel. O jantar dos filésofos,
originalmente proposto por Dijkstra em 1965, ilustra o problema de alocagao de

recursos em sistemas distribuidos.

Cinco filésofos estao reunidos para um jantar em torno de uma mesa
circular. A vida de um filésofo consiste basicamente em pensar. En-
quanto esta pensando, um filésofo nao interage com os outros filésofos,
entretanto, o filésofo acaba por sentir fome em algum momento. Para se
alimentar, ele dispoe de um prato de macarrao que nunca se esvazia, um
garfo a sua esquerda e um garfo a sua direita, mas o macarrao encontra-
se de tal forma oleoso que é impossivel comé-lo com apenas um garfo,
sendo necessarios dois. Um fil6sofo pode pegar apenas um garfo de cada
vez e é impossivel utilizar um garfo que esteja sendo utilizado por um
vizinho. Uma vez que um fil6ésofo tenha dois garfos ele se alimenta, de-
volve os dois garfos e volta a pensar. Um fil6sofo faminto e que nao seja
capaz de pegar seus dois garfos todas as vezes que tente pega-lo entra em

inanigao.

Em suma, um filésofo opera indefinidamente no ciclo: pensar, tentar comer, comer.
Para comer um fildsofo necessita de acesso exclusivo a dois recursos, cada um deles
é compartilhado com um vizinho.

O problema computacional consiste em projetar um protocolo que represente os
filosofos e os garfos de maneira apropriada, para que se comportem como as entida-
des descritas no enunciado. O protocolo deve garantir que os filésofos comam. Esse
problema nao tem solucao deterministica, entretanto apresentaremos uma solugao
probabilistica devida a Lehmann e Rabin (1981).

O tratamento que daremos a ambos os topicos, computacao distribuida e espago

nao enumeravel, sera um tanto informal.

Espago produto O modelo probabilistico para esse problema envolve um espago
amostral equivalente ao de lan¢ar uma moeda infinitas vezes. Se temos dois espagos
de probabilidade (€21, A1,P1) e (25,.45,P5) 0 espago produto tem espago amostral
Q21 x25 mas o espago de eventos nao é simplesmente .4, x.A5, mas sim a menor!® o-

algebra que contém todos os produtos de eventos A; x A, que denotamos por A; ®

10F a intersecgdo de todas as o-algebras de ©2; x Q2,. Note-se que a interseccio de o-algebras de

7 x2, é uma o-algebra de 21 x 2.
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A5. No produto, a medida de probabilidade é tal que P(A; xA5) = P1(A1)P>(A3)
para todos A; € Ay e A, € A,. O espago de probabilidade (€27 x 25,4, ® A5, P) é o
espago produto.

Essa definicao pode ser estendida para o produto de varios espagos, até uma
quantia infinita enumeravel deles, com 2 =[],Q,e A=®,A, é a menor o-algebra

que contém os eventos
Ap XA X X A X1 X Qo X o

para todo inteiro positivo k, para todo A; € A;, para todo inteiro positivo i. E possivel

demonstrar que ha uma tnica medida de probabilidade [P que satisfaz
P(A1 XAz A X Qpn X Qe x-+) = P1(A1)P(A2) - Pr(Ag).

Exemplo 1.89. Consideremos o espaco amostral formado por todas as sequéncias
binarias
{0,1)N:= {(bg, by, bs,...): b; €{0,1} (Vi)}.

Denotemos por Cy a familia de todos os eventos de {0,1}N cuja ocorréncia é de-
cidida pelos k primeiros bits das sequéncias. Por exemplo, as sequéncias tais que
b1 # b, e b3 =0 é um elemento de C3; o evento “dois zeros nos sete primeiros langa-
mentos” é um elemento de C;. Dado subconjunto B C {0, 1 }¥ definimos Bq C {0, 1}
por

Bo := {(bo, by, bs,...): (by,bs, ..., by) € B

O conjunto B pode ser identificado com B x {0, 1}V, temos B € Cy e todo elemento
de Cy pode ser escrito dessa forma para algum B C {0,1}k. A familia C, é uma
o-adlgebra de subconjuntos de {0,1}N, para cada inteiro positivo k, e no jargao de
Probabilidade, esses sao chamados de eventos cilindricos. Notemos que Cy C Cyyq €

que o evento “nao ocorre 1” nao pode ser expresso por nenhuma dessas familias.

C:= UCk

k>1

Agora, fazemos

a familia dos eventos cuja ocorréncia é decidida por um namero fixo de bits iniciais.
A familia C ndo é uma o-4lgebra de subconjuntos de {0,1}N pois se tomamos By o
conjunto das sequéncias com b, = 1 entdo temos By € C, mas | J, By ¢ C. Entretanto,

C é uma dlgebra de subconjuntos de {0,1}V, isto é, satisfaz:
(i) @ éum elemento da familia,
(ii) ocomplemento de qualquer elemento da familia também pertence a familia e

(iii) auniao de quaisquer dois elementos da familia pertence a familia.
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Um teorema famoso, conhecido como Teorema de Extensao de Carathéodory nos

diz que toda fun¢ao P: C — [0, 1] que satisfaz
(i) P{O,1}Ny=1e
(ii) P(U,Bn) =2 ,P(B,), para {B,},cn elementos disjuntos da algebra,

pode ser estendida de maneira tinica para uma medida de probabilidade sobre a me-
nor o-algebra que contém a algebra C.

Definimos uma fung¢ao P de acordo com as hipdteses do paragrafo anterior do
seguinte modo. Todo A € C é da forma B x {0,1} para algum B C {0,1}k, para

algum natural k. Nesse caso,
Bl

2k’
Essa defini¢ao é consistente (veja Exercicio 1.105 no final desse capitulo) e ainda

P(A): (1.28)

vale P({0,1}N) = 1 (por qué?). A funcao P é enumeravelmente aditiva (veja o Exer-
cicio 1.106 no final do capitulo), portanto, pode ser estendida para uma medida de
probabilidade P sobre a menor o-algebra que contém C.

Nesse espago de probabilidade os pontos amostrais tém probabilidade zero. Dado

(bg, b1, bs,...) €{0,1}N, definimos o evento
Ex := {(wg, w1,...) €{0,1}N: w; = b; para todo j < k}

para todo natural k, logo (bg, b1, by,...) = (\en Ex € @ probabilidade do ponto amos-
tral é o limite de P(E,) quando k — oo pela continuidade de P. Usando a equagao
(1.28) essa probabilidade é lim,_,.,(1/2)f = 0. Como consequéncia da aditividade,
eventos enumeraveis tém probabilidade O.

Esse espaco de probabilidade que acabamos de definir é equivalente a distribui-
¢ao uniforme no intervalo [0, 1], descrito no Exemplo 1.11, pagina 15. Para os deta-
lhes dessa construcao e da equivaléncia convidamos o leitor a consultar o capitulo 1
de Billingsley (1979). O

Defini¢oes preliminares dos processos “filosofos” No modelo que usamos, com-
putacao distribuida é a computacao é realizada pela execu¢ao de um conjunto de
processos concorrentes, cada processo executa um algoritmo. Cada filésofo corres-
ponde a um processo e seu algoritmo define as a¢oes dos filosofos.

Uma agdo atomica é qualquer conjunto de instrug¢oes de um algoritmo distribuido
executadas de modo indissociavel, nenhum outro processo executa instrucao en-
quanto uma ag¢ao atomica nao termina.

Varidveis representam os garfos e sao compartilhadas, sendo cada garfo mode-

lado por um espaco de memoria acessivel apenas aos processos que representam os
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filésofos que o compartilham. Pegar e devolver um garfo sao mudangas no valor de
uma variavel e o acesso as variaveis é uma acao atomica, um filésofo verifica se um
garfo esta disponivel e, caso disponivel, o pega sem que seja incomodado por algum

de seus vizinhos nesse interim. Ademais,

é garantido que sempre que um processo requisita o contetido de uma varidvel comparti-

lhada, ele acabara por recebé-lo em algum momento futuro.

Um escalonamento é uma funcao que define, a partir do comportamento passado
de todos os processos, o proximo processo a efetuar uma acao atomica. Conhecer
o passado dos processos inclui conhecer os resultados de sorteios aleatdrios passa-
dos, as memorias compartilhadas e privadas dos processos. Nao ha nenhum tipo
de hipodtese em relagao as taxas de atividade de cada processo. Nao esta excluida
a possibilidade de que o escalonamento seja malicioso e trabalhe contra a solugao,
fazendo o maximo possivel para impedir que os fil6sofos se alimentem. Um escalo-

namento é justo se
todos os processos sdo ativados um niimero infinito de vezes

quaisquer que sejam os resultados de sorteios aleatérios. Daqui em diante s6 consi-
deramos escalonamentos justos.

Uma solugdo para o problema do jantar dos fil6sofos deve ser

* distribuida: nao ha um processo controlador ou uma memoria central com a

qual todos os outros processos possam se comunicar;

* simétrica: todos os processos devem executar o mesmo algoritmo e todas as
variaveis tém a mesma inicializagdo. Além disso, os processos ignoram suas

identidades.

O objetivo é encontrar um protocolo de agao que, respeitando as restri¢des acima,

garanta que os fil6sofos se alimentem.

Nao ha solugao deterministica Suponha que exista uma solu¢ao distribuida e si-
meétrica e vamos definir um escalonamento que impega os filéosofos de se alimenta-
rem.

Sem perda de generalidade, podemos enumerar os processos de 1 a n. O esca-
lonamento ativa cada um dos processos por uma acao atomica, ordenadamente, e
repete essa ordem de ativagao indefinidamente. Dado que os processos se encon-
tram inicialmente no mesmo estado, a simetria é preservada a cada rodada de n
ativacoes e dado que é impossivel que todos os filésofos estejam se alimentando

simultaneamente, esse escalonamento impede que todos os fildsofos se alimentem.
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Uma computagao em deadlock é uma computagao em que existe um instante t no

qual um filésofo esta tentando comer, mas a partir do qual nenhum filésofo come.

TeorREMA. Nio existe uma solugao distribuida e simétrica para o problema do Jantar dos

Filosofos que seja livre de deadlock.

Solugao probabilistica O que impede uma solugao deterministica para o pro-
blema do jantar dos filoésofos é a simetria entre os processos. Para quebrar a simetria,
vamos equipar os filésofos com moedas, permitindo que escolham aleatoriamente
qual dos dois garfos tentarao pegar. A cada instante t o processo ativo tem a sua dis-
posi¢ao um bit aleatério b, com probabilidade 1/2 de ser qualquer um dos dois va-
lores e de modo que em instantes distintos os valores dos bits sao independentes. O
espaco amostral {0, 1}N é formado de todas as sequéncias binarias w = (bg, by, b>,...).
Esse espaco nao é enumeravel e usaremos o tratamento descrito acima.
Consideraremos o caso de n > 3 filoésofos, denotados por P, para 1 < i < n,
mas sem que eles reconhecam qualquer identidade e dispostos na ordem (ciclica)
P, P>, P5,...,P, no sentido anti-horario. Os filésofos se comportam da maneira des-
crita pelo Algoritmo 15, no qual representamos por O o garfo da esquerda, por 1 o

garfo da direita e as linhas sao instrugoes atomicas.

-

enquanto verdadeiro faga

2 pense;

3 ¢ & {0,1};

4 se garfo ¢ disponivel entao pegue o garfo ¢, senao va para linha 4;

5 se garfo 1 — ¢ disponivel entao pegue o garfo 1 — ¢ e va para linha 7;

6 | devolva o garfo ¢ e va para linha 3;

7 coma;
8 devolva um garfo;
9 devolva o outro garfo.

Algoritmo 15: algoritmo dos Filosofos

Um escalonamento S e uma sequéncia infinita de bits w = (b; € {0,1}: i eN)
definem uma, e s6 uma, computagao, que € uma sequéncia infinita de a¢oes atomicas
do Algoritmo 15

comMp(S,w) := ((a, P, b);: teN)

em que a é a acao atomica efetuada pelo filésofo P no instante t para a qual ha a

disposi¢ao um bit aleatério b = b, € {0,1} que pode ser usado ou nao.
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Fixamos um escalonamento (justo) S. A sequéncia aleatéria w induz uma distri-
buicao de probabilidade no espaco de todas as computagoes. O objetivo é demons-
trar que no sistema dos filésofos com algoritmos aleatorizados a probabilidade de
ocorréncia deadlock é zero. Em particular, fixado S temos que w € {0, 1}N define se a
computacao estd ou nao em deadlock de modo que {w € {0, 1}N: comp(S, w) em deadlock}
é um evento aleatorio pois depende de uma quantidade finita de bits iniciais de w.

Se um fil6sofo P pega garfo apenas um namero finito de vezes, entao a partir de
algum instante t nao pega mais os garfos e, além disso, seu vizinho a esquerda P,
sempre tem o garfo que compartilham disponivel. Vamos supor que P, pega garfo
infinitas vezes e provar que com probabilidade 1 ele se alimenta infinitas vezes.
Basta provarmos que P, sorteia a garfo esquerdo infinitas vezes com probabilidade
1. De fato, se P, sorteia o garfo esquerdo, ele o pega assim que estiver disponivel
e come, pois o da direita sempre estara disponivel e uma espera indefinida pelo
garfo esquerdo nao ocorre pois nesse caso ele pegaria os garfos apenas um namero
finito de vezes. Sortear o garfo esquerdo um namero finito de vezes depende de um
numero finito de coordenadas iniciais de w, de modo que o evento E das compu-
tagoes comp(S,w) em que P, sorteia o garfo esquerdo um numero finito de vezes é
enumeravel, portanto de probabilidade O.

Entao, em um computagao em deadlock nao pode ocorrer (na verdade, ocorre com
probabilidade 0) o evento “um filésofo pega garfo finitas vezes e seu vizinho pega
infinitas vezes” porque o vizinho certamente comera.

Ademais, em uma computacao em deadlock nao é possivel que todos os filoésofos
peguem algum garfo um numero finito de vezes (por qué?).

A partir dos dois paragrafos acima concluimos o seguinte.

ProposicAo 1.90 Numa computagiao em deadlock todos os fildsofos pegam algum dos

seus garfos um niimero infinito de vezes com probabilidade 1. ]

Lembremos que em cada instante da computag¢ao um bit aleatério pode ou nao
ser usado pelo processo da vez. Para um instante t fixo temos um sequéncia for-
mada pelos bits aleatorios que foram de fato usados por algum dos processos (no
sorteio de um garfo). Chamemos essa sequéncia de configuragao de sorteios aleatorios
e chamemos duas configuracoes A e uma posterior B de disjuntas caso entre A e B

todos os filosofos utilizaram pelo menos um sorteio.

LEMA 1.91 Numa computagao em deadlock, se para um dado instante t a configuragao
de sorteios aleatdrios jd efetuados é A, entdo com probabilidade 1 haverd num momento
futuro uma configuracao B disjunta de A em que o ultimo sorteio de algum filosofo foi o

garfo esquerdo e o 1iltimo sorteio de seu vizinho a direita foi o garfo direito.
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DemonsTrRAGAO. Numa computagao em deadlock, todos os filésofos pegam algum
dos seus garfos um numero infinito de vezes com probabilidade 1 pela Proposigao
1.90.

Se A e B sao duas configuragoes disjuntas e subsequentes entao, no instante que
ocorre B, a probabilidade com que o ultimo sorteio de cada filésofo sejam iguais
é 2(1/2)" = 1/2"1. Agora, se consideramos um intervalo de k configuracdes dis-
juntas subsequentes a partir de uma dada configuragao, digamos A;,A;;1,...,Ajx, a
probabilidade de que todos os filésofos tenham sorteado o mesmo valor em todos
os respectivos ultimos sorteios que antecedem imediatamente alguma configuracao
Aj,comi<j<i+k,éde (1/2”_1)". A probabilidade desse evento ao longo da com-
putacdo é lim,_,(1/2""1)k = 0, assim a partir de qualquer configuragao A surgira,
com probabilidade 1, uma configuragao disjunta B tal que, considerando o ultimo
sorteio de todos os filésofos, havera algum filésofo que sorteou O (garfo da esquerda)

e seu vizinho a direita sorteou 1 (garfo da direita). O]

LEMA 1.92 Seja F um segmento inicial finito de uma computacdo composto por t ins-
tantes e tal que no instante t temos: (i) tanto Py quanto P> (seu vizinho a direita) estdo
tentando comer, (ii) o uiltimo sorteio de Py foi o garfo esquerdo e o ultimo sorteio de P foi
o garfo direito. Seja C = compP(S, w) uma continuagdao de F. Nessas condigoes, em C pelo
menos um dentre Py e P> se alimenta antes da proxima configuragao disjunta da atual

com probabilidade 1.

DemonsTrAagAo. No instante t os filosofos P; e P> estao tentando comer, P; sorteou
0 e P> sorteou 1 (estao na linha 4 do Algoritmo 15), entao antes do proximo sorteio

cada um deles pode se encontrar em um dos seguintes estados:
1. o filésofo esta esperando que o garfo sorteado seja disponibilizado, ou
2. o filosofo esta em posse do garfo sorteado.

Se algum dos filésofos, dentre P; e P>, esta no estado 2 entao um deles ird comer
antes do proximo sorteio. De fato, no caso em que tanto P, quanto P> se encontram
no estado 2 o proximo filésofo a ser ativado ira se alimentar antes do seu proximo
sorteio pois encontrara o garfo compartilhado pelos dois disponivel. No caso em
que P; se encontra no estado 2 e P, no estado 1, se P; for o proximo dentre os dois
a ser ativado, ele encontrara o garfo compartilhado disponivel e comera antes de
ter feito algum sorteio; se P, for ativado, ele pode tanto permanecer no estado 1 e
voltamos para a condicao inicial, quanto progredir para o estado 2 e recaimos no
caso anterior. Finalmente, o caso em que P; se encontra no estado 1 e P> no estado 2

é analogo ao anterior.
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Por outro lado, no caso em que ambos os filésofos se encontram no estado 1, antes
de algum sorteio de algum deles, um devera avangar para o estado 2 e recaimos nos

casos acima. ]

Com as propriedades dadas nos lemas acima provaremos o resultado final desse
capitulo. Seja S um escalonamento justo. Denotemos por D o evento “a computacao
comp(S,w) esta em deadlock” e suponha que P(D) > 0. Podemos entao nos referir
as probabilidades dos eventos condicionados ao deadlock. Pelo Lema 1.91, com pro-
babilidade 1 ocorre uma sequéncia infinita, digamos Ay, A,,...,A,,..., de configura-
¢Oes disjuntas de sorteios aleatdrios satisfazendo as hipoteses do Lema 1.92, donde
tiramos que algum fil6sofo come entre A, e A, 1, para todo n, com probabilidade
1. Chegamos entao a conclusao de que, condicionado ao evento “computagao em
deadlock”, computacoes livres de deadlock tém probabilidade 1. Desta maneira, a

ocorréncia de deadlock deve ter probabilidade zero.

TeorReMA 1.93 Para todo escalonamento S justo, comp(S, w) estd em deadlock com pro-
babilidade O. O

1.9 EXERCICIOS

Exercicio 1.94. Um algoritmo para testar se n é da forma aP

é com segue: seja k
tal que 2571 < n < 2K, entdo uma b-ésima raiz de n pertence ao intervalo 2Lk=1/b] <
nl/b < 211 faca uma busca binaria nesse intervalo. Descreva o algoritmo, verifique
que usando a estratégia do Algoritmo 7 a poténcia x* pode ser calculada em tempo

b

O((ylog(x))?) e conclua que testar se n é da forma a® com a estratégia acima tem

tempo de execucio O((log n)3).

Exercicio 1.95. Dados inteiros mqy, my,...,me > 1, sejam m = myms---my e m; =
m/m;. Para a € Z,,, mostre como computar a™,a,...a™ com O(log(k)log(m))

multiplicagoes.

Exercicio 1.96. Dez dados equilibrados sao lan¢ados. Supondo que os resultados sao
independentes, use o principio da decisao adiada para determinar a probabilidade

da soma dos resultados ser divisivel por seis.

Exercicio 1.97. Um baralho comum de 52 cartas é embaralhado de modo que a dis-
posicao final é qualquer uma dentre as 52! possibilidades com igual probabilidade.
Denote por E o evento “a carta do topo é de espadas”, que ocorre com probabilidade
1/4. Use o principio da decisao adiada para provar que P(F) = P(E) para F o evento

“a quarta carta a partir do topo é espada”.
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Exercicio 1.98. Um baralho comum de 52 cartas é embaralhado de modo que a dis-
posicao final é qualquer uma as 52! possibilidades com igual probabilidade e em
seguida é dividido em 13 montes de 4 cartas cada. Todo monte tem um tnico rétulo
tomado em {A,2,3,...,9,10,J, Q,K} arbitrariamente. No primeiro movimento abri-
mos uma carta do monte K e o resultado indica o préximo monte donde abriremos
uma carta e assim por diante seguimos. O jogo acaba quando uma jogada indica
abrir a carta de um monte vazio. Use o principio da decisao adiada para provar que

a probabilidade de abrirmos todas as cartas do baralho é 1/13.

Exercicio 1.99. Prove que se o la¢o da linha 1 no algoritmo para corte minimo, Al-
goritmo 9 na pagina 76, for executado n?[log(n)] vezes, entdo a probabilidade do

algoritmo nao encontrar um corte de tamanho < k é menor que 1/n.

Exercicio 1.100. Na solugao probabilistica para o pit, Algoritmo 13, qual é a proba-
bilidade de uma resposta errada em k repeti¢oes (independentes) do algoritmo se as

escolhas aleatdrias sdo garantidas ser sem repetigao.

Exercicio 1.101 (emparelhamento perfeito em grafos bipartidos). Seja G = (AUB,E) um
grafo com |A| = |B| = n e todas as arestas em E tem um vértice em A e o outro em B,

isto € G é um grafo bipartido. Defina a matriz de adjacéncias A = (a; ;) pondo

X
ai,j = ,
0 caso contrario.

sef{a;, b;} ek

ilj 7 J

Um emparelhamento M em G é um subconjunto de E formado por arestas nao adja-
centes, isto é, eNd = @ para quaisquer arestas e, d € M distintas. O emparelhamento
M é dito perfeito se |M| = n.

Prove que G tem um emparelhamento perfeito se, e somente se, det(A) = 0 (como
polindmios). Escreva um algoritmo baseado no teorema de Schwartz—Zippel que
determina um emparelhamento perfeito caso exista. Analise a probabilidade de

erro e o tempo de execugao do algoritmo.

Exercicio 1.102. Seja G um grafo bipartido e F := {My,M,,...,M,} o conjunto dos
emparelhamentos perfeitos de G. Tome p: E(G) — {1,...,2|E|} uma atribuigao de
pesos escolhidos uniformemente e independentemente para as arestas de G e defina
o peso de um emparelhamento como a soma dos pesos de suas arestas. Na matriz A
do Exercicio 1.101 tome x; ; = 2P(3P). Suponha, sem perda de generalidade, que M;
é 0 unico emparelhamento de peso minimo. Prove que a maior poténcia de 2 que
divide det(A) é o peso de M;. Prove que para cada aresta {a;, b;}, o determinante

irYj
da matriz resultante da eliminacdo da linha i e da coluna j de A vezes 2P(@i-b;)~p(M1)
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¢ impar se, e somente se, {a;, b;} € M;. Baseado no Lema do Isolamento (Exerci-
cio 1.58), escreva um algoritmo probabilistico que ou devolve um emparelhamento

perfeito ou falha. Analise seu algoritmo.

Exercicio 1.103. Escreva um algoritmo aleatorizado que recebe um inteiro M > 2 e
devolve uma escolha aleatéria uniforme N € {1,...,M— 1} tal que mdc(M,N) = 1.

Analise o algoritmo.

Exercicio 1.104 (Arvind e Mukhopadhyay (2008) e Klivans e Spielman (2001)). Prove
a seguinte versao do Lema do Isolamento (Exercicio 1.58, pagina 50). Sejam C,e
constantes positivas e {) ;¢;x;} uma familia de formas lineares distintas em que
0 < ¢; < C sao inteiros para todo i. Se cada x; é escolhido aleatoriamente em
{0,1,...,Cn/e}, entao existe uma tnica forma linear de valor minimo com probabili-
dade 1—¢. Use esse resultado para dar um algoritmo probabilistico para o problema

da identidade de polindmios.

Exercicio 1.105. Prove que a defini¢ao de probabilidade dada na equagao (1.28), pa-
gina 88, é consistente, isto é, se existem B C {0,1}k e B’ C{0,1}K, com k = K/, tais
que A :=Bx{0,1}N=B"x{0,1}N, entao P(A) definido na equacao (1.28) coincide nas

duas representagoes de A.

Exercicio 1.106. Em geral, a parte dificil da aplicacao do teorema de Carathéodory
(descrito informalmente na pagina 88) é provar que a fun¢ao que se quer estender
¢ enumeravelmente aditiva. O que se faz, normalmente, é provar que a fungao é
finitamente aditiva e continua no sentido da secao 1.1.3. Prove que se [P é nao-

negativa, finitamente aditiva e P(2) = 1 entao sao equivalentes
1. P é uma medida de probabilidade.

2. Paratoda sequéncia decrescente (A,: n > 1) de elementos de A tal que ()1 A, =

@ vale que lim,_,,P(A,)=0.
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