Lista 2 — Algoritmos Probabilisticos [JD 24-3]

Exercicio 1 (varidveis geométricas nao tém memoria). Sejam X ~ Geom(p) uma variavel aleatéria, t > 0 e n > 1 dois

numeros inteiros. Prove que P[ X=n+t | X>t]=P[X=n]equeP[X>2n+t|X>t]=P[X > n].

Exercicio 2. Prove as seguintes propriedades para variaveis aleatérias discretas.
1. SeP[X<Y]=1lentaioEX KEY.
2. SePlag< X< b]=1lentdioa<EX < b.
3. SeX>0eEX =0entao P[X=0]=1.

Exercicio 3. Seja T uma permutacdo de {1,2,...,n}. Para todos 1 < i < j < n o par (i,j) determina um inversao de 7 se

(i) > 7(j). Determine o nimero esperado de inversdes numa permutacao escolhida ao acaso.

Exercicio 4. Sejam U e M conjuntos finitos. Uma familia de func¢des H € MY que quando munida da medida uniforme
satisfaz

1
heIE’I;H[h(u):i]: ™ para todo u e U e para todoieM (1)

nao ¢é suficiente para garantir um bom comportamento da familia de fun¢des de hash numa tabela de espalhamento.

Verifique que a familia H formada pelas |M| fun¢des constantes satisfaz (1).

Exercicio 5. Projete um algoritmo aleatorizado que recebe uma lista de n nameros e devolve o k-ésimo maior elemento da
lista. O nimero esperado de comparagoes deve ser < cn para alguma constante positiva c (dica: use o particionamento

do quicksort).

Exercicio 6. Dado um conjunto de n nimeros e um real positivo ¢, uma e-aproximacao da mediana é um elemento cujo
posto (posi¢ao considerando os mesmo elementos em ordem crescente) esta no intervalo [(1 —€)n/2,(1 +€)n/2]. Projete
um algoritmo aleatorizado para computar uma 1/2-aproximac¢do da mediana de um vetor com n elementos com tempo
de execucdo O(log nloglogn) e probabilidade de erro 2n~? (dica: amostre e ordene).

Exercicio 7. Na se¢do 3.1.2 foi dito que se uma tabela de espalhamento usa uma fungao aleatdria escolhida numa familia

2 entdo

universal, entao o nimero esperado de colisdes para S fixo é (5)(1/m) = n(n—-1)/(2m) de modo que se m = n
E C < 1/2 e nao ha colisdao com probabilidade pelo menos 1/2. Portanto, se S é um conjunto fixo (estatico) podemos
sortear uma funcdo até que encontremos uma que nao ocasiona colisdes para elementos de S. Escreva um algoritmo
aleatorizado que dado S encontra uma fungao de hash h perfeita. Determine a complexidade desse algoritmo. E possivel

usar o método das esperancas condicionais nesse caso?

Exercicio 8. Sejam X e Y variaveis aleatorias discretas e reais. Prove que para qualquer fun¢do h: Y(€2) - R
E (X-E[X[Y])* <E (X-h(Y))*
ou seja, E[X| Y] é a funcdo de Y que melhor aproxima X no sentido de ter o menor erro quadratico médio. Agora, prove

que vale a igualdade se, e s se, existe uma fun¢ao g: Y(£2) — R tal que g(Y) = E[X| Y] com probabilidade 1.

Exercicio 9. Suponha que temos uma fonte de bits aleatérias que responde O com probabilidade p € (0,1) e responde
1 com probabilidade 1 — p, independentemente. Escreva um algoritmo que usa essa fonte responda O ou 1 uniforme e
independentemente. Calcule o tempo esperado de execu¢ao em fungao de p.

Exercicio 10. Prove que se distribuimos ao acaso n bolas em m caixas com a condi¢do que n < (2/e)mln(m), entdo com

alta probabilidade o maior nimero de bolas em uma caixa é
41n(n)
ln( % ln(n)) '



