5
Skip Treap and Streaming

5.1 Skip list

Uma skip list (Pugh, 1989) é uma estrutura de dados para represen-
tar conjuntos dindmicos que usa aleatoriedade para obter, em tempo
esperado, desempenho comparéavel ao de uma arvore de busca ba-
lanceada’, com a vantagem de ser mais simples de implementar e de
manter.

Numa skip list mantemos um conjunto S de n elementos distintos
de um universo U dotado de ordem total. Os elementos de S sdo
mantidos em uma lista ligada ordenada, a lista do nivel 0, denotada
S0 (So = S). Dada alista S; donivel i > 0, a lista do nivel i +
1, denotada S; 1, € um subconjunto aleatério de S; no qual cada
elemento de S; é escolhido com probabilidade 1/2, com as escolhas
independentes. A lista S;;1 é ordenada e cada elemento seu tem um
apontador para a sua copia imediatamente abaixo, no nivel S;. No
altimo nivel, digamos H (é uma varidvel aleatéria) temos Sy = @. A
estrutura tem os niveis 0,1, ..., H, dos quais sé o tltimo é vazio.

Além dos elementos de S mantemos dois sentinelas em cada nivel,

—o00 no comego e 400 no fim de cada lista (inclusive da vazia Sg),
que ndo pertencem a U. Todas as listas sdo duplamente ligadas. Um
apontador topo aponta para o sentinela —oo do nivel H. A Figura 5.1
descreve um exemplo.

As operagodes de diciondrio sdo descritas a seguir.

busca: Dado x € U, a busca devolve um apontador para o maior
elemento de Sy menor ou igual a x. Assim, devolve o préprio x se
x € S; caso contrério, devolve o antecessor de x caso x estivesse
em S, e 0 préoximo elemento de Sy é 0 menor elemento maior que
x. A busca comeca em topo. Em cada nivel, enquanto o préximo
elemento da lista é menor ou igual a x, a busca avanca por ele;
quando o préximo é maior que x, ela desce um nivel pela cépia
abaixo, e termina quando ndo é possivel descer, isto é, no nivel

* Uma arvore bindria balanceada é uma
drvore com raiz r cujas subdrvores
esquerda e direita satisfazem algum
critério de balanceamento como, por
exemplo, a diferenca entre as alturas
ser de no méximo 1. Um critério bom
garante que a altura da rvore é loga-
ritmica no ntimero de elementos, o que
faz uma busca ser rdpida. Em contra-
partida, toda alteragdo exige o esforgo
de recompor o balanceamento.
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Figura 5.1: exemplo de
uma skip list com 6 niveis

que representa o conjunto
{11,23,39,41,55,63,67,68,99}.

0. O ultimo né visitado em cada nivel i é o maior elemento de S;
menor ou igual a x. A Figura 5.2 destaca um exemplo na estrutura
da Figura 5.1;

Figura 5.2: O caminho da busca

por 55 na skip list da Figura 5.1.

insergdo: Dado x € U, a insercdo coloca x no lugar apropriado da
estrutura caso ele ndo esteja. Supondo x ¢ S, uma busca por x
determina, para cada nivel 7, o dltimo né a; visitado nele, que é
o antecessor de x nesse nivel; esses nés sdo guardados durante a
busca. Inserimos x em Sy logo depois de a9. Em seguida jogamos
uma moeda: se der cara, inserimos uma cépia de x no nivel 1
logo depois de a4, ligada a cépia de baixo, e jogamos outra moeda
para decidir se ha inclusdo no nivel 2, e assim sucessivamente
até sair coroa. Se a replicacdo chega a um nivel que ainda ndo
existe, criamos esses niveis (com sentinelas) e mais um nivel vazio
no topo, de modo que o dltimo nivel continue vazio; assim, H (o
indice do udltimo nivel) pode aumentar numa insercao;

remogdo: Dado x € s, uma busca por x passa por todas as copias de x,
da mais alta, no nivel k(x), até a do nivel 0. Cada cépia é retirada
de sua lista usando os apontadores para o elemento anterior e o
seguinte, que é o motivo de as listas serem duplamente ligadas.
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Depois, eliminamos os niveis do topo que ficaram vazios; se x
era o Unico elemento dos r niveis mais altos ndo vazios, entio H
diminui de r.

Em cada uma das operagdes, o custo é proporcional ao compri-
mento do caminho percorrido pela busca, que tem as H descidas
mais os passos horizontais. Essas quantidades sdo varidveis aleato-
rias, e dependem da estrutura sorteada.

Como E|S;| = n/2 fica abaixo de 1 quando i > log, 1, esperamos
que H ~ log, n e que nos niveis mais altos os nés sejam muito espar-
sos, de modo que uma busca caminha pouco na horizontal em cada
um dos niveis mais altos e, no total, a quantidade de passos de uma
busca seja de ordem logaritmica no tamanho do conjunto.

Observemos que sortear as listas nivel a nivel, ou jogar moedas
a cada inserc¢do, produz a mesma distribuicdo de alturas e que a re-
mocdo de um elemento ndo afeta as alturas dos demais. Por isso,
nas andlises seguintes supomos que a sequéncia de opera¢des ndo
depende dos sorteios feitos pela estrutura. Vamos estudar essa estru-
tura de dados e, para isso, comegamos definindo alguns parametros
importantes.

A altura de x, para todo x € S, é denotada por h(x) e é o namero
de sorteios realizados na inser¢do de x. Assim, h(x) ~ Geom(1/2).
Além disso, h(x) também é o numero de cépias de x:

x € S; se, e somente se, i < h(x).
A altura da skip list S é

H = maxh(x)
x€S
com Sy = &. No exemplo da Figura 5.1, h(11) =1 e h(67) =5 = H.
De h(x) ~ Geom(1/2) temos

P[h(x) = t] =27 = P[h(x) > {] (5.1)

para todo inteiro t > 1. Como x € S; equivale a hi(x) > i e as alturas
sdo independentes,

|S;| ~ Binomial(n,27").

Podemos calcular a esperanca de H, que é uma varidvel aleatéria
inteira positiva, pela Proposigdo 2.6

EH =) P[H > i]
i20
:i]P[H>i]+ Y P[H >i], m = |log,n). (5.2)

i=0 i>m
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No primeiro somatério limitamos, trivialmente, cada termo por
P[H >i] < 1. No segundo, usamos a subaditividade e a equa-
¢do (5.1), para obtermos

P[H>i] <P < Y P[h(x) > i] =n27",

x€eS

U [r(x) > ]

xes
para cada i. Agora, Yo, 2 =2 Y, 27  =2—(2—-27") =271,
e juntando as estimativas

EH<m+1+n) 27" =m+14+n2"" <m+3, (5.3)
1>m
em que a ultima desigualdade vale porque m > log, n — 1 implica
2" > n/2,isto é, 27" < 2. Ou seja, como intuimos alguns para-
grafos acima, de fato a estrutura tem altura esperada logaritmica no
numero de elementos de S (como numa &drvore balanceada de busca)

EH < log,n+ 3.

Mais que isso, a altura é logaritmica no ntimero de elementos de S
com alta probabilidade.

Como h(x) é inteira, para « € R vale h(x) > a se e somente se
h(x) > |a], logo

P[h(x) > 2log, (1) + 1] = 27 [2log2(m+1] < p=2logy () — ;=2
(pois |a] +1 > a) e, pela subaditividade,
P| | J[h(x) >2logyn+1] | < )_ P[h(x) >2log, n+1]

xes xeS

1 1
<”'ﬁzﬁr (5.4)

ouseja, H < 2log, n + 1 com alta probabilidade. Note que, nas
contas acima, s6 usamos a distribui¢do marginal de cada h(x), e ndo a
independéncia das alturas.

Proposicao 5.1: A altura é logaritmica com alta probabilidade

Se S é uma skip list para um conjunto com # elementos entdo a
altura H = H(S) satisfaz

EH < log,n+3 P[H > 2log,n +1] .

O TAMANHO DA ESTRUTURA
Seja N := 2(H + 1) + Y., |S;| o ntimero de nés na skip list (cada
nivel tem dois sentinelas). Como todo x € S tem h(x) copias,

H

Y ISil =} h(x).

i=0 x€S
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Da linearidade da esperanga, da igualdade acima e de Eh(x) = 2,

EN =2EH+2+ ) E(h(x)) =2n+2EH+2 (5.5)
x€S
e como EH < log,n + 3, temos EN = (2+0(1))n. Mais que isso,
EN = O(n) com alta probabilidade. De fato, }_,cgh(x) é soma de n
varidveis Geom(1/2) independentes (cada elemento é sorteado com
moedas proprias). Para a = 2, a cota exata de Chernoff para soma de
geométricas, equacio (4.24), dd

Y h(x) > 4n] < <2<§)3>" = (;g)n < (0,6)" < e 057

xeS

P

portanto, temos Y_,cs (x) < 4n com probabilidade < exp(—n/2) e,
pela Proposicdo 5.1, 2H + 2 > 4log, n + 4 com probabilidade < 1/n.
Como N < 4n +4log, n + 4 < bn para todo n > 24, temos N > 5n
com probabilidade pelo menos 1 — 1/n — exp(—n/2), uma skip list
que representa um conjunto com # elementos usa espago O(n).
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Como |S;| = O parai > H, a soma
Y1 1Si| coincide com ¥~ |S;|, e

a linearidade se aplica. Ja o termo

2(H + 1) dos sentinelas depende de H,
que é aleatério; por isso entra EH em
EN (veja o Exercicio 36 no final deste
capitulo).

Proposicao 5.2: O tamanho é linear com alta probabilidade

Se S é uma skip list para um conjunto com 1 elementos entdo o
tamanho N satisfaz

EN=Q2+0(1))n e P[N>5n] :o(i).

5.1.1 O tempo de uma busca

Para determinar o ndmero esperado de passos numa busca sobre
uma skip list vamos limitar o ntimero de comparagdes em dois grupos
de niveis: os mais altos e os mais baixos. Em cada nivel visitado, a
busca compara x com o préximo elemento da lista: se ele é menor

ou igual a x, a busca avanga no mesmo nivel; caso contrario, desce um
nivel (ou termina, no nivel 0). Assim, o nlimero de comparag¢des no
nivel i é o nimero a; de avangos nele mais uma comparagdo, a que
provoca a descida ou o término, totalizando

H
Y (ai+1)
i=0
comparagoes.
Fixado ¢ := |log, 1|, os niveis altos sdo os niveis ,{ +1,...,H e os
niveis baixos 0,1,...,¢ — 1.
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Proposicao 5.3: Comparacoes nos niveis altos

O nimero esperado de comparagdes feitas, durante uma

busca, nos niveis ¢, ..., H de uma skip list com n elementos é
menor que 9.

Demonstragdo. Seja N’ := Y ;~,|S;| o ntimero de c6pias de elementos
nesses niveis (S; = @ para i 2> H). O nimero de comparagdes é

= Z a; | +  niveis visitados
it uma comparacao por nivel

avangos

em cada nivel a busca visita cada né no maximo uma vez, logo o
ntmero total de avancos nesses niveis é no maximo N’. O nimero de
niveis visitados é no maximo H —¢+1. Se H > ¢, os niveis ¢,..., H —
1 sdo ndo vazios, e entdo H — ¢ < N’; s6 o nivel H, vazio, ndo é
contado em N'’. Cada nivel visitado contribui com uma comparacdo
além dos avangos, de modo que o niimero de comparag¢des nos niveis
=>0é

<K N+(H-(+1) < N+ (N +1)=2N"+1.

Resta estimar EN’. Como x € S; se, e somente se, i < h(x),

cada elemento x tem? (h(x) — £)* c6pias nesses niveis, logo N’ =
Lres(h(x) = £)" e, por (5.1),

E(h(x) - 0)" =Y Plh(x) >i]=Y 27" =2.27C

il il

Como 2! > n/2,valen2=t < 2e, pela linearidade, EN' = 2n 20 < 4.

Logo o ntimero esperado de comparacdes nos niveis mais altos é
menor que 2-4+1=29. O

O segundo passo é estimar o nimero de comparagdes nos ¢ ni-
veis mais baixos, 0, ..., ¢ — 1, onde se concentram a maior parte dos
elementos. A ideia-chave é percorrer o caminho da busca de trds para
frente.

Ideia importante

O caminho reverso: suponha que o caminho da busca de x
termina, no nivel 0, no né y que é o maior elemento de Sy
menor ou igual a x (ou —o0). O caminho reverso comega em y e,
estando em um né v do nivel i, o préximo passo

* sobe, se v tem cOpia no nivel i + 1, isto é, se v € S;q;
1+

* para a esquerda, ao elemento anterior de S;, caso contrario.

2xT =max{x,0}.
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Isso reproduz exatamente o caminho da busca: se v ocorre em
Si+1, entdo v é o dltimo elemento de S; 1 menor ou igual a x,
e a busca chegou a v descendo do nivel i + 1;se v ¢ S;;1, en-
tdo a busca chegou a v avangando no nivel i.

Cada passo reverso para cima corresponde a uma descida e cada
passo para a esquerda, a um avango. O niimero de comparagdes nos

niveis 0,...,¢ —1é
-1

Y (ai+1)=T,

i=0

o niimero de passos do caminho reverso do nivel 0 ao nivel £ (as ¢
subidas e os }_; -y a; passos a esquerda). Se H < /, a busca s6 tem os
niveis 0, ..., H e o nimero de comparagdes é menor.

Qual é a probabilidade de um passo reverso ser para cima? Ela é a
probabilidade de v € S; 1, dado que v € §;, que é 1/2. Além disso, o
caminho reverso nunca visita duas vezes o mesmo par (elemento, ni-
vel), entdo cada passo depende de uma moeda que ainda néo foi exa-
minada (principio das decisdes adiadas?). Logo cada passo é “para
cima” com probabilidade 1/2, independentemente dos anteriores.

Para ir do nivel 0 ao nivel ¢ sdo necessarias ¢ subidas. O niimero
de passos de cada trecho “esquerda, ..., esquerda, sobe” é o ndmero
de moedas até a primeira cara, ou seja, tem distribuigdo Geom(1/2),
com valores em {1,2,...} e média 2.

O caminho reverso pode, porém, alcancar o sentinela —co (ou o
altimo nivel antes de completar as ¢ subidas) e dai em diante s6 sobe,
sem passos horizontais. Imaginando que o processo continua com
moedas ficticias (como nos particionamentos ficticios do quicksort), o

numero T de passos reverso até o nivel ¢ satisfaz
T<G+---+Gy, G; ~ Geom(1/2) independentes,

e, pela linearidade da esperanga, ET < 2¢. O custo esperado nos
niveis mais baixos é, portanto, no maximo 2/.

Teorema 5.1: O tempo esperado de uma busca

O ndmero esperado de comparagdes feitas por uma busca em

uma skip list que representa um conjunto com # elementos é

O(logn).

Demonstragdo. As comparagdes dos niveis 0,...,¢ — 1 tém esperanga
no méaximo 2/, e as dos niveis /, ..., H tém esperanga menor que 9.
Pela linearidade da esperanga, o total é menor que

2|log, n| +9 = O(logn). O
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3 Quando um algoritmo ou uma andlise
depende de muitas escolhas aleatorias,
ndo é preciso sortear todas de antemao.
Podemos sortear cada uma s6 no
momento em que ela é consultada pela
primeira vez. Se a escolha, no momento
da consulta, ainda é uniformemente
distribuida e independente de tudo o
que foi observado até ali, o resultado

é idéntico em lei ao de sortear tudo no
inicio.
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Numa skip list que representa um conjunto S com cardinali-
dade n > 3, para todo x € U fixado, uma busca por x faz mais
de 15log, n comparagdes com probabilidade no maximo 212
Além disso, com probabilidade pelo menos 1 — 3/, toda bus-
ca, por qualquer x € U, faz no maximo 15log, n comparagdes.

| & J

Demonstragdo. Sejam

L :=log, n,
a:= [3L],
c:= [15L].

Seja T o nimero de comparagdes da busca, que é o ntimero de passos
do caminho reverso.
Como T é inteiro, T > 15L implica T > c. Os eventos [H < a] e

[H > a] particionam o espago amostral; logo

[T >15L] C [T > (]

= (T>dn[H>a)U([T>dn[H<ad])
C[H>alU([T>cN[H<a))
e, pela subaditividade,
P[T>15L]<P[H>a|+P([T>c]N[H<a]) (5.6)

Como P[h(x) > a] =27% < 273 = n~3, a subaditividade sobre os 1
elementos da

P[H>a]l< Y Plh(x) >al<n-n>=n"2 (5.7)
x€S
Percorremos o caminho reverso a partir do né final em Sp, com-
pletado por moedas ficticias depois que chega a —oo. Pelo principio
das decisdes adiadas, os passos sdo determinados por uma sequéncia

fi, f2, ...

de moedas justas independentes (cara = subir), e, se
T; é o instante da j-ésima cara em (f;);,

entdo T < Ty, pois o caminho tem H subidas e cada uma é prece-

dida, em (f;);, pelos passos a esquerda, os avangos, que lhe corres-
pondem. Como T; € crescente em j,

H<a = T< 1

[T>cN[H<a] Cw > (58)

Se a altura fosse um ntimero fixo H = k
e o caminho nunca chegasse a —co
antes do topo, o caminho reverso seria:
langar moedas justas até obter a k-ésima
cara T, ~ BN(k,1/2). Entretanto,

(1) quando o caminho chega a —o0 an-
tes de completar as subidas, os passos
restantes sdo s6 subidas, sem moeda,

T < 7; (2) H é variével aleatdria e esta
correlacionada com as moedas que o
caminho, condicionar em H = k muda
a lei das moedas (por exemplo, forca
que algum elemento tenha h(x) = ke
nenhum tenha mais). Daf a estratégia
da prova: usar a monotonicidade de T;
em j para a inclusdo em (5.8) em que

T, é binomial negativa com parametro
fixo a (f;); é ii.d. por construgdo e a
aleatoriedade de H é tratada a parte
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Além disso, 1; = ¢ equivale a haver menos de a caras em fi, ..., fo_1.
Tome B como o niimero de caras nesses ¢ — 1 langamentos. A varidvel
B tem distribui¢do Binomial(c — 1,1/2) e temos

[tz = ¢] = [B < a]
Retomando (5.6) e (5.7), temos
P[T >15L] <n 2 +P[B <a]

e para fechar a prova, usamos a desigualdade de Chernoff-Hoeffding
(Teorema 4.4) fazendo a = EB — ¢, ou seja, tomando

t:=a—EB
<3L+1-(c—1)/2
<3L+4+1-(15L—-1)/2
=—-45L4+05

de modo que a probabilidade de B < a é

-1

 2(45L—15)*
15L '

212
<P[B<EB-t]<exp - < exp

No lado direito, no argumento da fungao exponencial, usando que
1,4In(n) < log,(n) = L < 1,5In(n), temos que o expoente pode ser
limitado superiormente por

—405L%2 +27L. — 4,5 0,3
5T =-27L+18— 3

< -27-(14In(n)) +18
= —3,78In(n) +1,8

logo Aplicando a fun¢do exponencial, obtemos:

( 2(4,5L —1,5)?
exp —_———

5L ) < exp(—3,781In(n) +1,8) = e'B.n378 = O(n=378).

Como 3,78 > 2, para n suficientemente grande, este termo € estrita-
mente menor ou igual a n~2. Portanto, substituindo de volta na cota
total da probabilidade

P[T>15L]<n 2+n2=21"2=0(n?),

0 que prova que a cauda da distribui¢do decai polinomialmente,
concluindo a demonstragéo.

Todas as buscas. Uma busca por x termina, no nivel 0, no né yg =
max{u € S: u < x} (com yyg = —oo se ndo houver tal u). Para todo
u € Svale

ULx < U<y
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e +co é maior que ambos; logo todas as comparagdes da busca por
x tém o mesmo resultado que as da busca por vy, e as duas buscas
percorrem o mesmo caminho. Assim, o caminho (e o nimero T de
seus passos) depende de x apenas por meio de yg, que pertence a
SU {—o0}, um conjunto com n + 1 < 2n elementos. Isso vale para
todo x € U, esteja ou ndo em S.

O evento [H > a] ndo depende de y e entra uma s6 vez; o evento
[B < a] entra uma vez para cada yo. Logo

IP[ 3 busca com > 15L passos| < n 2 +2n-n 2 <

S| w

5.2 Treap

Como no caso de skip lists, denotamos por U o conjunto universo e

S C U deve ser representado de modo a permitir as operagdes de
diciondrio: inser¢do, busca e remog¢do. Uma treap é uma arvore bina-
ria em que a cada no v estdo associados chave(v) e prioridade(v), de
modo que a arvore se comporta como arvore bindria de busca com
relacdo as chaves e como uma heap de méximo com relagdo as priori-
dades (no sentido de arvore ordenada por prioridades, e ndo de uma
heap implicita em vetor: aqui a forma da drvore nédo é determinada
por um critério de completude). Supomos as chaves distintas entre si
e as prioridades distintas entre si. Um né v tem a propriedade heap
se a sua prioridade é maior que a de todos os seus descendentes pro-
prios, e tem a propriedade de drvore de busca se sua chave é maior
que as chaves de todos os nés da sua subérvore esquerda e menor
que as de todos os nés da sua subérvore direita.

% Figura 5.3: Exemplo de treap

com 6 elementos. As letras
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sdo as chaves e 0os numeros as

% % prioridades.
N A

As treaps foram propostas por (Vuillemin, 1980), que as chamou
de arvores cartesianas. Outra forma de descrever uma treap é que a
estrutura é a drvore bindria de busca que resulta da inser¢do dos nés,
um por um, em uma arvore inicialmente vazia, em ordem decrescente
de prioridade, usando o algoritmo padrao de inser¢do (o n6 de maior
prioridade é inserido primeiro e fica na raiz).
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Proposicao 5.4

Dado um conjunto de pares (chave, prioridade) com chaves

distintas e prioridades distintas, existe uma tinica treap que o

representa.

Demonstragio. Por indugdo no nimero de nds. A propriedade heap
obriga a raiz a ser o n6 de maior prioridade; a propriedade de busca
obriga a subdrvore esquerda a conter exatamente os nés de chave
menor que a da raiz e a direita, os de chave maior; e cada subérvore
é, ela propria, uma treap, inica pela hipétese de indugéo. O

Em particular, a forma da drvore depende apenas das chaves e das
prioridades, e ndo da ordem em que os nés foram inseridos. Seja S
um conjunto de elementos de um universo U representados por uma
treap. As operagdes de diciondrio sdo descritas a seguir.

busca — Dado x € U queremos saber se x € S. A busca é feita como
em arvore bindria de busca: a partir da raiz comparamos x com
a chave do né; se x for igual, a busca termina com sucesso; se x
for menor, continuamos na subdrvore esquerda; se for maior, na
subarvore direita; e a busca falha ao chegar a uma subarvore vazia.
O custo é proporcional a altura da arvore;

insergdio — Dado x € U queremos inserir x em S. Fazemos uma
busca por x e, caso falhe, inserimos x como folha, no lugar em
que a busca terminou, com uma prioridade sorteada para x. Isso
mantém a propriedade de drvore de busca, mas pode destruir
a propriedade heap, que é refeita por rotagdes: enquanto x tem
prioridade maior que a de seu pai y, fazemos a rotagdo simples
que coloca x no lugar de y (uma rotagdo a direita em y se x é filho
esquerdo de y, a esquerda se é filho direito), como na figura 5.4.
Durante o processo, a propriedade heap sé pode ser violada entre x
e seu pai; cada rotacdo preserva a propriedade de busca e, como x
tem prioridade maior que a de y, que por sua vez ja era maior que
as de todos os nés das subarvores B e C, nenhuma nova violacdo é
criada. O niimero de rota¢des é no méximo a profundidade de x;

remogio — Dado x € S queremos remover x de S. Apdés uma busca
por x, enquanto x ndo for uma folha rotacionamos x com o seu
filho de maior prioridade (ou com o tnico filho, se s6 houver um),
que passa a ser o pai de x e, portanto, tem prioridade maior que
a do outro filho, o que preserva a propriedade heap. Quando x
é uma folha, é removido. O ntiimero de rota¢des é no maximo a
altura da subdarvore de x.
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direita em y

N
-

esquerda em x

Figura 5.4: Rotagdes. A rotagdo
a direita em y (da esquerda
para a direita) sobe x e desce y;
a rotacdo a esquerda em x (da

direita para a esquerda) faz o
inverso. Em ambas, a ordem

Essas operagdes tém custo proporcional a altura da arvore e usa- em-ordem A, x, B, y,C é pre-
mos aleatoriedade para garantir altura logaritmica: a prioridade atri- servada, apenas a subarvore B
buida a um né quando ele é inserido é sorteada uniformemente em muda de pai, e 0 custo € O(1).

[0,1], independentemente das demais (em particular, ao reinserir uma
chave removida sorteamos uma prioridade nova). Supomos também
que a sequéncia de operagdes é escolhida independentemente das
prioridades (adversario oblivio): um adversario que enxergasse as
prioridades poderia, por exemplo, remover sempre os nés de menor
prioridade, e as prioridades restantes deixariam de ser i.i.d. unifor-
mes. Com probabilidade 1 as prioridades sdo distintas (a prioridade
de um no ndo precisa ser um ntimero real; basta que as prioridades
sejam distintas e a ordem relativa seja uniforme). Pela Proposic¢do 5.4,
depois de qualquer sequéncia (oblivia) de operac¢des a drvore é a treap
do conjunto atual, com prioridades independentes e uniformes, pois
a remocdo de um né néo altera as prioridades dos demais. Por isso
basta analisar uma treap com n nés e prioridades i.i.d. uniformes.

Seja xj 0 k-ésimo menor elemento do conjunto S. Vamos estimar a
que distancia esse no esta da raiz. Dizemos que x; € ancestral préprio
de xy, e escrevemos x; < X, se X; # Xi estd no caminho da raiz até x;.
Seja [; == Ly <xy)- A profundidade de xj é o seu nimero de ancestrais

Dy =) Ij.
j#k
Ela é o comprimento, em arestas, do caminho da raiz até xy, e a altura

proprios,

da drvore é maxy Dy. Para j < k defina X(j, k) = {xj,xj11,..., %} e
X(k,j) = X(j k)-

Proposicao 5.5

Seja j # k. Entéo x; é ancestral préprio de xi se, e somente se,

xj tem a maior prioridade entre os elementos de X(j, k).

Demonstragdo. Nesta demonstragdo convencionamos que todo né é
ancestral de si mesmo. Seja 4 0 ancestral comum mais baixo de x; e
Xy. Vamos mostrar que a é o né de maior prioridade em X(j, k).

(i)a € X(j,k): sea & {xj,x}, entdo x; e x; estdo em subérvores
distintas de a e, pela propriedade de busca, a chave de a esté entre as
de x j€ X
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(ii) X(j, k) esta contido na subérvore de a: seja x; com chave en-
tre as de x; e x;. Em cada ancestral préprio b de 4, x; e x; estdo na
mesma subdrvore de b, logo a chave de b néo estd entre as deles e x;
fica do mesmo lado de b. Assim, a busca por x; a partir da raiz segue
0 mesmo caminho que a busca por x; até a, e x; estd na subérvore de
a.

(iii) Pela propriedade heap, a tem prioridade maior que a de todos
os demais nos de sua subarvore, em particular que a dos de X(j, k).
Como as prioridades sdo distintas, a é o tnico né de maior priori-
dade em X(j, k).

Agora, como j # k, x; € ancestral proprio de x se, e somente se,

a = xj, 0 que por (i)-(iii) equivale a x; ter a maior prioridade em
X(j, k). O

Como as prioridades sdo i.i.d. continuas, todo elemento de X(j, k)
tem a mesma probabilidade de ser o de maior prioridade, e |X(j, k)| =

|k —j| +1; logo
1
PL=1|=7——F—,
=11 k—j|+1
e, somando separadamente j < ke j > k,
1 1
EDp =) r——5+).- = (He=1)+ (Hy—g1 —1) = He+ Hyp1 =2,
j<kk—]+1 j>k]—k+1
onde H, = Y/ ;1/i = Inn+ v+ O(n"!) é o n-ésimo ntimero

harmonico e ¢y =~ 0,577 é a constante de Euler-Mascheroni (veja ?).
O ntimero de nds no caminho da raiz até x; € Dy + 1, de esperanga
Hy+H,; 41 —1. Como Hy, < 1+1Inm (pois 1/i < le—l dx/x para
i >2),vale

ED; < 2H, —2 < 2Inn = O(logn)

para todo k: a profundidade de qualquer né tem esperanca logarit-
mica.

Para obter limitantes com alta probabilidade usamos a desigual-
dade de Chernoff. Ela exige independéncia, e os indicadores I; ndo
sdo todos independentes (veja a observacdo abaixo), mas sao inde-
pendentes de cada lado de k separadamente.

Fixado k, os indicadores Ij, j < k, sdoindependentes, com

P[Ij =1] =1/(k —j+1). O mesmo vale para os I, j > k.

Demonstragio. Seja y; a prioridade de x;_; ¢, parai = 1,...,k (o
caso i = 1 corresponde ao préprio x, para o qual I ndo é definido,
e serve apenas para completar a permutacio). Pela Proposicao 5.5,
parai > 2, Iy ;11 = 1se, esomentese, y; > max{yy,...,¥i-1}-
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Seja p; € {1,...,i} o posto de y; entre y1,...,y; (posto i é o maior).

A ordem relativa de vy, ..., yx é uma permutacdo uniforme, e a apli-
cacdo que leva a permutagdo a (py, ..., pk) € injetora (reconstruimos

a permutacdo inserindo y1,y2, ... nas posi¢des indicadas pelos pos-
tos); como os dois conjuntos tém k! elementos, ela é bijetora. Logo
01,-- -, Pk sdo independentes, com p; uniforme em {1,...,i}. Como
L—iv1 = Lpp—y depende s6 de p;, os indicadores sdo independentes,
comP[I; ;.1 =1]=1/i. Ocasoj > k é simétrico. O

Observagio 10. Os indicadores de lados opostos ndo sdo independen-

tes. Comn =3ek =2,P[x; < xp, x3 < xp] = IP[a prioridade de x; é a menor| =
1/3, enquanto P[x; < xp |P[x3 < xp] = 1/4. Por isso separamos

Dk = Lk + er com Lk = Zj<k I] e Rk = Zj>k I]

Numa treap com n > 2 nés e prioridades i.i.d. uniformes, com
probabilidade pelo menos 1 — 217 a profundidade de todo
né é menor que 2¢’Inn <  15Inn. Em particular, a altura é
O(logn) com probabilidade 1 — O(n~7), e, nesse instante, cada
operagdo de dicionario tem custo O(logn) com essa probabili-
dade.

. J

Demonstracdo. Fixe k. Pelo Lema 5.1, Ly é soma de k — 1 variaveis
de Bernoulli independentes, com parametros 1/i,2 < i < k, e
ELy = Hy—1 < Hy,—1 < Inn (pois H;, < 1+1nn). Paras > 0,
usando 1+ x < e,

k s
-1
EeSke — 1_[(1 + 8 ; ) <exp((e® —1)ELy) < exp((e®* —1)Inn).
i=2
Pela desigualdade de Markov aplicada a e*'*, com s = 2 e o limiar
2
e“Inn,

2 2 2
]P{Lk > ezlnn} L e 28 nn g(@-N)Inn _ ,—(4+1) ;-8

O mesmo vale para Ry. Se Ly < e?’lnne Ry < e?lnn, entdo Dy <
2¢? Inn. Pela subaditividade, sobre os dois lados e os 7 nés,

]P[Hk: Dy > 22Inn| <2n-n 8 =217,

Fora desse evento, todo né tem profundidade menor que 2¢%Inn <
15Inn (note que 2e? &~ 14,78), e portanto a altura, medida em arestas,
é menor que 15In# (e, medida em nés, é no méximo 15Ilnn +1). A
hipétese n > 2 garante Inn > 0; para n = 1 a desigualdade estrita
0 < 0 falharia. O
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Observagio 11. O Teorema 5.3 refere-se a uma treap num instante fixo.
Para uma sequéncia (oblivia) de m operagdes, cada estado interme-
didrio é uma treap com prioridades i.i.d. uniformes. Seja N > 2 o
maior niimero de nds ao longo da sequéncia. Como EL; < Inn <

In N em cada estado, a demonstracdo do teorema vale com In N no
lugar de In#, e a subaditividade sobre os m estados mostra que todas
as operagdes tém custo menor que 15In N 4 1 com probabilidade
pelo menos 1 — 2m N~7. Em particular, isso vale com probabilidade

1 —O(N~°) para m = O(N?).

5.3 Streaming

Um fluxo (streaming) de dados é uma sequéncia extremamente longa
de itens provenientes de um universo, que pode ser lida apenas uma
vez, em ordem. H4 dados demais para armazenar, e eles chegam
rédpido demais para qualquer computagdo mais elaborada. Trés exem-
plos:

® 0s pacotes que passam por um roteador de rede, em que queremos
saber quantos enderecos de origem distintos aparecem (o que
pode indicar um ataque) ou quais enviam mais trafego;

* as requisi¢des a um servidor web ou as consultas a um mecanismo
de busca, em que queremos contar visitantes tinicos ou descobrir
os termos mais buscados;

® as leituras de sensores, como os de temperatura ou de vibragédo
de maquinas, que geram dados continuamente e muitas vezes em
dispositivos com memdria muito limitada.

No modelo de streaming, os dados chegam um a um, como uma
sequéncia ¢ = (x1,X,...,Xy), em geral com m muito grande e
possivelmente desconhecido, e cada x; é um elemento do universo
{1,...,n}. O algoritmo dispde de uma memoria muito menor que
m, idealmente polilogaritmica em m e n.# Com tdo pouco espago,
resultados exatos costumam ser impossiveis, e recorremos a aleatorie-
dade e a aproximagdes do tipo (¢, J): com probabilidade pelo menos
1 — 6, o erro relativo é no méximo ¢.

Alguns problemas bésicos nesse modelo sdo:

a) Elementos distintos: estimar quantos valores diferentes aparecem no
fluxo, como os enderecos de origem distintos num roteador ou os
visitantes tinicos de um servidor web.

b) Estimativa de frequéncias: dado um elemento i, estimar quantas
vezes ele apareceu, sem manter um contador por elemento. Isso
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4Tsto é, da ordem de (logm 4 log 1)O()
bits, para ¢ e ¢ fixos. O termo logn é

o custo de escrever um elemento do
universo, e logm o de escrever um
contador que chega a m; o algoritmo
pode guardar (log(nm))°) desses
objetos, mas ndo uma quantidade que
cresca como poténcia de m ou de n.
Para comparagdo, memorizar o fluxo
inteiro custaria m log n bits, e guardar
um bit por elemento do universo, 1 bits.



permite identificar os itens mais frequentes (heavy hitters), como os
termos mais buscados ou as hashtags em alta.

c) Momentos de frequéncia: se f; é o nimero de ocorréncias do ele-
mento i em 7, 0 k-ésimo momento é F, = Y! ; fz-k (com 0° = 0).
Assim, Fy é o nimero de elementos distintos, F; é o comprimento
do fluxo e F, mede a ndo uniformidade da distribuigao. O pro-
blema é estimar Fj para cada k > 0.

d) Amostragem em fluxo: manter uma amostra uniforme de ¢ elemen-
tos de um fluxo de tamanho desconhecido. Relaciona-se a pratica
de inspecionar apenas uma amostra dos pacotes que passam por
um roteador.

e) Contagem aproximada: contar o ntimero m de itens usando muito
menos que log, m bits. E o problema mais simples da lista e o que
abordamos em seguida. Em vez do valor exato, guarda-se um
contador que cresce probabilisticamente, de modo que seu valor
é da ordem de logm e ocupa apenas O(loglogm) bits, para ¢ e &
fixos.

Comecemos pela contagem exata: dado um fluxo de comprimento
em {1,...,m}, com o limite m conhecido de antemao, determinar
seu comprimento. Uma solucgdo é manter um contador c, inicialmente
nulo, e aumenté-lo de uma unidade a cada item lido. Basta guardar
o resto de c na divisdo por m, que assume m valores distintos e pode
ser escrito com [log, m] bits; ao final, o resto 0 é interpretado como
m. E possivel usar bem menos? Para algoritmos deterministicos que
devolvem a resposta exata, ndo: a proposigdo a seguir mostra que
nem um tdnico bit a menos basta.

Proposicao 5.6

Seja m > 2. Nenhum algoritmo deterministico que usa no méa-

ximo [log, m| — 1 bits de memoria devolve o comprimento e-

xato de toda sequéncia de comprimento em {1,...,m }. O
mesmo vale para algoritmos aleatorizados que nunca erram.

Observe que o limite da Proposigdo 5.6 é justo: o contador médulo
m descrito acima usa exatamente [log, 1] bits.

Demonstragdo. Seja b = [log, m] —1 > 0. Como [log, m| < log, m +
1, temos 2? < m, isto é, ha menos de m estados de memoria possiveis.
Em um algoritmo deterministico o estado inicial é fixo, o estado apds
ler uma sequéncia depende apenas dela, e a saida é fun¢do do estado
final.
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Paracadai € {1,...,m} seja S; o estado ap0s ler a sequéncia
constante (1,...,1) de comprimento i. Como h4 m sequéncias e me-
nos de m estados, existem i # jcom S; = §;. O algoritmo devolve
entdo a mesma resposta para as duas sequéncias, mas as respostas
corretas, i e j, sdo diferentes.

Suponha agora que o algoritmo é aleatorizado, que seus bits ale-
atérios vém de uma semente r (ndo contada na memoria) e que ele
nunca erra, isto é, responde corretamente para toda semente e toda
sequéncia. Fixada r, o algoritmo torna-se deterministico, usa no ma-
ximo b bits e acerta em todas as sequéncias, o que acabamos de ver
ser impossivel. O

Observe que o limite da Proposigdo 5.6 é justo: o contador médulo
m descrito acima usa exatamente [log, 1] bits.

Permitindo estimativas e aleatorizagdo, a economia de memoria
pode ser enorme. A ideia é de Morris (1978), que a propds em 1978
para contar muitos eventos distintos em registradores de apenas
8 bits.

Defini¢do 5.1: (¢, 6)-aproximagio

Dados os ntiimeros reais ¢,6 € (0,1), chamamos um algoritmo
aleatorizado de uma (g, 6)-aproximagdo se, para todo fluxo de

~ tes.
comprimento m, calcula uma estimativa 7 de m tal que

Pl|m—m|<em]>1-9,

em que a probabilidade é sobre as escolhas aleatérias do al-
goritmo. Ouseja, 1 —e < M/m < 1+ & com probabilidade
> 1— 4. Equivalentemente, IP[ | /11 —m | > em | < 4.

Naturalmente, quanto menores ¢ e , melhor a garantia, e em geral
maior a memoria necessaria.

Algoritmo 5.1: Algoritmo de Morris

Instancia: um fluxo (x1,...,xy), x; € {1,2,...,n}.
Resposta: uma estimativa 7 de m.

1 X<+ 0

2 para cada item lido faca

3 com probabilidade 27X faca X « X +1;

4 responda 2X — 1.

A saida 2X — 1 é a estimativa 71i. Quando X = j, o contador é
incrementado com probabilidade 27/ a cada item, de modo que o
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numero de itens até o incremento é geométrico, com média 2/. Assim
X passa de j para j + 1 depois de cerca de 2/ itens, e 2X acompanha

o ntmero de itens vistos>. O algoritmo guarda apenas X, que, com 5Como1+2+---+271 =2/ -1,
chegar a X = jleva em média 2/ — 1

alta probabilidade, é da ordem de log, m e portanto pode ser escrito , ) Jane
itens, o que explica a saida 2 — 1.

com O(InInm) bits. Os dois resultados a seguir tornam isso preciso.
Antes, fixamos alguma notacéo.

Seja X; o valor de X ap6s processar i itens, com Xy = 0. Dado
Xi-1=1],
X — j+1 com probabilidade 277

b j com probabilidade 1 — 27/,

sendo o sorteio do i-ésimo item independente do passado. Para uma
fun¢do f: R — R defina

gr(i) = (1=277) f() + 277 f(+1).

Condicionando em X;_1 e usando a lei da esperanca total, parai > 1
temos

Ef(X;) = Egs(Xi-1)- (5.9)

Como X; € {0,1,...,i},as esperancas acima sdo somas finitas e
existem para qualquer f.

Teorema 5.4

Para toda entrada de comprimento m > 0, a esperanca sobre
as escolhas aleatérias do algoritmo satisfaz E2X" = m + 1. Em

particular, a saida 7 = 2Xm _ 1 satisfaz Effi = m, isto é, i é um

estimador nao viesado de m.

Demonstragdo. A prova é por inducdo em m. Param = 0, Xg = O e
E2%0 = 1. Seja m > 1 e suponha E2%n-1 = m. Para f(j) = 2/,

gr(j) = (1 — 2—f)zi fo it — 0l _ 142 =20 41,
e por (5.9) , pela linearidade da esperanca e pela hipé6tese de indugao,
E2%m = Egf(Xy_1) = E2%m14+1=m+1.
Por fim, Efit = E2%" — 1 = m. O

Logo o algoritmo de Morris é um estimador ndo viesado de m.
Falta controlar a dispersdo pois ueremos também que 7 se concentre
em torno de sua esperanca, e para isso precisamos da variancia, que
calculamos a partir do segundo momento de 2%,
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Para toda entrada de comprimento m > 0,

E4Xn = %mz o %m + 1.

Demonstragdo. Para f(j) = 4/,
gr(j) = (1 —2—f)4f it = (41' —zf) +4.20 =4 4+3.20.

Sejai > 1. Por (5.9), pela linearidade da esperancga e pelo Teo-
rema 5.4, aplicado ao comprimento i — 1,

E4% = E4%i1 4 3251 = E4%i1 4 35,

Aplicando essa recorréncia parai = m,m —1,...,1 e usando E4%0 =

I,
wzgnﬂ_‘_%m_i_l‘ |

m
Xm: ':
[E4 143) i=1+—"7 5 >

i=1
Corolario 5.1

Para toda entrada de comprimento m > 0,

m(m—l)'
2

Var () =

Demonstragio. Como i = 2%m — 1, temos Var(#i) = Var(2%n).

Usando 4%m = (ZX"’)z, o Teorema 5.4 e 0 Lema 5.2,

Var(zx’" ) = E4Xm — (IEZX"')Z

m2

:§m2—|—§m+l—(m+1)2: "0

2 2 2

Pelo Corolario 5.1, para m > 1 temos Var(m) = m(m —1)/2 <
m2/2. Em particular, o desvio padrédo de i é da ordem de m/ V2,
isto é, comparével ao proprio m. Como 7 é ndo viesado (Teorema 5.4),
a desigualdade de Chebyshev d4, para todo & > 0,

_ Var( i 1
Pl|m—m|>em] < # < 52

Esse limitante s6 é ndo trivial se ¢ > 1/+/2. Como na definicdo
tomamos ¢ € (0,1), ele é sempre maior que 1/2: ndo garante § <
1/2 para nenhuma precisdo ¢ < 1, e é iniitil na pratica. Precisamos
melhorar a concentragdo, e veremos dois truques comuns para isso.
O primeiro é tomar a média de s copias independentes do algoritmo,
o que divide a varidncia por s. O segundo é tomar a mediana de
vdrias dessas médias, o que amplifica a confianga, isto é, diminui a
probabilidade de falha 4.
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5.3.1 O truque da média

Pela desigualdade de Chebyshev, a probabilidade de erro é con-
trolada pela variancia, entdo podemos melhorar a concentragdo
reduzindo-a. Lembremos que Var(cX ) = c? Var( X ) para toda
constante ¢, e que Var( X +Y ) = Var(X ) + Var(Y) para varidveis
independentes X e Y.

Executamos o algoritmo de Morris ¢ vezes sobre o mesmo fluxo,
em paralelo e com sorteios independentes, obtendo saidas 7y, . . ., i,
independentes e com a mesma distribuic¢do, e devolvemos

Pela linearidade da esperanca, Ei* = m e, pela independéncia,

1 Var( it
Var(ii* ) = 25 ) Var(i; ) = M < %
i=1

(Corolario 5.1). Para m > 1, a desigualdade de Chebyshev da

P[|m* —m|>em] < e
Tomando t = [1/(2¢%5)], a probabilidade de que 7i* erre por mais
que em é no maximo 4, isto é, m* é uma (¢, §)-aproximagdo. A me-
moria é a de t contadores, com O(Inlnm) bits cada (com alta pro-
babilidade), ou seja, O(e 26! Inlnm) bits. A dependéncia em 1/6
é ruim: queremos uma probabilidade de falha muito pequena sem
pagar tanto. Eo que faz o préximo truque.

5.3.2 O truque da mediana

Escolhemos t = [3/(2¢?)] e executamos o algoritmo da média,
independentemente e em paralelo, s vezes, com s impar. Denotemos
as saidas por i}, ..., ;. Como Var( i} ) < m?/(2t), Chebyshev da,

para cada i,
. 1 1
P[|m; —m|>em] < T gg.

Devolvemos a mediana m**, isto é, o Serl -ésimo menor valor.

Seja Y; o indicador do evento bom
|m; —m| < em.

As Y; sdo independentes e P[Y; =1] > 2/3;logo Y = Y5 ,Y;
satisfaz IEY > 2s/3.
Se a mediana é ruim, isto é, |m** — m | > em, entdo pelo menos

(s +1)/2 valores sao ruins: se ii** > (1 + ¢)m, todos os 5! valores
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maiores ou iguais a mediana sdo ruins, e analogamente se /1** <

(1 — &)m com os menores ou iguais. Logo Y < s — % < 5 e, como
EY > 2s/3,
s 2s s
Y-EY<:——=——.
2737 6

Pela cota aditiva de Chernoff-Hoeffding (Teorema 4.4) para as s
variaveis Y; € [0,1],

_ s 2(s/6)? B
P[|m*™ —m|>em] < ]P{Y—]EY < —6} < exp(—(s)) = exp(—ﬁ)
(A cota aditiva depende s6 do desvio 5/6, e ndo do valor exato de
EY; isso evita supor EY = 25/3.) Para que a falha de precisdo seja
< 4/2, tomamos s 0 menor impar com s > 181n(2/9).

5.3.3 Espaco e resumo das garantias

Até aqui controlamos apenas o erro das estimativas. Esta subsecao
mostra que os contadores, de fato, ocupam pouca memodria, e retine
as garantias das duas variantes. Supomos conhecido um limite supe-
rior para m, com logaritmo da ordem de logm, e escrevemos m nas
cotas; é ele que permite reservar o espago dos contadores antes de ler
o fluxo.

Observagio 12 (O espago dos contadores). Considere N > 1 execugdes
do algoritmo de Morris sobre entradas de comprimento m > 1 (ndo

precisam ser independentes), com contadores finais X(1), ..., X(NV)

, €
seja 7 € (0,1). Pelo Teorema 5.4 e pela desigualdade de Markov, para
cada j,
plox9 s N(m+1) <
= 17 X N'
Pela cota da unido, com probabilidade pelo menos 1 — # vale x0) <
N(m+1)

log, ==, para todo j, e entdo cada contador cabe em

N(m+1)

log, log, +0(1)=0 <log log m + log log I}j)

bits. O espago efetivamente usado é aleatério. Para ter memoria fixa,
o algoritmo reserva esse espago e aborta se algum contador o exceder,
0 que ocorre com probabilidade no maximo #.

Teorema 5.5

Sejame, 6 € (0,1)em > 1,com1/(e8) < mP0). Existem

algoritmos que (¢, 6)-aproximam #, com os seguintes usos de
memoria durante a leitura do fluxo:
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a) (média) com t = [1/(e%6)] contadores,

loglogm | .

b) (mediana de médias) com ts contadores, em que ¢ =
[3/(2¢%)] e s é 0 menor impar com s > 181n(2/46),

1 2 .
O(ez -lng -loglogm) bits.

| J

Demonstragdo. Seja N o nimero de contadores (N = tema), N = ts
em b)) e seja A a variante correspondente, sem limite de espago.
Pelas subsecdes anteriores, o evento E; de que a saida de A erra por
em ou mais tem probabilidade no maximo J/2.

Pela Observagdo 12 com = J/2, o evento E; de que algum

contador de A excede log, w

tem probabilidade no méximo
5/2. Seja A’ o algoritmo que se comporta como A, mas reserva esse
espago para cada contador e aborta se o exceder. Fora de Ej, as exe-
cugdes de A e A’ coincidem; logo A’ erra apenas se E; U E; ocorre,
com probabilidade no maximo J.

O espago de A’ é N vezes O(loglogm + loglog(N/J)). Como N <
poly(1/(ed)) e 1/(e8) < mPW), temos loglog(N/5) = O(loglogm).
Substituindo N = O(¢26"!) ema)e N = O(e 2In(2/5)) em b),
obtemos os limites. O

Observagio 13. Os limites acima referem-se ao estado mantido durante
a leitura do fluxo. As médias e a mediana sdo calculadas ao final, a
partir dos contadores guardados. Isso usa O(logm) bits de memoria
de trabalho: as médias sdo comparadas pelas somas dos t valores (o
que dispensa a divisdo por t) e recalculadas sob demanda para achar
o elemento de posto (s + 1)/2, sem guardar as s médias. A propria
saida, escrita em bindrio, ja ocupa ©(log m) bits.

Comparando as duas variantes, a mediana troca o fator 1/ por
In(2/6) ao custo de um fator constante, o que a torna preferivel
quando J é pequeno.

5.4 Exercicios

Exercicio 34. Dado um conjunto de n ntimeros e um real positivo ¢,
uma e-aproximagdo da mediana é um elemento cujo posto (posigdo
considerando os mesmo elementos em ordem crescente) estd no
intervalo [(1 —€)n/2, (1 + €)n/2]. Projete um algoritmo aleatorizado
para computar uma 1/2-aproximagdo da mediana de um vetor com #
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elementos com tempo de execucdo O(lognloglogn) e probabilidade
de erro 2n~2 (dica: amostre e ordene).

Exercicio 35. Para dados ¢ e ¢ positivos, projete um algoritmo aleato-
rizado para computar uma e-aproximagdo da mediana de um vetor

com # elementos com tempo de execugdo O(lognloglogn) e proba-
bilidade de erro n°.

Exercicio 36. Sejam X; ~ Bernoulli(1/2), parai > 1, varidveis ale-
atorias independentes e N = min{#n > 1: X,;;; = 1}. Prove que
N +1 ~ Geom(1/2) e que EN = 1. Assuma que se N = 0 entdo
X1+ -+ Xy =0 e prove que

N EN
IEZ Xi 75 ZIEXI (5.10)
i=1 i=1

Exercicio 3. Verifique que a hip6tese de convergéncia é necessaria no
Exercicio 10, pagina 54. Para tal, considere o espaco de probabilidade
(N,P) com IP(n) = 27" e as variaveis aleatorias

2n sej=mn,
Xu(j) =1 —2"*1, sej=n+1,
0, caso contrario.

1. Mostre que EX;, = 0 para todo n > 1.
2. Tome X =} ,>1 X;. Determine X(1), X(2),X(3),....
3. Usando o item anterior determine EX =}, X(n)P(n ).

Conclua que EY,, X,, # Y, EX,,.

Exercicio 38. Prove que numa skip list,

1

Exercicio 39. Verifique a mao que E2%X" = 3,4 e Var(7i) = 1,3 para
m =2,3,ecalcule P[ X, = j| paraj=1,2.

Exercicio 40. (Morris com base 1 4 a.) Considere a variante em que X
sobe com probabilidade (1 + ) X e asafda é 1 = ((1+a)X —1)/a.
Mostre que Eiti = m e que Var(#) = am(m — 1)/2. Conclua que

o = 2625 ja da uma (¢, 6)-aproximagao por Chebyshev, sem copias
paralelas.

Exercicio 41. Suponha que temos uma fonte de bits aleatérias que
responde 0 com probabilidade p € (0,1) e responde 1 com proba-
bilidade 1 — p, independentemente. Escreva um algoritmo que usa
essa fonte responda 0 ou 1 uniforme e independentemente. Calcule o
tempo esperado de execugdo em funcéo de p.
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Exercicio 42. Prove que se distribuimos ao acaso m bolas em n caixas
com a condigdo que m < (2/e)nln(n), entdo com alta probabilidade
0 maior nimero de bolas em uma caixa é

41n(n)
In(2LIn(n))
Exercicio 43 (lei de grandes desvios para varidveis aleatdrias binomi-

ais). Sejam X; ~ Bernoulli(1/2) varidveis aleatérias independentes
1/2 <a <1umreal Seja S;, = Xq + --- + X,,. Verifique que

1 n! n+1 n!
20 [an]!(n — [an])! S PS> an] < 2n [an|!(n— [an])!

e conclua, usando a aproximacdo de Stirling, que

lim llP[Sn >an] = —I(a)

n—oo 1

onde I(¢) = alna+ (1 —a)In(l —a) +1In2.
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