12 Prova de Teoria dos Grafos — 2012-3 matutino
Jair Donadelli

A prova tem duracdo de 1h30min. E individual e sem consulta. E proibido usar qualquer objeto que ndo seja lapis,
borracha, caneta e papel.

Exercicio 1. Todo grafo com pelo menos trés vértices, exatamente dois vértices de grau 1 e os demais vértices com grau 2 é
um caminho? Justifique sua resposta.
Nao:
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Exercicio 2. Seja G um grafo e A sua matriz de adjacéncias. O que significa em termos do grafo a posicdo (i, j), i # j, na
matriz A2 (lembrando que A%(i, j) = Y A(i, k) A(k, j))
k

se i #j, cada termo da soma indica se k é vizinho de i e de j

A1, ))=).  AG,KAK,J))
k \—v—l

1 se A(i,k)=A(k,j)=1
nos outros casos=0

a soma conta o numero de vizinhos comuns a i e j.

se i=j a soma é o grau do vértice i.

Explique como um algoritmo que recebe A como entrada pode usar A? para determinar o niimero de triangulos de um
grafo.

percorre a matriz A(i,j) para i #]

se A(i,j)=1 entdo hd A%(i,j) triangulos de base ij.

cada tridngulo é contado 3 wezes para cada base ij e mais 3 vezes para a base ji; cada tridngulo
é contado 6 vezes.

o total de tridngulos é (¥;z; A*(i,))/6.

Justifique suas respostas.

Exercicio3. Seja k = 1 um ntimero natural. O k-cubo € o grafo cujo conjunto de vértices sao as sequéncias bindrias de k bits
e dois vértices sao adjacentes se e somente se as k-tuplas correspondentes diferem exatamente em uma posicao. Determine,
em funcao de k, o nimero de vértices, o grau dos vértices, o nimero de arestas, 0 comprimento do maior caminho, e o
comprimento do menor circuito.

|VI= mno. de sequéncias bindrias de comprimento k, =2k

v tem como vizinhos as seqs. que diferem de v numa unica posig¢do, portanto, k vizinhos

|El=(1/2)Y,d(v) = (1/2)25k =251k,

por tnducdo que maror caminho tem comprimento 2k_1:
Para k=1 temos caminho de comprimento 1.
Suponha que para o k—1 cubo hd caminho de comprimento 2k-1_7,
No k cubo as sequéncias bindrias que comegam com 0 definem um k—1-cubo, denotemos esses vértice por
0x, com xe{O,I}k_l. Analogamente, 1x define um k—1 cubo.
Pela hipotese, cada um desses subcubos tem um caminho de comprimento 2k=1_1:
0x1,0x2,...,0X5k-1_7y e 1x1,1Xx2,...,1%k-1_1 € {OXpk-1_y,1X5k-1_;} € aresta logo
0x1,0x2,...,0xpk-1_1,1Xok-1_1,...,1X2,1X1 € um caminho de comprimento 2K_1 no k-cubo.

Para k=1 o menor circuito é de comprimento co.

Para k=2 o menor circuito é de comprimento 4: 00x,01x,11x,10x, para x de k—2 bits fizo.
Como é bipartido (veremos a seguir), ndo pode ter tridngulo.

Prove que o k-cubo é bipartido.

Se A é o subconjunto dos vértices com quantidade par de 1’s entdo A é independente, pela definigdo
de adjacéncia mo cubo. Do mesmo modo, o restante dos vértices é independente, pois os vértices tem

quantidade impar de 1’s. Logo € bipartido
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Figura 1: um diagrama do 3-cubo.

Determine os pardmetros & (maior conjunto independente), e w (maior clique) do k-cubo. Justifique sua resposta. Justi-
fique suas respostas.

como tem aresta e ndo tem tridngulo, w=2.
cada uma das partes de biparticdo tem metade dos vértices, a =281,

o k-cubo tem um caminho que passa por todos os vértices logo qualquer subconjunto com mais da metade

dos vértices tem 2 deles adjacentes, portanto ndo pode ser independente.
portanto, a=2k1,



