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REVISAO

< denota relacao de ordem genérica.
Lemos x < y como “x precede, ou € igual a, y”.
Sexxyouy=x
X e y sao comparaveis.
Se x Xy nem y £ x

X e y sao incomparaveis.




CADEIA E ANTICADEIA
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MAXIMO E MAXIMAL

xEcAé

maximal Vy € A, x <X y implica y = x.

maximo Vy € A, y < x.

minimal Vy € A, y < x implica y = x.

minimo Vy € A, x X y.
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1 é minimo e 60 é maximo




IXTXTN,
\/X///

2,3,5 sao minimais e 12,20, 30 sao maximais




Figura: diagrama da ordem parcial

{(1,3).(2.3),(1,4).(2,4).(3.4),(5,6).(1.1),(2,2).(3,3), (4

4),(5,5),(6,6) }



BOA ORDEM

Uma ordem parcial (A, <) é bem ordenada, ou
boa ordem, sse

todo subconjunto nao vazio de A tem minimo




BOA ORDEM

Uma ordem parcial (A, <) é bem ordenada, ou
boa ordem, sse

todo subconjunto nao vazio de A tem minimo

Nao pode haver anticadeias, logo a ordem é
total.




EXEMPLO

Z com x <X y se, e somente se,
1. |x| <|y| ou
2. |x|=|y| e x<y.

Nessecaso 0 < -1 <1< -2<2<---,

Exercicio: Verifique que é boa ordem

- 8]



EXEMPLO — ORDEM LEXICOGRAFICA

Ordem lexicografica em N2:

N x N com (x, y) <iex (2, b)
x<aou(x=aey<b)

e (x,y)=(a,b)seesdése x=aey=h.
Exercicio: Verifique que é boa ordem
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EXEMPLO — ORDEM PRODUTO

Ordem produto em N x N

(x,y) <« (a, b) sse

x<aey<hb

e(x,y)=(a,b)seesése x=aey=n>h.




EXEMPLO — ORDEM PRODUTO

Ordem produto em N x N

(x,y) <« (a, b) sse

x<aey<hb

e(x,y)=(a,b)seesése x=aey=n>h.

E boa ordem?



INDUCAO

Teorema (Principio de Indu¢do em Boa Ordem)

(A, X) boa ordem e P predicado sobre A.
Se

1. P(x) é V no elemento minimo x € A

2. Para todo y € A,
P(x) é V em todo x <y implica P(y) €V,

Entao P(x) € verdadeiro para todo x € A.

OBS: < é < \A,4, a ordem estrita associada a <.




Vy € A((Vx €A x=<y— P(x) = P(Y))

Vx € A, P(x)




Vy € A((Vx €A x=<y— P(x) = P(Y))

Vx € A, P(x)

a BASE é nos y sem predecessores por <




Vy € A((Vx €A x=<y— P(x) = P(Y))

Vx € A, P(x)
a BASE é nos y sem predecessores por <
Vx € A x <y — P(x)

é verdadeira por vacuidade




Vy € A((Vx €A x=<y— P(x) = P(Y))
Vx € A, P(x)

a BASE é nos y sem predecessores por <
Vx € A x <y — P(x)
é verdadeira por vacuidade

portanto, a premissa é V quando P(y) vale no
minimo. E isso temos que verificar para aplicar a
inducao.




DEMONSTRACAO POR INDUCAO

Para provar uma propriedade para todos os
elementos de A

m que a propriedade é verdadeira para o
minimo;

m que a propriedade é verdadeira para qualquer
y nao minimo sempre que for verdeira nos
seus precedentes (estritos).




TEOREMA DE BACHET-BEZOUT

Para todos a,b € Z

ax + by = mdc(a, b)

tem solucao x, y € Z.




TEOREMA DE BACHET-BEZOUT

Para todos a,b € Z
ax + by = mdc(a, b)

tem solucao x, y € Z.
Prova: Por inducdo em (a, b) na ordem (N?, <e, ).



ORDEM BEM FUNDADA

Uma ordem parcial (A, <) é bem fundada se, e
SO se, a

todo subconjunto nao vazio de A tem
minimal(is)




ORDEM BEM FUNDADA

Uma ordem parcial (A, <) é bem fundada se, e
SO se, a

todo subconjunto nao vazio de A tem
minimal(is)

Agora pode haver anticadeias.



ORDEM BEM FUNDADA

Teorema

(A, <) € bem fundada sse vale a condicdo de cadeia
descendente para <:

ndo existe uma sequéncia (x,)pen €m A
tal que x;11 < x; para todo i € N

ou seja, em A ndao ha uma cadeia da forma
<X Xp < X1 < Xp

descendente infinita.




Sao ordens parciais bem fundadas:

1. <emN

=

%lex em N XN

3

4. a divisibilidade em N

. Cem©E({1,2,...,100})




Nao sao ordens bem fundadas:

4. C em Q(N)




C eM p(N)

Xo := naturais multiplos de 3
X; = X;_1\ {6/} para todo inteiro i > 1

Temos a cadeia descendente

- C X3 C Xy C Xy C X




C eM p(N)

Xo := naturais multiplos de 3

X; = X;_1\ {6/} para todo inteiro i > 1

Temos a cadeia descendente

YC---CX3CXyCX;CXp

onde Y := multiplos de 3 impares.



INDUCAO

Teorema (Principio de indugdo para ordem

bem fundada)

(A, <) bem fundada e P predicado sobre A.
Se

1. P(x) €V nos elementos minimais x € A

2. Para todo y € A,
P(x) €V em todo x <y implica P(y) é V,

Entao P(x) é verdadeiro para todo x € A.



vy € A((vx € A x <y = P(x)) = P(y))

Vx € A P(x)




vy € A((vx € A x <y = P(x)) = P(y))

Vx € A P(x)

a BASE é nos y sem predecessores por <




Yy € A((vx €A x=<y— P(x)) > P(y))
Vx € A P(x)

a BASE é nos y sem predecessores por <

Vx € A x <y — P(x)

é verdadeira por vacuidade




Yy € A((vx €A x=<y— P(x)) > P(y))
Vx € A P(x)

a BASE é nos y sem predecessores por <
Vx € A x <y — P(x)
é verdadeira por vacuidade

portanto, a premissa é V quando P(y) vale nos
elementos minimais. E isso temos que verificar
para aplicar a inducao.




DEMONSTRACAO POR INDUCAO

Para provar uma propriedade para todos os
elementos de A

m que a propriedade é verdadeira para todos
elementos minimais;

m que a propriedade é verdadeira para qualquer
y nao minimal sempre que for verdeira nos
seus precedentes (estritos).




EXEMPLO

Na ordem estrita e bem fundada (N\ {0,1}, 7‘&)
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EXEMPLO

Na ordem estrita e bem fundada (N\ {0,1}, 7‘&)

P(n): n é primo ou produto de primos.
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EXEMPLO

Na ordem estrita e bem fundada (N\ {0,1}, 7‘&)
P(n): n é primo ou produto de primos.

(Base) Se n é primo P(n) é verdadeiro.
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EXEMPLO

Na ordem estrita e bem fundada (N\ {0,1}, 7‘&)
P(n): n é primo ou produto de primos.
(Base) Se n é primo P(n) é verdadeiro.

(Passo) Seja y composto arbitrario.
(H.l.) Assuma P(x) para todo x 7‘,& y.
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EXEMPLO

Na ordem estrita e bem fundada (N\ {0,1}, 7‘&)
P(n): n é primo ou produto de primos.
(Base) Se n é primo P(n) é verdadeiro.

(Passo) Seja y composto arbitrario.
(H.l.) Assuma P(x) para todo x 7‘,& y.

da,beN, y=a-b. Logoa;yeb;y
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EXEMPLO

Na ordem estrita e bem fundada (N\ {0,1}, 7‘&)
P(n): n é primo ou produto de primos.
(Base) Se n é primo P(n) é verdadeiro.

(Passo) Seja y composto arbitrario.
(H.l.) Assuma P(x) para todo x 7‘,& y.

Ja,beN, y=a-b. Logoa;yeb;y
Por P(a) e P(b), y é produto de primos.

Por inducao P(n) é verdadeiro para todo n.

24 / 24



