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Cardinalidade

Principios de contagem

Arranjos e Combinacoes

Solucoes inteiras de equacoes lineares
Bolas em caixas

@ Permutacao com repeticao

Permutacao circular



MESMA CARDINALIDADE

Dois conjuntos A e B
tém a mesma cardinalidade

se e somente se existe uma bijecao f: A — B.




MESMA CARDINALIDADE

NOTACAO

|Al = [B]
Para A e B de mesma cardinalidade

Lé-se |A| como cardinalidade de A.




MESMA CARDINALIDADE

NOTACAO

|Al = [B]
Para A e B de mesma cardinalidade

Lé-se |A| como cardinalidade de A.

OBS: NAO ESTA DEFINIDO O QUE E CARDINALIDADE.




MESMA CARDINALIDADE
EXEMPLOS

e |(0,+00)| = (0, 1)]




MESMA CARDINALIDADE
EXEMPLOS




MESMA CARDINALIDADE
EXEMPLOS

é bijecao




MESMA CARDINALIDADE
EXEMPLOS

e (0, +00)| = [R]




MESMA CARDINALIDADE

EXEMPLOS

e (0, +00)| = [R]

g(x) =¢
e [(0,1)] =|R| usando a p anterior
eX
P Og(X) T exX 1 1




MESMA CARDINALIDADE
EXEMPLOS

N = |Z|




MESMA CARDINALIDADE
EXEMPLOS

IN| = |Z]
(Z, <):




MESMA CARDINALIDADE
EXEMPLOS

IN| = |Z]
(Z,<): 0 -1 1 -2 2 -3 .
1T 71117
(N,<): 0 1 2 3 4 5
n: Z — N




MESMA CARDINALIDADE

EXEMPLOS

Nl =N xN|

fNxN—=N
f(n,m)=2"2m+1) -1

é bijetiva.




MESMA CARDINALIDADE

EXEMPLOS

Nl =N xN|

fNxN—=N
f(n,m)=2"2m+1) -1

é bijetiva.
OBS: Todo n > 2 é unicamente escrito na forma
2%¢ com £ impar.



COMPARANDO CARDINALIDADES |

Escrevemos

Al < B

para abreviar que existe f: A — B injetiva.




COMPARANDO CARDINALIDADES |

Escrevemos
Al < |B|
para abreviar que

e existe f: A — B injetiva e

e nao existe g: A — B bijetiva.




COMPARANDO CARDINALIDADES

Nao confundir <
sobre conjuntos

com < sobre N.




COMPARANDO CARDINALIDADES

Valem

Reflexividade: |A| < |A|.




COMPARANDO CARDINALIDADES

Valem
Reflexividade: |A| < |A|.

Transitividade: se |A| < |B| e |B| < |C| entdo




COMPARANDO CARDINALIDADES

Valem
Reflexividade: |A| < |A|.

Transitividade: se |A| < |B| e |B| < |C| entdo
Al < [C].

Antissimetria: ?




COMPARANDO CARDINALIDADES

Valem
Reflexividade: |A| < |A|.

Transitividade: se |A| < |B| e |B| < |C| entdo
Al < [C].

Antissimetria: SIM




COMPARANDO CARDINALIDADES

Teorema (Cantor—Schroder—Bernstein)

Se |A| < |B] e |B| < |A| entdo |A| = |B|.




Proposicao

Se A C B entio |A| < |B

7



EXEMPLOS

e |(0,1)| =(0,1/2)[; x — % é injetiva.

e |[0,1)] =](0,1)

DX — % +§ é injetiva.




EXEMPLOS

e NI =1Q
f:Q— N

P na forma reduzida
q

0, se p=20
p

f (—) = ( 2P39, se p>0
7 57P39, sep<0




o [N| <(0,1)] :

Suponha existir f: N — (0, 1) bijetiva

f(O) = 0,d0v0d0'1d0'2d0'3d0'4 ..
f(].) = 0,d1'0d1v1d1'2d1'3d1'4 R
f(2) = 0,d2'0d2'1d2v2d2'3d2'4 ..

f(n) — Ovdn,Odn,ldn,an,3dn,4 e

com d,',j - {0, 1,2,3,4,5,6,7, 8, 9}

. do,n LRI
dl’n LRI
. d2’n LRI

A ..



o seguinte numero real nao esta listado

a = 0,d0d1d2d3 R dn R

d — 1, se d,',,' 75 ].,
f 2, se d,',,' = 1,

para todo |.




o seguinte numero real nao esta listado

a = 0,d0d1d2d3 R dn R

d — 1, se d,',,' 75 ].,
f 2, se d,',,' = 1,

para todo |.

(0, 1) = [R].




o seguinte numero real nao esta listado

a = 0,d0d1d2d3 R dn R

d — 1, se d,',,' 75 ].,
f 2, se d,',,' = 1,

para todo |.

1(0,1)] = |R|. Logo |N| < |R|. (justifique)




o seguinte numero real nao esta listado

a = 0,d0d1d2d3 R dn R

d — 1, se d,',,' 75 ].,
f 2, se d,',,' = 1,

para todo |.
1(0,1)] = |R|. Logo |N| < |R|. (justifique)

Qual é uma funcao injetiva N — (0, 1)?




CONJUNTOS FINITOS

Definicao de cardinalidade para conjuntos finitos

0 seA=0
[Al= o
n se existe bijecdo {0,...,.n—1} - A




Notacao:

[n] ={0,1,2,...,n—1}



CARDINALIDADE DE CONJUNTOS FINITOS

|A| esta bem definido?




CARDINALIDADE DE CONJUNTOS FINITOS

|A| esta bem definido?

Se A#2 é conjuntoe f:[n] >Aeg:[m— A
sao bijecoes entao m = n?




PRINCIPIO DAS GAVETAS

Teorema (Principio das Gavetas (PG))

Se 1 < n < m entdo ndo existe fungdo f: [m] — [n]
injetiva.




CONJUNTOS FINITOS

A é finito se, e sO se,

A| = n para algum n € N.

Ja sabemos que N nao é finito.




CONJUNTOS ENUMERAVEIS

O conjunto A é enumeravel se é finito ou se tem
a mesma cardinalidade de N.

Exemplos: N, Z e (Q sao enumeraveis e R nao é
enumeravel.

Definicao:
IN| =Ry (dlefe — zero)

e é o menor cardinal nao finito.



CONJUNTOS ENUMERAVEIS

Se A é enumeravel seus elementos podem ser
descritos por uma enumeracao (a,),

A={ap,a,...}




2N NAO E ENUMERAVEL

2N = If C N x {0,1}: f é funcao}




2N NAO E ENUMERAVEL

2N = If C N x {0,1}: f é funcao}

Suponha 2" enumeravel.




2N NAO E ENUMERAVEL

2N = If C N x {0,1}: f é funcao}

Suponha 2" enumeravel.

N =If f.hf ...}




2N NAO E ENUMERAVEL

0 1 2 3

fo| %(0) fo(1) #(2) f(3)

i1 A(0) A1) A(2) A(3)

f| 2(0) (1) £(2) £(3)
1) £(2)

fs | 3(0) fi(




2N NAO E ENUMERAVEL

0 1 2 3

Definimos F : N — {0, 1} € 2" alterando a

diagonal:

F(n) =1— f,(n)

f0(0) fo(1) fo(2) fo(3)
A(0) A(1) A(2) A(3)
(0) ~(1) £(2) £~(3)
f(0) f(1) £(2)

para todo n € N.



2N NAO E ENUMERAVEL

Pela enumeracao, deve existir kK € N tal que
F = f.
Avaliando essa igualdade no ponto k:
F(k) = fu(k).
Mas, pela definicao de F,
F(k) =1— fi(k).

Contradicao.




CONJUNTOS INFINITOS

A é infinito se, e sO se, nao é finito.

Definicao:
IRl =c¢

é a cardinalidade do continuo.




TEOREMA DE CANTOR

Teorema (Teorema de Cantor)

Para todo conjunto A, |A| < |24].




TEOREMA DE CANTOR

Teorema (Teorema de Cantor)
Al < |24].

Para todo conjunto A,

Em particular, temos

2N
IN| < [2N) < 2| < 2% | < -




APLICACAO

Sao 2| fungdes f: N — {0,1}




APLICACAO

Sao 2| fungdes f: N — {0,1}

Sao | N| programas (e.g., em C).




APLICACAO

Sao 2| fungdes f: N — {0,1}
Sao | N| programas (e.g., em C).

Conclusao: existem funcoes nao computaveis.




CONJUNTOS INFINITOS

Vale que para qualquer conjunto A
1. se |A| < |N| entao A é finito e enumeravel;
2. se |A| = |N| entdao A é infinito e enumeravel;

3. se |[N| < |A| entao A é infinito e nao
enumeravel.




PRINCIPIO ADITIVO

Teorema (principio aditivo)

Se A e B sao conjuntos finitos e disjuntos, entdo
|AUB| =|A|+|B|.

Corolario
Se Ay, ..., A, sdo conjuntos dois-a-dois disjuntos
entao

|AfUA U UA, | =|AL|+ A+ + A

33




PRINCIPIO MULTIPLICATIVO

Teorema (principio multiplicativo)

Se A e B sao conjuntos finitos ndo vazios, entdo
|Ax B[=|A[-]|B].

Corolario

Se Ay, ..., A, sdo conjuntos ndo vazios entiao

‘AlXA2X---XAn’:‘A1|-‘A2|---|An|.



De quantas maneiras pode-se caminhar do
ponto (2,1) até o ponto (7,4) se cada passo s6
pode ser para a direita ou para cima?

=N W D

01 2 3 45 6 7




ARRANJOS E COMBINACOES

De quantos modos podemos
selecionar r dentre n?

| sem repeticdo | com repeticdo

com ordem

sem ordem




ARRANJOS E COMBINACOES

De quantos modos podemos
selecionar r dentre n?

| sem repeticdo | com repeticdo

com ordem

(), =

nl

(n—r)!

sem ordem




CONTAGEM E RELACAO DE EQUI-
VALENCIA

Teorema

Se A é finito e ~ é uma relacao de equivaléncia
sobre A cujas classes de equivaléncia tém a
mesma cardinalidade, digamos k, entao

|Al=|Aj~] - k.




CONTAGEM E RELACAO DE EQUI-

VALENCIA

A conjunto das selecées ordenadas de r
elementos.

a, B € A sao equivalentes sse sao constituidas
pelos mesmos elementos (se diferem, é na
ordem dos elementos).

Ve

E uma relacao de equivaléncia sobre A.

Cada classe de equivaléncia tem elementos.



CONTAGEM E RELACAO DE EQUI-

VALENCIA

A conjunto das selecées ordenadas de r
elementos.

a, B € A sao equivalentes sse sao constituidas
pelos mesmos elementos (se diferem, é na
ordem dos elementos).

Ve

E uma relacao de equivaléncia sobre A.

Cada classe de equivaléncia tem r! elementos.



CONTAGEM E RELACAO DE

VALENCIA

EQUI-

Portanto

modos de selecionar r dentre n sem repeticao e
sem ordem.




CONTAGEM E RELACAO DE EQUI-

VALENCIA

Uma selecao de r elementos de um conjunto de
cardinalidade n sem repeticao e sem ordem é um
subconjunto de cardinalidade r.

Corolario

:|

Todo conjunto de cardinalidade n tem < )
r

subconjuntos de cardinalidade r.




CONTAGEM E RELACAO DE EQUI-

VALENCIA

Corolario




CONTAGEM E RELACAO DE EQUI-

VALENCIA

Corolario




ARRANJOS E COMBINACOES

De quantos modos podemos
selecionar r dentre n?

| sem repeticdo | com repeticdo

com ordem | (n), = (nf—'r),

sem ordem (’r’) _ %



ARRANJOS E COMBINACOES

De quantos modos podemos

selecionar r dentre n?

| sem repeticdo | com repeticdo

com ordem | (n), =

nl

(n—r)!

n

r

sem ordem (’r’) —

(n)r

r!




De quantos modos podemos selecionar r dentre
n com repeticao e sem ordem?

O que importa é a quantidade x; de vezes que o
“tipo /” vai ser repetido (1 </ < n).

X1+xo+- -+ X, =7r
com x; > 0 para todo |




SOLUCOES INTEIRAS DE EQUACOES

LINEARES

Quantas solucdes tem a equacao

X1+ X + x3 =6 com x; € N para todo /.




SOLUCOES INTEIRAS DE EQUACOES

LINEARES

Quantas solucoes tem a equacao

yvi+y:+y3=6+3 com y; € Z" para todo i.




SOLUCOES INTEIRAS DE EQUACOES

LINEARES

X1+x+--+x,=r comx; €N tem
tantas solucoes quantas tem

y1_|_y2_|_..._|_yn:r—|-ncomy,-€Z+ quetem
(r+n—1> (r+n—1> ~
— solucoes.
n—1 r



ARRANJOS E COMBINACOES

De quantos modos podemos
selecionar r dentre n?

| sem repeticdo | com repeticdo

com ordem | (n), = (nﬁ—'r), n"

sem ordem (") _ () ((n)) _ (n+r—1)

r

r! r r




ARRANJOS E COMBINACOES

m arranjo: quando a ordem da selecao importa,
m combinacao: quando a ordem nao importa.




ARRANJOS E COMBINACOES

Convencao

0l=1




BOLAS EM CAIXAS

Um outro modelo para problemas de contagem:

de quantos modos podemos distribuir de bolas
em caixas?

se considerarmos 0s casos:
m caixas distinguiveis ou caixas idénticas e
m bolas distinguiveis ou bolas idénticas.



BOLAS E CAIXAS DISTINGUIVEIS

H3a 8 modos de distribuir as bolas distinguiveis
a, b, c em duas caixas distinguiveis (por exemplo,
esquerda e direita)

abc| ablc a|bc labc
ac|b bcla blac clab




CAIXAS INDISTINGUIVEIS

Se as caixas sao indistinguiveis, sao 4 modos
abc definem a mesma

mabc| e
distribuicao,
maclb e blac definem a mesma
distribuicao,
mablc e clab definem a mesma
distribuicao,
mbcla e albc definem a mesma
distribuicao.




BOLAS INDISTINGUIVEIS

Se as 3 bolas sao idénticas e as 2 caixas nao

Também sao 4 modos.




CAIXAS E BOLAS INDISTINGUIVEIS

Se caixas e bolas sao indistinguiveis

mokkk | € | kkx sao equivalentes, e
mokk | ke x| xxk sao equivalentes.

S3ao 2 modos.




EXERCICIO

De quantas maneiras podemos

1. distribuir r bolas distintas em n caixas distintas com
qualquer niumero de bolas por caixa;

2. distribuir r bolas distintas em n caixas distintas com
no maximo uma bola por caixa;

3. distribuir r bolas idénticas em n caixas distintas com
no maximo uma bola por caixa;

4. distribuir r bolas idénticas em n caixas distintas com
qualquer nimero de bolas por caixa.



PERMUTACAO COM REPETICAO

Uma permutacao qualquer das letras de uma
dada palavra é chamada de anagrama dessa
palavra, mesmo que esta permutacao nao tenha
sentido. Por exemplo, “lodo” é um anagrama de
“dolo”, bem como “odol” e “dool”.




Quantos anagramas podem ser formados com as
letras da palavra “ana”?




Quantos anagramas podem ser formados com as
letras da palavra “ana”?

ana ana aan adn naa naa




Quantos anagramas podem ser formados com as
letras da palavra “ana”?

ana ana aan adn naa naa

3!
5= 3 anagramas




Quantos anagramas podem ser formados com as
letras da palavra “dado”?




Quantos anagramas podem ser formados com as
letras da palavra “dado”?

(a,d1,dr,0) | (0,d1,dn,a) | (di,da, a,0) | (di,a,dy,0)
(a, dz,dl,O) (O,dg,dl,a) (dg,dl,a, O) (dz,a, dl,O)
(a,d1,0,db) | (0,a,d1,do) | (di,a,0 do) | (di,dr, 0,a)
(a,dr,0,d1) | (0,a,dr,dy) | (da,a,0,d1) | (da, dh,0,a)
(a, o, dl, d2) (O, dl, a, dz) (dl, o, a, d2) (dl, o, d2, a)
(a,0,d2,d1) | (0,dp,a,d1) | (da,0,a,d1) | (da,0,d1,3)




Quantos anagramas podem ser formados com as
letras da palavra “dado”?

(a,d1,dr,0) | (0,d1,dn,a) | (di,da, a,0) | (di,a,dy,0)

(a, dz,dl,O) (O,dg,dl,a) (dg,dl,a, O) (dz,a, dl,O)

(a,d1,0,db) | (0,a,d1,do) | (di,a,0 do) | (di,dr, 0,a)

(a,dr,0,d1) | (0,a,dr,dy) | (da,a,0,d1) | (da, dh,0,a)

(a, o, dl, d2) (O, dl, a, dz) (dl, o, a, d2) (dl, o, d2, a)

(a,0,d2,d1) | (0,dp,a,d1) | (da,0,a,d1) | (da,0,d1,3)
41

E' = 12 anagramas




Quantos anagramas podem ser formados com as
letras da palavra “banana’”?




Quantos anagramas podem ser formados com as

letras da palavra “banana’”?

banana banana banana banana banana banana
banana banana banana banana banana banana

12 = 3! - 2! permutacoes correspondem ao
mesmo anagrama.




Quantos anagramas podem ser formados com as
letras da palavra “banana’”?

banana banana banana banana banana banana
banana banana banana banana banana banana

12 = 3! - 2! permutacoes correspondem ao
mesmo anagrama.

Sao 5! = 120 permutacoes que comecam com b
e que correspondem a 10 anagramas:



banana banana banana banana banana banana
banana banana banana banana banana banana
banaan banaan banaan banaan banaan banaan
banaan banaan banaan banaan banaan banaan
baanna baanna baanna baanna baanna baanna
baanna baanna baanna baanna baanna baanna
baanan baanan baanan baanan baanan baanan
baanan baanan baanan baanan baanan baanan
bannaa bannaa bannaa bannaa bannaa bannaa
bannaa bannaa bannaa bannaa bannaa bannaa
bnaana bnaana bnaana bnaana bnaana bnaana
bnaana bnaana bnaana bnaana bnaana bnaana
bnaaan bnaana bnaaan bnaaan bnaaan bnaaan
bnaaan bnaaan bnaaan bnaaan bnaaan bnaaan
bnanaa bnanaa bnanaa bnanaa bnanaa bnanaa
bnanaa bnanaa bnanaa bnanaa bnanaa bnanaa
bnnaaa bnnaaa bnnaaa bnnaaa bnnaaa bnnaaa
bnnaaa bnnaaa bnnaaa bnnaaa bnnaaa bnnaaa
baaann baaann baaann baaann baaann baaann
baaann baaann baaann baaann baaann baaann




De quantos modos podemos arranjar n objetos
de r tipos diferentes e o objeto do tipo / ocorre
k; vezes para todo / € [r], sendo que

ki+ -+ k =n?




De quantos modos podemos arranjar n objetos
de r tipos diferentes e o objeto do tipo / ocorre
k; vezes para todo / € [r], sendo que

ki+ -+ k =n?

n B n!
ki, ko,..., k)  kilky! -k,




MAOS DE BRIDGE

Exemplo: Numa mao de Bridge as 52 cartas de
um baralho embaralhado sao divididas
igualmente entre 4 jogadores. O nimero de
modos distintos com que isso é feito é




MAOS DE BRIDGE

Exemplo: Numa mao de Bridge as 52 cartas de
um baralho embaralhado sao divididas
igualmente entre 4 jogadores. O nimero de
modos distintos com que isso é feito é

52 B
13,13,13,13/)




MAOS DE BRIDGE

Exemplo: Numa mao de Bridge as 52 cartas de
um baralho embaralhado sao divididas
igualmente entre 4 jogadores. O nimero de
modos distintos com que isso é feito é

52 B
13,13,13,13/)

53.644.737.765.488.792.839.237.440.000




MAOS DE BRIDGE

Exemplo: A quantidade de maos de Bridge em
que cada jogador tem uma carta A é




MAOS DE BRIDGE

Exemplo: A quantidade de maos de Bridge em
que cada jogador tem uma carta A é

48
41 -
12,12,12, 12




MAOS DE BRIDGE

Exemplo: A quantidade de maos de Bridge em
que cada jogador tem uma carta A é

48
4] =
12,12,12,12

5.659.423.235.091.422.706.737.318.400




EXERCICIO

Com que probabilidade cada jogador recebe um
A?




EXERCICIO

Com que probabilidade cada jogador recebe um
A?

Moo _ 4148113° 219 5

581 = ~
131131131131 52! 20825




PERMUTACAO CIRCULAR

De quantos modos 5 criancas, denominadas
a, b, c,d, e podem ser arrumadas numa mesa
para um jogo que segue em sentido horario?




PERMUTACAO CIRCULAR

O namero de permutacoes circulares de n > 1
objetos distintos € igual a

n!




Quantas funcoes de [r] em [n]?

Quantas funcoes injetivas de [r] em [n]?

Quantas funcoes sobretivas de [r] em [n]?




A, B conjuntos com cardinalidades r e n.
A quantidade de funcoes f: A— B é n".

A quantidade de funcodes injetivas é (n),.

Quantas sao as funcoes sobrejetivas f: A — B?
(r=>n2>1).




PRINCIPIO INCLUSAO—EXCLUSAO

n

A

n

=3 A= Y JAnAL

i=1 i=1 1<i<j<n
n
> JANANAl—. .+ (-1 A
1<i<j<k<n =1l




Lado direito:

Soma individual: ) |A||
i=1

Pares: — Z |Ai N Aj|

1<i<j<n

Trios: + >  |ANANA

1<i<j<k<n

Todos conjuntos: (—1)"!

NA
i=1




DESCRICAO MAIS COMPACTA

N

iel

| = Z (_1)II\+1




PASSO INDUTIVO

‘(Al U... UAk) UAk+1| =

‘Alu...UAk| S |Ak+1| = |(A1U...UAk)ﬂAk+1| =
‘Al U... UAk| S |Ak+1| —

‘(Al N Ak+1) U (A2 N Ak+1) u...u (Ak N Ak+1)’

agora aplica hipotese indutiva nas unioes de k
conjuntos.




FUNCOES SOBREJETORAS

frA— B, |Al=me|B|=n

A ={f: A= B|b ¢Im(f)}

O conjunto da funcoes sobrejetivas é

S =B\ OA,-.
i=1



Usando inclusao—exclusao

_ Z (_1)|I|+1

ICn]

n

A

=1

NA

il

(YA ={f: A= B| b ¢Im(f) VieI}

il

para I # &, =(n—1|I)"

N

iel
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