PROXIMOS PASSOS

As leis da Teoria ZFC
Os Naturais, segundo von Neumann
Produto cartesiano

Relacoes e funcoes




DISCLAIMER

A teoria (ZFC) é ferramenta, nao objeto de

estudo.
(explicado em aula o objetivo)




Axiomas ZFC

Extensionalidade:

Quaisquer dois conjuntos com os mesmos
elementos sao iguais.

Vazio:

Existe um conjunto que nao tem elementos.

Por extensionalidade, o vazio é unico.




Axiomas ZFC

Par (ndo ordenado):

Dados conjuntos y e z existe o conjunto
formado somente por tais elementos {y,z }

Portanto {y,z} ={z,y}
SR

De um conjunto B e um predicado P, formamos
o conjunto { x € B: P(x) }.




AXxIoMAS DE ZFC

Uniao:

Para qualquer conjunto A existe o conjunto | J A
formado pela uniao dos elementos de A.

Dados B e C, pelo axioma do Par temos { B, C }
e do principio da Uniao | J{ B,C}

BuC=| }{B.C}
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AXxIoMAS DE ZFC

Uniao:

Para qualquer conjunto A existe o conjunto | J A
formado pela uniao dos elementos de A.

Dados B e C, pelo axioma do Par temos { B, C }
e do principio da Uniao | J{ B,C}

BuC=| }{B.C}

Se A é nao vazio entao
ﬂA:{yEUA:VBeA,yGB}.



Axiomas ZFC

O conjunto das partes:

Para qualquer conjunto A,
existe o conjunto Q (A) tal que
x € P (A) se, e so se, x C A.

Também usa-se a notacdo 2°.




Axiomas ZFC

Infinitude:

Existe conjunto indutivo: um conjunto I tal que
1. o €1e,
2. se x € I é elemento, entao xU {x } € I.




Os NUMEROS NATURAIS

A intersecao de conjuntos indutivos é um
conjunto indutivo.

Coroldrio (w é o “menor” indutivo)

Existe w indutivo tal que para todo conjunto
indutivo A

w C A.




IDEIA DA DEMONSTRACAO DO COROL.

I é o conjunto indutivo dado pelo axioma
wr:=({C CI:C é indutivo} é indutivo
wrC C (VC C I indutivo.)

Se J for qualquer outro indutivo
wy:=[){C C J: C é indutivo } é indutivo
w,;C C (VC C J indutivo.)

wr = wy:

9



IDEIA DA DEMONSTRACAO DO COROL.

wr CINJCI pois INJind., logo w; C J

wr C J indutivo implica w; C w;

w; CINJC JpoisINdJind., logo w, CI

wy C I indutivo implica w; C w;
Portanto
Wy = Wwr

Ou seja, dlw indutivo, contido em todo indutivo.




Os NUMEROS NATURAIS

Um ndamero natural é, por definicao, um
elemento de w. Equivalentemente, um nimero
natural é um conjunto que pertence a todo
conjunto indutivo.




Os NUMEROS NATURAIS

o conjunto x" = xU{x} é o sucessor de x.

0= g,

1:={2}={0}

2 ={9,{o}}={0,1},

I= Al 2 o e B 1] = (0 T2

n+1=n"=nu{n}={0,1,..., n}



Se A C w é tal que
1.0 A
2. para todo n, se n € Aentdao n" € A

Entao A é indutivo

Logo A = w.




AXIOMAS “+4 SOFISTICADOS' DE

ZFC

Regularidade Cada conjunto nao vazio a tem um
elemento b com anN b= g.

Substituicao Para toda funcao F e todo
conjunto X, é conjunto

{F(A): Ac X).

Escolha Para qualquer conjunto A com
elementos nao-vazios, existe uma funcao f que
atribui para cada x € A um f(x) € x (uma
escolha em x).




PAR ORDENADO

Par ordenado
e
Produto cartesiano



PAR ORDENADO

Definicdo: (a,b) ={{a} {a b}}.

Exercicio: Verifique que a definicao acima
satisfaz a propriedade fundamental de par
ordenado

se (a,b) =(x,y) entdo a=xe b=y.

Conclua que se a # b entao (a, b) # (b, a).




PRODUTO CARTESIANO

A e B sao conjuntos.

A x B denota o conjunto formado por todos os
pares (a,b) com ac Ae be B.

AXB:{(x,y)E:xeAeyEB}




PRODUTO CARTESIANO

A e B sao conjuntos.

A x B denota o conjunto formado por todos os
pares (a,b) com ac Ae be B.

AXB:{(x,y)E:xeAeyEB}

Separando

AxB={(xy)eP(®P(AUB)): xcAeye B}



RELACOES

Se A e B sao conjuntos, uma relacao R com
dominio A e contradominio B é um subconjunto

RCAXB.

Se A = B escrevemos A’ para A x B e dizemos
que R C A% é uma relacdo sobre A, ou em A.
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EXEMPLOS

A relacao sobre A x A (A ndo vazio qualquer)
idg ={(a,a): ac A}

é chamada de identidade ou diagonal.




FUNCOES

Uma relacao R C A x B é funcao se, e so se,

para cada x € A
existe um unico y € B
tal que (x,y) € R.




FUNCOES

Uma relacao R C A x B é funcao se, e so se,

para cada x € A
existe um unico y € B
tal que (x,y) € R.

Como y é unico ganha um nome: imagem de x
por R, denotado R(x).



FUNCOES

Escrevemos R: A — B para a relacao que é
funcao.

Escrevemos B* para o conjunto de todas as
funcoes de A em B.




COMPOSICAO DE RELACOES

RCAxBeS C B xC relacoes.
A relacao composta

SoRCAxC
é dada por:

(x,z) € So R sse dy € B tal que
(x,y) e Re(y z)€S.




COMPOSICAO DE RELACOES

Por exemplo, A=B=C={0,1,2,3,4} e

R = {(1,1),(1,4),(23) (3,1) (3 4)

¥
5 = {(1,0).(20),(31),(3,2).(41) }

A composicao SoR é




COMPOSICAO DE RELACOES

Por exemplo, A=B=C={0,1,2,3,4} e

{(1,1).(1,4).(2,3),(3,1),(3.4)
{(1,0).(2,0).(3,1),(3,2),(4.1)

A composicao SoR é

R
S

¥
¥

SoR ={(1,0),(1,1),(21),(2,2),(3,0),(3, 1)}




NOTACAO

R relacao

(a, b) € R escrevemos a R b

€é mais comum usarmos simbolos como ~, =, ~,
~, <, =X, < em vez de R, S ou qualquer letra do
alfabeto.




Propriedades das relacoes
sobre um conjunto A nao vazio




REFLEXIVIDADE

Uma relacao ~ é reflexiva sse

paratodo ac A a~a

Uma relacao ~ é irreflexiva sse

para todo a € A, ata



REFLEXIVIDADE

1. {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4),(4,1), (4,4 }
sobre {1,2,3,4} é reflexiva.

(2.1).(3.1).(3,2), (4.1, (4.2), (4,3) } sobre
.4} é irreflexiva.

A
|_|
N
UO,-\

3. {(1,1),(1,2),(2,1)} sobre {1,2,3,4} é nenhuma
das duas.




SIMETRIA

Uma relacao ~ é simétrica sse

paratodo a € A, paratodo b A, a~b=b~a

Uma relacao ~ é antissimétrica sse

paratodos ac Aebec A a~beb~a=a=5b

Uma relacao ~ é assimétrica sse

para todo a € A, paratodo be A, a~ b= b+ a



1. {(1,1),(1,2),(2,1) } sobre {1,2} é simétrica.

2. {(1,1),(2,2),(1,2),(3,1),(4,1),(4,2),(4,3) }

sobre {1,2,3,4} é antissimétrica.

5 }92)( ,1),(4,1),(4,2),(4,3) } sobre

2,3,4} é assimétrica.




TRANSITIVIDADE

Uma relacao ~ é transitiva sse para todo a € A,
para todo b € A, para todo c € A,

sea~beb~ centao a~ c.




1. {(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4,3) } sobre
{1,2,3,4} é irreflexiva, antissimétrica e
transitiva.

2. {(1,1).(1,3).(1,4),(2.2),(2.3),(2,4).(3.3). (3.4). (4.4) }

sobre {1,2,3,4} é reflexiva, antissimétrica e
transitiva.

3. {(3,4)} sobre {1,2,3,4} é irreflexiva,
antissimétrica, assimétrica e transitiva.



PROPRIEDADES DE FUNCOES

As principais propriedades de funcoes sao

1. Injetividade
2. Sobrejetividade

3. Bijetividade



FINITUDE

Um conjunto A é finito se é vazio ou, para
algum n € N, existe

bijetiva.

A é infinito se nao for finito.



Teorema

N é infinito.

35/ 35



