Exercicios de Cadeias de Markov

1. Uma urna contém duas bolas, duas bolas pretas. Em cada passo uma bola é escolhida ao acaso e
trocada por outra bola que é da mesma cor com probabilidade 0,8 de de outra cor com probabilidade
0,2. S6 ha bolas pretas e brancas. Com que probabilidade a quinta bola escolhida é preta? Vocé deve
usar cadeia de Markov para formular e resolver o problema.

X, € {0,1,2} o nimero de bolas pretas apés n trocas; Xy = 2.

0,8 0,2 0
P=10,1 0,8 0,1 A=[0 0 1]
0 0,2 0,8

P(quinta bola preta) = Z{o P(Xy=i)x += Z?ZO()\(O)P‘l)i X &

2. Uma loja de eletrénicos vende um videogame e adota uma politica de controle de estoque do tipo
(s,.5). Essa politica funciona da seguinte forma: se, ao final de um dia, o estoque disponivel é menor ou
igual a s, a loja realiza um pedido para que o estoque no inicio do dia seguinte seja reposto para S
unidades.

Seja X,, o nimero de unidades em estoque ao final do dian, e D,,,1 a demanda no dian + 1.
O estoque evolui segundo a regra:

X (X — Dpi1)™, se X, >s,
e (S - Dn+1)+a s€ Xn S S,

onde " = max{z, 0}.

Suponha que a loja adote a politica (s, .S) = (1, 5), isto é sempre que o estoque ao final do dia for 0
ou 1, ele é reposto para 5 no inicio do dia seguinte. A demanda diaria D, 1 é uma variavel aleatéria
com a seguinte distribuicdo de probabilidades:

P(Dpyy =0) =03, P(Dpiy=1)=04, P(Dpq=2)=0.2 P(Dy=3)=0.1.

(2.1) Modele o processo (X,),>o como uma cadeia de Markoy, identificando o espago de estados.

(2.2) Construa a matriz de transicdo P correspondente.

(2.3) Interprete o significado das transicdes: por exemplo, explique o que acontece quando X, =2ea
demandaé D1 = 3.

(2.4) Assuma que o precesso tenha uma distribui¢do estacionaria m=[0.09 0.150.23 0.21 0.20 0.12].
Calcule, no longo prazo, a esperanca do estoque ao final do dia.

(2.5) Suponha que a loja tenha um lucro de R$12 por unidade vendida, mas um custo de R$2 por dia por
unidade em estoque. Qual o lucro médio de longo prazo por dia dessa politica de estoque?

Espaco de estados S = {0,1,2,3,4,5}.

Quando X,, < 1 (politica s = 1), o estoque é reposto para S = 5 no inicio do préximo dia. A demanda
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maxima é 3 unidades. Partindo de 5 unidades, o menor valor possivel ao final do dia é (5 — 3) ™ = 2.
Partindo de estados maiores que s, o estoque pode chegar a 0.

0O 0 0,1 0,2 0,4 0,3
O 0 0,1 0,2 04 0,3
0,3 0,4 0,3 0 0 O
0,1 0,2 0,4 0,3 0 0
0 0,1 0,2 0,4 0,3 0
0 0 0,1 02 04 0,3

o (Xn=2)e D, 1 =3 noiniciododian + 1, como X,, =2 > s = 1, ndo ha reposicdo. O
estoque permanece em 2 unidades. Durante o dian + 1: a demanda é D,,; = 3 unidades.
Como ha apenas 2 unidades em estoque e a demanda é 3, a loja vende apenas as 2 unidades
disponiveis. H4 demanda insatisfeita de 1 unidade. Final do dia n + 1:

X1 =(2-3)" =max{-1,0} =0

Como X,,11 = 0 < s = 1, haveré reposi¢do para S = 5 no inicio do dia seguinte.
o Aoperagdo ()" = max{z, 0} garante que o estoque nunca seja negativo.
o Demandas que excedem o estoque disponivel resultam em vendas perdidas.

o Osestados 0 e 1 sdo estados de reposicdo, que sempre levam a um estoque inicial de 5
unidades.

Dada a distribuicdo estacionaria 7 = [0.09, 0.15, 0.23, 0.21, 0.20, 0.12], calculamos:
5
BX] =) i-m=2,64
i=0

Lucro médio = 12 x E[V] — 2 x E[X]

Vendas médias de longo prazo: E[V] = Z?:O ;- Vi

Vendas esperadas partindo do estado i: V; = E[min{estoque inicial, D}|.

E[V] = 1,077 unidades

3. Verifique que a condi¢do de Markov é equivalente a (1) e (2) abaixo:
MP(Xpi1 =7 Xny =tnyy Xny = lngy-v oy Xny = tn,) = P(Xnp1 =7 | Xn, = in,) para
ny<ng <---<ng<n.
QP Xpin =71 Xo=10,X1=4%1,.-, X = im) = P(Xpnin =37 | Xm = i) paran,m > 0.

Forma padrdo = Forma geral (1)
Passado conhecido C' = [X,,, = tp;, ..., Xn, = in,]
Passado desconhecido Dx = [Xp,41 = @nyt1,- - -, Xn = &y), X representa uma trajetoria especifica.

Calculamos P(X,,11 = j | C) usando a Lei da Probabilidade Total, somamos sobre todos os caminhos
intermediarios Dy possiveis, “preenchendo com os estados faltantes”



P(Xp1=3|C)=> P(Xp1=3|C,Dy) - P(D, | C)

no lado direito, exibindo as varidveis e omitindo os valores

Z \]P)(Xn—kl | ana' . 7Xnk7Xnk+17- .. aXn)J'EP)(Xnk—i-lv' . aXn | Xn17' . aXnk)

Tyilse - @ ~~ ~~
np+1se e Tn Termo 1 Termo 2

Simplificando o Termo 1
P(Xpn1 =3 Xn, =tnyse ey Xy = fngy Xnpt1 = Tyt 15+ -+ Xy = T)
é a probabilidade do futuro (X ,41) dado o passado e a informagdo mais recente é X,, = x,,.
Forma Padrdo da Propriedade de Markov aplica-se e temos
Termo 1 =P(X,11 =7 | Xn=zn)
Simplificando o Termo 2
P(Xnt1 = Tngt1s ooy Xn = Tn | Xny =ngyevey Xng = tny)

a probabilidade de um "caminho final" (de n;1 até n) dado o "passado conhecido" (de n; até ng com
saltos). Podemos expandir a probabilidade desse caminho usando a regra da cadeia

P(Caminho | C) = P(Xn = Tp | C, Xn,1 = a:n,l) -P(thl = Tp-1 | C, Xn,Q = mn,Q)'
]P)(Xn—2 = Tnp-2 | C,Xn 3= xn—?)) ce ]P)(Xnk—i-l = Tpy+1 | C)
Agora, aplicamos a Condi¢éo Padrdo de Markov em cada passo dessa expansao

o P(X, | C,X,_1)depende apenas de X,,_1, entdo viraP(X,, | X,,—1)

o ..

o P(X,,+1 | C) depende apenas da informac&do mais recente em C, que é X,,,, entdo vira
P(Xnk+l ‘ Xnk)

Portanto, o Termo 2 simplifica para
Termo 2 = P(X ;11 = Tpyt1y oy X = T | Xy, = i)

Substituimos os Termos 1 e 2 simplificados de volta na equacdo inicial

]P)(XnJrl = .7 ' C) = Z P(XnJrl :j | X, = :Un) : P(Xnk+1 = Tpyt1y- - - ’Xn = Tn | Xnk - an)

Tng+1ye - Tn

Essa soma ndo depende mais do "passado” C, exceto pelo seu ponto final X, e é, por definicdo, a
probabilidade de ir de X, = iy, para X,,11 = J, somando sobre todos os caminhos intermediarios
possiveis (Lei da Probabilidade Total), logo

IPJ()(n—i-l = .7 | Xnk - 'Lnk)

Com isso, provamos que P(X 11 =7 | Xn, = tnyy ey Xnp = in) = P(Xpi1 =7 | Xy = i)
Forma geral (1) = Forma padréo

A propriedade padrdo é um caso particular da forma geral. Basta tomark =n + 1 e:

n=0ny=1,...,np=n
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Entdo a forma geral nos da:
P(Xp1 =7 Xo=10,X1=191,-.-, Xn=1p) =P(Xpy1 =7 | Xpn =in)

que é exatamente a forma padrao da propriedade de Markov.

Forma geral (2) = Forma padrido ...

Forma padrdo = Forma geral (2)
Por Indug¢do. Queremos provar:
IP)(Jva—i-n =J | Hm) - IP)(*Xm—o—n =7 ‘ Xy = Zm)
ondeHm = [XO = ’io,. . aXm = ’Lm]

Paramn = 1 essa formula é exatamente a condicdo de Markov. Assuma como Hipétese de Indugao (HI)
que a afirmacdo é verdadeira paraalgumn =k > 1

P(Xpmir = 7 | Hin) = P(Xomik = 7 | X = im)
para qualquer estado futuro j'. Queremos provar
P(Xmikr1 =7 | Hpn) = P(Xmiki1 = J | X = i)
Usando a Lei da Probabilidade Total no lado esquerdo

P(Xmiki1 =5 | Hn) = ) P(Xmiki1 = Jy Xk = 5 | H)
j’

Usando a defini¢do de probabilidade condicional

P(Xmikr1 = J | Hn) = ) PXumiker = | Xonsr = 5, Hn) - B(Xmir = 5 | Hu)
jl

. J/

Ter;rrlo A Ter‘nrlo B

Termo A: Pela forma padrdo da condicdo de Markov, o préximo estado depende apenas do presente
Termo A = P(Xmihi1 = J | Xk = J')
Termo B: Pela HI
Termo B = P(X,i1 = 5 | Xon = im)
logo

IEJ)(‘vaJrIHl =7 | Hm) = Z]P)(XmHHl =7 ‘ Xtk = .7,) : IED(‘XWHIC = jl | Xm = Z'm)
jf

¢é a Lei da Probabilidade Total, condicionada apenas em X, = i,,.
P(Xm+k+1 =7 ‘ Hm) = P(Xm+k+1 =7 ‘ Xm = Zm)

Por inducdo, ela vale para todon > 1 (e trivialmente para n = 0).

4. No jogo das apostas da lista de revisdo, suponha as jogadas CCC (cara-cara-cara) contra KCC (coroa-
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cara-cara). Faca um modelo markoviano para esse jogo, isto &, descreva um conjunto de estados, as
probabilidades de transi¢do e distribuicdo inicial.

Precisamos rastrear o progresso em direcao a cada sequéncia vencedora

o Sy (Estado Inicial): nenhum progresso em dire¢do a qualquer sequéncia

o S¢: Ultima jogada foi C (progresso para CCC)

o S¢c: Ultimas duas jogadas foram CC (progresso para CCC)

o Ske: Ultimas duas jogadas foram KC (progresso para KCC)

o Sccc: Sequéncia CCC completada (estado absorvente - jogador CCC vence)

o Skcc: Sequéncia KCC completada (estado absorvente - jogador KCC vence)
Distribuicdo Inicial A = [1, 0,0, 0,0, 0]

Probabilidades de Transi¢éo

So s C S_CC S_KC S_CccC S_KCC
So 1/2 1/2 0 0 0 0
S C 0 0 1/2 1/2 0 0
S_CC 0 0 0 0 1/2 1/2
S_KC 0 0 0 1/2 1/2 0
S_CCC 0 0 0 0 1 0
S_KCC 0 0 0 0 0 1

5. (Ruina) Um jogador participa de um jogo em que, a cada rodada, ganha ou perde 1 dinheiro conforme o
resultado de uma aposta simples; o jogador ganha $1 com probabilidade p ou o jogador perde $1 com
probabilidade ¢ = 1 — p. O jogo termina se a fortuna do jogador atingir $0 (ruina) ou $N (meta). O
jogador comeca com uma fortuna inicial de $x, onde 0 < < . Represente a fortuna do jogador ao
longo do tempo por um processo estocastico { X, : n > 0}.

X ,,é afortuna do jogador no tempo n (apds n rodadas).
Espaco de estados: S ={0,1,2,\dots,N}.
Estado inicial: Xg=2,0 <z < .

Probabilidades de transicao:
Pi,i+1:p7 izla"'aN_la
Pi,i—1:Q7 i=1,...,N—1,

Pyo=1, Pyny =1,



P;; =0 para outros j.



Exercicios 1° passo, recorréncia, transiéncia

Nos exercicios abaixo, sempre que necessario, considere (X}, ),>0 uma cadeia de Markov sobre o conjunto de
estados S com transicdes P e distribuicdo inicial A.

1. No jogo das apostas da lista de revisdo e da lista da semana 2, suponha as jogadas CCC (cara-cara-cara)
contra KCC (coroa-cara-cara) do segundo jogador. No seu modelo markoviano para esse jogo devem
existir dois estados absorventes, um para cada jogador. Determine a probabilidade de absorcao.

Mostre que o tempo esperado de absorc¢do é 7.

Probabilidade de absor¢cdo em Scoc

Seja p, a probabilidade de eventual absor¢do em Sccc, comegando no estado S,.. Usando andlise de
primeiro passo

Po = 3PC + DK,
pc = %poc + %pK,
pcc = 5 -1+ 3pxk,
PK = %ch + %PK,
prc =5 -0+ $pk.
pK=0, pcc=7%, Dpc=3Pcc=7, DPS=3PC=7%-

Portanto,
P(CCC antes de KCC) = pg = %

e, consequentemente, Sxcc ocorre com probabilidade 7/8.
Tempo esperado de absorcdo:
Denotemos por m, 0 tempo esperado até atingir qualquer estado absorvente, comegando em S,. As

equacdes de primeiro passo sao

my =1+ %mc—l— %mK,

me =1+
mec =1+
mg =1+
mgc =1+

Portanto,

1 1
sMmcc + Mk,
-0+ %mK,

1
mgc + EmK7

= D= b=

mg = E[tempo até absorgio] = 7.

2. O diagrama abaixo representa uma cadeia de Markov com transi¢des p, g > 0. Mostre os estados
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i = 1,2, 3 sdo transientes verificando a desigualdade P(T; = oo | Xy = 1) > 0.
1 1

p P P
DL @
q q q

. Demonstre que, condicionado a X, = i, para eventos A da forma [X¢ = 4, ..., Xm = i) vale que
IP)([AXm = Umy -y Xmin = Z'm+n] nA | X = 7’) =

P(Xm = imy -y Xonin = imin | Xm =14) - P(A | Xy = 4)

Seja B — [Xm — 'l:m, X'ITH—]. — /I:m_;'_]_, PP ,Xm+n — im+n].
No lado esquerdo da equagao enunciada

P(BAA| X, —i) = 28 mp?;m{f?) = i)

Mas A ja implica X,,, = 4,,, = 4, entdo A N [X,, = i] = A. Logo:

P(BNA)
P(X,, =1)

P(BNA| X, =1) =
Agora,
P(BNA)=P(Xo =10y, Xm =% Xmi1 = tmilr--->Xmin = tmin)-
Pela regrada cadeia
P(BNA)=P(Xo=10,---,Xm =1) - P(Xins1 = tmsts-- s Xmin = tmin | Xo=10...,Xm = 1).
Por condicao de Markov
P(BNA)=P(Xo =10y, Xm =1) - P(Xpi1 = tms1y- > Xmin = bmin | Xm = 1).
O segundo fator é P(B | X,,, = 1)
P(BNA)=P(A)-P(B| X, =1).

Substituindo

Mas

Logo

P(BAA| Xy =1i)=P(B| Xy =i) P(A| Xy = i).



4. Defina a probabilidade de primeira passagem por j em exatamente 1 passos

= P £, Xa £ G-y Xnor # 0, X = § | Xo =)

n)

() _ . n
(4.1) fij = Pz’j?
(4.2)Se T; = min{n > 0: X, = i} entdo f") = P(T; = n | Xo = i)?

(4.3)Ainda, fi = P(T; < oo | Xy = i) como definimos em aula. Entdo

fi= YR = (fa)?
n=1 n=1

5. (Cobras e Escadas e uma Cadeia de Markov) Um jogo é 1 3 — T
jogado em um tabuleiro de nove casas. A cada jogada, o
jogador langa uma moeda justa e avan¢a uma ou duas casas,

de acordo com o resultado ser cara ou coroa. Se o jogador

parar no pé de uma escada, ele sobe até o topo; se parar na 5 4
cabeca de uma cobra, ele desliza até a cauda.
© Quantas jogadas, em média, sdo necessarias para N
. e,
completar o jogo? 2 3

© Qual é a probabilidade de que um jogador que chegou
a casa do meio termine o jogo sem escorregar de volta INICIO

para acasa 1?

Vamos definir estados 1..9, estado 9 absorvente. A matriz de transicdes é

(0 00 0 050 050 0)
0 0005050 0 0 0
0 0005050 0 0 0
05 00 0 050 0 0 0
P=|0500 0 0 0050 0
0 0005 0 0050 0
0 0005 0 0 0 0 05
0O 00 0 0 0 0 0 1
\o 00 0 0 0 0 0 1

e Xy = 1. Seja m; o nUmero esperado de jogadas para atingir 9 a partir de <.



(
my =1+ $my + 5ms,
— 14+ 1 1
—14 1L 1
m3 =1+ 5mq + 5ms,
—14 1L 1
— 1 1
my = 1+7m1+7m7,
— 1 1
me — 1+5m7—|—5m4,

1
my =1+ 5my,

mg — 1, mg = 0.
dondemy = 7. (veja o ultimo exercicio da lista)

Seja p; = P(atingir 9 antes de 1 | Xy = ¢) a probabilidade de absor¢ao partindo de 4
p1 = 0epg = 1. Temos

pi = Zpijpj, p1=0, py=1
J

ou seja

(p2 = 0.5p5 + 0.5 py,

p3 = 0.5ps + 0.5 ps,

P4 =0.5p5 +0.5p; = 0.5ps,

p5 = 0.5p1 +0.5p7 = 0.5pr,

p6 = 0.5p7 + 0.5y,

p7 =0.5ps+0.5p9g = 0.5p4 + 0.5,

bs = 17
b1 = 07
\pg =1.

ps=0.5p5, p5s=05p7 = ps=0.25p7.
4
pr=0.5-(0.25p7) + 0.5 = 0.125pr + 0.5 — 0.875p7 =05 —> pr = =

Entao

6. (Continuac¢do de Ruina da lista anterior) Classifique os estados da cadeia.
Considere o instante aleatério

T =min{n >0: X, =00uX, = N}.
Deseja-se calcular a probabilidade de o jogador atingir $N antes de ir a faléncia, isto é,
h(z) =P(Xr =N | Xy = ),

quando o jogo come¢a com fortuna inicial Xy = .
Explique por que h(0) = 0eh(N) = 1.
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Usando o principio da analise do primeiro passo, derive uma equagdo de recorréncia para h(x) quando
0 < & < N, considerando as possiveis evolu¢des do jogo na primeira jogada.

O espaco de estados é:
S={0,1,2,...,N}.

o Estados absorventes: 0 e V. Portanto, {0} e { N} sdo classes de comunicacdo fechadas e
recorrentes (absorventes).

o Estados transientes: Todos os x com 0 < x < N. Partindo de qualquer x interior, existe
probabilidade positiva de eventualmente ser absorvido em 0 ou IV.

P(T, =00 | X0 =2) > Pra+1P2+12+2 " PN-1N = pV > p>0

Seja
h(z)=P(Xr=N|Xo=2), T=min{n>0:X,=00uX, =N}
o Se Xg=0,entaoT =0e X7 =0, logo:
h(0) = 0.
o SeXg=N,entéoT =0e X7 = N, logo:

h(N) = 1.

Equacdo de Recorréncia via Anélise do Primeiro Passo: para0 < x < N, condicione no resultado da
primeira jogada:

o Com probabilidade p, a fortuna passa de x para  + 1
o Com probabilidade g =1 — p, passadez parax — 1
Entéioh(z) =P(Xr =N | Xo=2z) =
PXr=N|Xi=2z+1)P(X1=2+4+1|Xo=2)+P(Xr=N|X1=2—-1)P(X;=2—-1| Xy =12)
Como a cadeia a partir de £ 4+ 1 (ou & — 1) continua com a mesma lei:
PXpr=N|X,=2z+1)=h(z+1), PXr=N|X;=x2—-1)=h(z—-1).
Portanto, para0 < z < N:

h(z) =ph(z+1)+qh(z —1) com as condigses de contorno: h(0) =0, h(N)=1.

7.Seja A C S um subconjunto de estados e defina o tempo de parada T4 = min{n > 0: X,, € A}.O
tempo médio de primeira passagem é dado por m; = E[T4 | Xy, = ¢]. Demonstre que parai & A
vale

jes



Condicionamos no primeiro passo (X1 = J).

Se Xg =1 ¢ A, entdo Ty > 1. Apds o primeiro passo, o tempo restante até atingir A depende do
valor de X . Pela propriedade de Markov, dado X1 = j, o tempo de retorno tem a mesma distribuicdo
que T4 comecando em j.

m; =Y E[T4 | X1 =j,Xo =] P(X1 = j | Xo =1)
Jjes
= (A +mypi; =1+ mypi;.
jes jes
Sej € A, entdo Ty = 1quando X; = j, ousejam; = 0. Portanto, podemos escrever:

m; = 1+sz‘jmj+zpz’j'0: 1+Zpijmj

JgA JeA JEA

obs.: essa equacdo foi usada no do jogo escadas/cobras.



Exercicios Classificacao dos estados

Nos exercicios abaixo, sempre que necessario, considere (X}, ),>0 uma cadeia de Markov sobre o conjunto de
estados S com transicdes P e distribuicdo inicial A\. Av.a. T; é o tempo da primeira visita a j e IN; é o nimero
de visitas a j a partir do instante 1. Alguns exercicios podem exigir a Propriedade Forte de Markov, deixe
explicito quando usar essa propriedade.

1. Considere a cadeia de Markov em {1, 2, 3,4} com matriz de transicdo

0 P 0 1—p
1—p 0 p 0

0 1—p 0 P

P 0 1—p 0

Classifique os os estados.

2. Considere a cadeia de Markov com espaco de estados S = {1, 2, 3} e matriz de transi¢do

0.7 0.2 0.1
P = (03 05 0.2
0.2 04 04

(2.1) Prove que 3 é recorrente verificando P(T5 > n | Xy = 3) < (0.9)" — 0 quandon — oo.
(2.2) Prove que 3 é recorrente ndo-nulo mostrando que E[T3 | Xy = 3] < 10.

3.Suponhaque P(T; < k | Xy = i) > a > 0, paratodo ¢ € S. Prove que

P(TJ > nk | X :Z) < (1 —O[)n.

A desigualdade sugere que, a cada bloco de k passos, ha chance >a de visitar j, independentemente do
passado devido a propriedade de Markov. Se ndo visita 7 nos primeiros nk passos, entdo falha emn
tentativas independentes de visitar J.

Prova por inducdo em n. Cason = 1, pela hipotese,
PT;>k|Xog=1)=1-P(T; <k|Xo=1) <1—a,

logo a desigualdade vale paran = 1. Suponha que para algum n > 1valha
P(T; > nk | Xg =) < (1 — )™ para todo ¢. Queremos mostrar
B(T; > (n+ Dk | Xo =) < (1 a)™*™,

Para provar o caso n + 1, usamos a lei da probabilidade total sobre os possiveis valores de X ,,;.:

P(T; > (n+1)k| Xo=14) = Y P(Xu =3, Tj > (n+ 1)k | Xo =1).

seS
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Se Xx = se T > nk, entdo a probabilidade de n&o visitar j nos préximos k passos, comecando
desse estado s, é exatamente P(T; > k | Xy = s). Pela propriedade de Markov (o futuro a partir de
tempo nk depende apenas de X 1),

P(T; > (n+1k| X =38, T; >nk, Xog=1) =P(T;>k| Xo=s5)<1—a.
Entdo, cada parcela da soma acima satisfaz
P(Xppe=35,T;>(n+1)k|Xo=1) <(1-a)P(Xu =s, T; >nk| Xy=1).
Somando sobre s € .S, obtemos
P(T; > (n+ 1)k | Xo =14) < (1 — a)P(T; > nk | Xy = i).
Aplicando a hipotese de inducdo

P(T;>(n+1k|Xo=i)<(1-a)(1—a)"=(1-a)"™.

4. Considere a cadeia de Markov com espaco de estados S = {1, 2, 3,4} e matriz de transi¢do

0O 1 0 o0
1
7 0 5 0
p —
0 0 0 1
1 1
0 5 0 3]

(4.1) Determine, para cada estado ¢ € S| se ele é transiente, recorrente ndo absorvente ou absorvente.
(4.2) Identifique as classes de comunicacdo da cadeia. Quais classes sao fechadas?
(4.3) Calcule o periodo de cada estado (periodo é assunto da semana que vem).

5. O tempo da k-ésima visita ao estado j é: 5

T | T Ti(z)\/E T(3) n

.
[

3 .

cH) Ci(Q) c® c4)

T} sek=1
(k) _
T;" = (k—1)
min{n >T;" ": X, =j} sek>1.

Os ciclos da cadeia com relacdo ao estado j sdo definidos pelos tempos de visita ao estado 7 por

(k) (k—1) (k-1)
J

0 caso sontrario
k)

independente de {X,, : m < T].(kfl)} ?
k)

(5.1) Para k > 2, condicionado a T-(kfl) < oo éava. C;

(
(k1) 2
Tj

(5.2) Mostre que condicionado a < 00 0 evento [CJ( = n] ocorre com probabilidade



(5.3) Use a Lei Forte dos Grandes Numeros para para mostrar que, com probabilidade 1 vale:

. J
lim
k— o0 k

onde m; € o tempo medio de recorréncia.

Otempo T = Tj(kfl) € um tempo de parada, pela propriedade forte de Markov forte
(X7T4n)n>0, dado que T' < oo, e ¢ C.M. independente de Xy, ..., X7
e com mesma lei de (X,,)n>0 € Xo = j. Ainda

C](k) =min{n <1:Xrp,, = j}

assim, condicionado aT' < oo,
C ;k) tem a mesma distribuicao que T sob P(- | Xy = j),

e é independente de todo o passado até T', ou seja, independente de {X,, : 0 < m < Tj(k_l)}.

Assim

P(CH =n | "V < 00) = P(T; =n | Xo = j)

Agora suponha que a cadeia, iniciada em j seja tal que
1 . .
m; :=E[C\" | Xo = j] = E[T} | Xo = j] < 00

Condicionada o Xy = j as variaveis C;l), C]@), Cf’), ... sdo independentes e identicamente

distribuidas cada uma com esperanga m ;. Além disso,
) Zk ")
T

r=1

Pela Lei Forte dos Grandes NUmeros para variaveis i.i.d. com esperanca finita, temos

T 1 e 1)
j - r .C. a .
PRl o BT Xo=d=m;
isto é,
7"
P lim]——mj Xo=j]=1
k—o00

.Prove que E[N; | Xy =i = lf}
J7

. (opcional) Agora consideremos uma cadeia de Markov (X, ),>0 observada apenas em certos instantes.
Suponha que J seja um subconjunto do espaco de estados e que observamos a cadeia apenas quando
ela assume valores em J. O processo resultante (Ym)mZO pode ser obtido formalmente definindo


https://pt.wikipedia.org/wiki/Lei_dos_grandes_n%C3%BAmeros#Teorema_2

Y =X, ,
onde 7, denota o instante da m-ésima visita da cadeia a J
To:=min{n >0: X, € J} e Tmt1 :=min{n > 7, : X, € J }.

param = 1,2, .... Supomos que P(7,, < oo | Xy) = 1 para todo m. Prove que a propriedade forte
de Markov aplica-se para mostrar que, para tg, . - .y tm4+1 € J,

IP)(ifm-‘rl = imt1 | Yo = 10y - - aYm - Zm) = P(Xfl = im+1 | X‘ro - 'Lm) = Qi iy

onde a;j = pir + Zkg] Pirar;. Conclua que o processo (Y,,,) é também uma cadeia de Markov, com
matriz de transi¢do (a;;) com indices restritos ao subconjunto J.

. Uma particula realiza passeio aleatério nos 8 vértices de um cubo. Em cada passo, ela permanece no
mesmo vértice com probabilidade 1/4, ou move-se para cada um dos trés vértices vizinhos com
probabilidade 1/4 cada. Sejam v e w vértices diametralmente opostos; a cadeia parte de v.

Calcule:

(a) o nUmero médio de passos até o primeiro retorno a v,

(b) o nimero médio de passos até a primeira visita a w,

(c) o nUmero médio de visitas a w antes do primeiro retorno a v.

Descricdo da Cadeia: a partir de um vértice v, os outros vértices podem ser reunidos num estafo pela
distancia até v (usando a simetria do cubo, note que no cubo ndo ha passo
possivel “dentro” do estado): S={0,1,2,3}

o 0: 0 proprio vértice v (a distancia 0 dele mesmo)
o 1:0s 3 vértices adjacentes a v (distancia 1)
o 2:0s 3 Vvértices a distancia 2 de v
o 3: 0 vértice w diametralmente oposto a v (distancia 3)
Matriz de Transicdo
1/4 3/4 0 0
1/4 1/4 1/2 0
0 1/2 1/4 1/4
0 0 3/4 1/4

Calcular o nimero médio de passos até o primeiro retorno a v:
O tempo médio para atingir o estado 0 partindo de @ # 0 é m; = E[T | X = i] e vale a equac¢do de
recorréncia

mi =1+ pixmu,
2

com mg = 0. Escrevendo as equacbes parat = 1, 2, 3 e resolvendo esse sistema

40
3 D) mo = 12, msg = ?.

28
m, = —

Condicionando no primeiro passo a partir de 0:



© se 0 processo vai para 0 em um passo (probabilidade %), o tempo de retorno é 1;
o sevaiparaj € {1,2,3} (probabilidade py;), o tempo de retorno é 1 + m;.
Logo

+
3 28 _ 1 3 031 1 31 __ 32 __
+i(+F)=5+1-F=7+5=F=8

N[N T

ou seja, em média 8 passos.

Calcular o tempo médio até a primeira visita a w (estado 3)
gi = E[T3 | Xo =1],
onde T3 = min{n > 0 : X,, = 3}. Condicionando no primeiro passo, para i # 3:
3
gi =1+ Zpikgk-
k=0

escrevemos as equagdes parat = 0,1, 2 (g3 = 0), obtemos o sistema linear

390 — 391 = 4,
—go + 391 — 292 = 4,
—2g1+ 392 = 4.
Resolvendo o sistema obtemos:
40 28
= -, —= 12, = —_—
90 3 g1 g2 3

O numero médio de passos até a primeira visita a w partindo de v é 4T0 ~ 13,333 passos.

Finalmente, o nimero médio de visitas ao estado w (estado 3) antes do primeiro retorno a v (estado 0),
partindo de v.

Vi = |{ne{l,...n—1}: X, = 3}|
Queremos E[VS(TO) | Xo = 0]. Se u; = E[# de visitas a 3 antes de atingir 0 | X = 1] comug = 0

, entao

3
u; = L3y + Zpik Uk
k=0

Comecando em 0 e condicionando no primerio passo

" 1 3
E[V?)()’X():O]:ZUO+ZU1+OU2+O’U,3=1

. O objetivo deste exercicio é deduzir equacao de renovacgao:
() _N" 4B (- B)
n n—
py =Y fi Py
k=1

(9.1) Mostre que



X, =) = Ty = b, X0 = 4],

e que a unido é disjunta. Use a decomposicdo anterior para escrever
n
P(Xn,=j|Xo=1)=> P(T;=k X, =j|Xo=1i).
k=1

(9.2) Condicione na informacdo de que a cadeia atinge j pela primeira vez no tempo k.

Mostre que
. . . . . n—k
P(Xn=3|T; =k Xp=3j,Xo=3) = P(Xn=j| Xo=3) =p}; "

(depois do instante k, o processo “recomeca” a partir do estado j).
(9.3) Separando os fatores. Conclua que

P(T; =k, X, =j| Xo=14)=P(T;=k | Xo =) P(Xp_t =7 | Xo=4) = & pP,

v JJ

(9.4) Substitua na soma do item (1) e obtenha

(n) _ (k) (n—F)
Pij —;fij Py

(9.5) Caso particular. Mostre que, para ¢ = j, a equacao se reduz a

n—1
pi = £+ DAY,
k=1

3

que é a forma classica da equacdo de renova¢do para retornos ao mesmo estado.



Exercicios Ergodicidade

Nos exercicios abaixo, sempre que necessario, considere (X}, ),>0 uma cadeia de Markov sobre o conjunto de
estados S com transicdes P e distribuicdo inicial A.

1. Suponha que uma cadeia de Markov tenha matriz de transicdo

0 1—-p P
P = p 0 1—p]|, para0O<p<l1.

1—p P 0

Encontre a distribuicdo estacionaria.
2. Para a cadeia de dois estados com
1—
p_ ( P P )
g 1—gq

onde 0 < p,q < 1ep -+ g # 1 encontre a distribui¢do limite.

3. Encontre a distribuicdo estacionaria da cadeia de Markov do tempo cuja matriz de transicao é:

Chuva Neve Limpo
Chuva % % %
Neve 35 2 35
Limpo i 3 3

4. Cadeia de Markov preguicosa: Seja X uma cadeia de Markov irredutivel em um espaco de estados
enumeréavel S, com matriz de transi¢do P e distribuicdo estacionaria 7. Sejaa € (0,1) e defina

L=aP+ (1-a)l,

onde I é a matriz identidade. Mostre que L é a matriz de transi¢do de uma cadeia de Markov
Y irredutivel e aperiddica, cuja distribuicdo estacionéria é .

5. Para um grafo G = (V, E) conexo e finito, um passeio aleatério simples pelos vértices do grafo G é
definido por um vetor estocastico A para a distribuicdo inicial e matriz de transicdo


af://n469

pis— {1/d(i), se {i,j} € E(G)

0, caso contrario

onded(i) = Zjev a; ; é o grau do vértice 2 em G, ou seja, é a quantidade de arestas a que ¢ pertence.

Determine a distribuicdo estaciondria desse passeio aleatorio.

d; L . . . .
Tj = 5, onde d; é o vértice do grau i e m é o nimero de arestas (2m é o resultado da soma dos

graus.)

. No exercicio anterior, descreva a(s) distribuicdo(8es) estacionaria(s) se o grafo for desconexo.

Supondo 2 componentes conexos C7 e Cy
{omr(l) +(1—a)r? | a €0, 1]},

onde 7() é uma distribuicdo estacionéaria nos vértices na componente C;.

. Movimentos aleatorios no xadrez. Considere um tabuleiro de xadrez com um rei branco solitario
realizando movimentos aleatorios, ou seja, a cada jogada ele escolhe, de forma uniforme ao acaso, uma
das casas possiveis para se mover.

A cadeia de Markov correspondente é irredutivel e/ou aperiddica?

Mesma pergunta, mas agora com o rei substituido por um bispo.

Mesma pergunta, mas agora com um cavalo.

Movimentos aleatdrios do rei : O rei pode mover-se para qualquer casa adjacente (horizontal, vertical ou
diagonal). Dependendo da posicao:

o (Cantos (4 casas): 3 movimentos possiveis
o Bordas ndo-cantos (24 casas): 5 movimentos possiveis
o |[nterior (36 casas): 8 movimentos possiveis

De qualquer casa do tabuleiro, o rei pode se mover para casas adjacentes. Por movimentos sucessivos,
o rei pode alcancar qualquer outra casa do tabuleiro. A cadeia é IRREDUTIVEL.

O rei pode ir de uma casa A para uma casa adjacente B e voltar para A (ciclos de comprimento 2 ).
Usando coordenadas, um movimento possivel é (1,1) — (1,2) — (2,2) — (1, 1) (ciclos de
comprimento 3), Como existem comprimentos de retorno de 2 e 3 passo o periodo da cadeia é 1, é
APERIODICA.

A cadeia é ergédica, portanto admite uma Unica distribui¢do estacionaria 7 e para qualquer
distribuicdo inicial, a cadeia converge para w. Pela simetria Usando o exercicio 5 obtemos que



3

m(canto) = oo Pere cada canto
5
m(borda) = o0 Pere cada casa de borda nio-canto
L 8 o
7(interior) = oo Pbare cada casa interior

Onde 420 =4 x 3+ 24 x 5+ 36 x 8 é o grau total do grafo, ou o dobro do nimero de arestas.

8. Problema do Colecionador de Cupons Vocé quer coletar cada um de n cupons diferentes e recebe
todo dia um cupom aleatério pelo correio, quanto tempo precisa esperar? Dica:

TWéo primeiro instante em que ¢ cupons tenham sido recebidos, assim,
TO=0<T? =1<TO <... <TM, petermine E(T ") — T™),

E[T] =nY,_;nt ~nln(n).
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