Demostragoes dos resultados de convergéncia e estacionariedade para cadeias finitas (com

finitos estados).

1 Convergéncia P" — Il para P > 0
Vamos demonstrar de modo elementar

Teorema 1. Se P é matriz estocdstico positiva, isto € p;; > 0 (Vi,j), entdo lim, ., P"

existe e € uma matriz estocdstica com linhas tquais a um vetor-linha invariante

lim P* =17

n—oo

onde 1 € o vetor-coluna de uns e w é a unica distribuicao invariante (posto geométrico 1).
Para a demonstracao usaremos o seguinte resultado:

Proposicao 2. Seja P = (p; ;) wma matriz estocdstica com todags as entradas positivas e
defina
€= mln{pm} > 0.
0.

Seja ¢ = (¢;) um vetor coluna qualquer e defina
my = min ¢;, My = maxc;,
1 7

my = min Pc, M; = max Pc.

Entao valem
mi > My, M, < Mo, e M;—m < (1 — 26)(M0 — mo).

Demonstracao. Se My = myg entao ¢ é constante Pc = ¢, de modo que m; = mygy, My = M,
e todas as desigualdades desejadas sao triviais. Assim suponha My > my.
Escolha um indice jj tal que ¢j, = My e um indice j; tal que ¢j, = my. Defina os vetores
auxiliares
M07 Z.:j07 my, i:jlv

mo, i%jOa M07 Z#]l



Pelo modo como foram construidos, tem-se, coordenada a coordenada,
d<e<{.

Como P tem entradas nao-negativas, a multiplicagao por P preserva a ordem coordenada a
coordenada, logo
Pd < Pe < P

Para i fixo, calculamos

(PE)i = pigcy =mo > pij+ Mopijo = mo+ pijo(Mo — mp).
J J#Jjo

Como p; j, > € para todo i, obtemos
(P); > mg + e(My — my),
para todo 7. Portanto,
my = miin(Pc)i > miin(Pc')i > mg + (Mo — my).
Analogamente,
(Pc"); = Mo — pij, (Mo — mg) < My — e(My — my),
para todo 7, e dai
M, = miaX(Pc)i < mZaX(Pc”)i < My —e(My —myg).
Subtraindo as duas estimativas, segue
My —my < (MO —e(My — mg)) — (mo + (Mo — mg)) = (1 —2¢e)(My — myp),

concluindo a prova. O



Demonstracao do teorema Seja ¢ = min;;p;; > 0. Fixe uma coluna j € {1,...,n} e

ponha e; o vetor canoénico. Defina
ay ‘= miin(Pkej)i, by = mzax(Pkej)i.
Pela proposicao anterior temos, para todo k,
Apt1 > Ay, b1 < by, b1 — apr1 < (1 —2e)(by — ay).

Como by — ag = 1 segue by —ay, < (1—2¢)* — 0, e portanto ay, e by convergem para o mesmo
limite 7;. Para k > 1, a positividade de P implica (P*e;); > 0 para todo i, logo 0 < m; < 1.
Isso mostra que a j-¢sima coluna de P* converge para o vetor constante 7;1. Como isso

vale para todo j, existe a matriz limite

lim P =Q =1,

k—o00

onde m = (mq,...,m,) é a linha formada pelos limites das colunas. Cada linha de @) soma 1
(passando ao limite das linhas de P*), portanto Y m; = 1.

Passando ao limite em P**' = P*P obtemos Q = QP. Escrevgendo () = 17 obtemos
1(mP) = 17, isto é, 1(7P — 7) = 0, o que implica 7P = 7. Assim 7 é uma distribui¢ao
invariante. Se v fosse outra distribui¢do invariante, entdao v = vP* — vQ = v(lr) =

(v1)m = m, logo v = 7 e a invariante ¢ tnica. Isto conclui a prova. O

Lema 3. Seja P a matriz de transicio de uma passeio aleatorio aperiddico. Existe um

natural ty tal que para todo i, vale pﬁf} > 0 para todo t > ty.

Demonstragao. Observemos que para cada vértice ¢ o conjunto 7 (i) é fechado para a adi¢ao
(a+b)
> 0.

pois, como vimos acima, na prova da proposigao, se a,b € T (i) entdo p;;
Sejam mq,ma,...,my € R; tais que mdc(my, ma,...,my) = 1, os quais existem pela
hipotese de aperiodicidade e definigao de mde. Pelo teorema de Bézout (apéndice ?7) existem

inteiros positivos x1,..., T+, Y1,...,Ys—, onde kT + k= =k e tais que
1 = (myzy + moxg + + -+ + my+xpt ) — (Mays + mays + -+ - + Myp-Yp—)

que reescrevemos como 1 =M — N onde M =} mjx; e N = 3. m;y;.
Pelo fechamento para a soma em 7 (), temos M, N € T ().

Consideremos um inteiro m grande, m > N M basta. A divisao inteira de m por N deixa



restor € {0,1,...,N — 1}, donde m = gN + r. Ainda,
0,M,2M,3M,...,(N —1)M

é uma sequéncia de N ntimeros cujos restos da divisao por N devem ser todos distintos,
portanto, um deles deixa resto r, ou seja, aM = ¢’ N +r para algum a € {0,1,2,... ,N—1}.

De aM = ¢'N + r tiramos r = aM — ¢’ N e substituindo na divisao de m por N, obtemos
m = (q—q )N + abl.

Como M, N € T (i), por fechamento para a soma (¢—¢')N,aM € T (i) e (¢—¢)N+aM €
T (i). Note que de m > aM (pois a € {0,..., N —1}) temos ¢ > g de modo que ¢ — ¢’ > 0.
Com isso concluimos que todo m € Z, suficientemente grande pertence a 7 (7).

Podemos, entdo, garantir que para todo vértice i, existe m(i) € Z, tal que m € T (i)
para todo m > m(i). Para fechar a prova do lema basta tomar ¢, = max;{ m(i) }, pois o

conjunto de vértices é finito. O]

Corolario 4. Seja P a matriz de transicao de uma passeio aleatorio irredutivel e aperiodico.

Existe um inteiro positivo tg tal que para todos i, j vale pft]) > 0 para todo t > t,.

Demonstragao. Do lema acima, podemos garantir que para todo vértice v, existe m(v) € Z

tal que m € T (v) para todo m > m(v).
(m(i.)
4,3

Fazendo M (i, 7) == m(i) + m(i, j) temos para todo t > M (i, j)

Sejam j # i vértices e m(i,j) € Z, tal que p ) > 0, que existe pela irredutibilidade.

p) > plomaN G g
pois t —m(7,j) = m(i). Finalmente, basta tomar ¢, = max;{ m(:) + max; M (,7) }. o

Corolario 5. Para toda cadeia de Markov (X,,), finita, irredutivel e aperiodica, com ma-
triz de transicao P e distribuicao wnicial X, a distribuicao AP™ converge para uma unica

distribuicao estaciondria.

Demonstracao. Seja k € N tal que P* > 0.

lim P" = lim P*" = 1r.
n—oo n—oo

portanto
lim AP" = A\l = 7.

n—o0



2 Foérmula de Kac para cadeias finitas
Abaixo E;[T}] = E[T} | X, = .

Teorema 6. Seja (X,,)n>0 uma cadeia de Markov irredutivel em um espago de estados finito
S ={1,2,...,n}, com matriz de transi¢cio P = (p;;) e vetor invariante ™ = (71, ..., Ty,).

Para cada estado j € S, sejam
T; =inf{n>1: X, = j} T; =inf{n >0: X, = j}

tempos de primeiro retorno a j. Entao o tempo médio de retorno a j satisfaz

1
E,;[T}] = —.
J[ 7 ] 7Tj
Demonstragao. Seja P = (p;x)ikes & matriz de transicdo e m = (m;);es uma distribuigao
invariante (assumimos 7; > 0; vale automaticamente se a cadeia for finita e irredutivel).

Para i # j, condicionando no primeiro passo

m;; =E;[T;] =1+ sz’,k m ;.
kes

Para ¢+ = 7, usamos T;r (primeiro retorno) e obtemos, de modo anélogo,

m; = Ej [7?_] =1+ Zpik M. ;-
kesS
Unificando ambas as formulas com o delta de Kronecker 9, ; (lembrando que m;; = 0),
temos, para todo i € S,

m;;+0i;my; =1+ Zpi,k M j- (%)
kesS

Multiplicando (*) por m; e somando em ¢, obtemos:

E Wimi’j—i‘ﬂ'jmj: E 7Ti+ E E Wipi,kmm.

i€S i€S 1€S keS



Como ) . m; =1 e, pela invariancia, ), m;p; r = 7, a Gltima soma fica

E T My, j-

keS

Assim,

E ’/Timiyj +7ijj =1 + E kak,j-
€S kesS

Os termos ) . mm; j e >, mmy ; sao idénticos e cancelam-se, restando
My = 1.

Portanto,

1
J

que ¢é exatamente a formula desejada. O]

Corolario 7. Se (X,,)n>0 € uma cadeia de Markov irredutivel e aperiddica em um espago de

estados finito com matriz de transi¢io P = (p;;) entao

n 1
n—oo m]
para todo estado j. Ademais, o vetor m = (7y,...,m,) € invariante.

Resumindo A cadeia “esquece” o ponto de partida; o comportamento a longo prazo é

governado por 7; a fracao do tempo em que o processo estéd em cada estado tende a ;.

3 Teorema ergoddico

O termo ergodicidade vem da mecanica estatistica (Boltzmann, finais do século XIX). A hi-
potese ergodica afirmava, informalmente, que: ao longo do tempo, um sistema fisico isolado
passa por todos os estados compativeis com sua energia com igual frequéncia. Matematica-

mente, isso significa que:

Médias temporais = Médias espaciais (ou de ensemble)



ou seja, para uma funcao f que mede alguma grandeza do sistema

n—1
m SR = Ymf)
k=0

€S
~ ——
VvV
média temporal observada média teodrica estacionaria

Esse é exatamente o conteiido do Teorema Ergoddico: a média ao longo do tempo (na
trajetoria) coincide com a média segundo a distribuigao estacionaria (no espago de estados).
Um processo € ergddico se, observando-o por tempo suficientemente longo, obtém-se a mesma

estatistica que se veria olhando a distribuicao estacionaria. Em outras palavras:

e Mistura: perde a memoria do inicio;
e [stabiliza: tem uma distribuicao limite;

e Representatividade: uma trajetoria longa contém informacao sobre todo o sistema.

Este é o fundamento da mecéanica estatistica: pode-se substituir uma média no tempo
(experimental) por uma média sobre o ensemble (tedrica). Em linguagem de cadeias de Mar-
T L - -1
kov o ensemble corresponde a distribui¢ao estacionaria 7; a média temporal %ZZ:O f(Xk)
converge quase certamente para E.[f(X)] =Y f(z)7(z), que é a média de ensemble.

Imagine um gas em uma caixa. Vocé pode:

e seguir uma dnica molécula por muito tempo (média temporal), ou

e tirar uma “foto” instantanea de milhares de moléculas (média de ensemble).

Se o sistema é ergddico, as duas descrigdoes dao o mesmo resultado estatistico.

Teorema Ergoédico para cadeias finitas, irredutiveis e aperiédicas
Seja (X,)n>0 uma cadeia de Markov com matriz de transicdo P = (p;;) em um espaco de

estados finito S. Suponha que a cadeia é irredutivel e aperiodica. Entao:

(1) Existéncia e unicidade da distribuicao estacionaria FExiste uma tnica distribui-

¢ao de probabilidade m = (m;);cs tal que

P =m, Zmzl.

€S



(2) Convergéncia em distribuigdo Para todo estado inicial i € S, tem-se que a distri-
buicao do estado X,, converge para a distribui¢ao estacionaria, independentemente do estado
inicial:

1
lim pi'; =7 = —, VjesS

onde m; ¢ o tempo médio de retorno ao estado j.

(3) Lei dos Grandes Numeros ergddica Para qualquer fungao limitada f: S — R, o
tempo médio gasto em cada estado converge quase certamente para a média com respeito a

distribuicao estacionaria:
n—1

IR s Sow),

k=0 €S

Demonstragcao da LGN. Escolha um estado fixo r € S. Como a cadeia é irredutivel em

conjunto finito, o estado r tem tempo de retorno com esperancga finita; seja
TH=inf{n>1: X, =1}, m, = E[T.F | Xy =r] < co.

(Pela formula de Kac, m, = 1/7,.)

Defina as épocas de retorno sucessivas (épocas de regeneragao)

7o = 0, n="TF 1 = inf{n >7.: X, =r} (k>1).

T

Para cada k > 1 considere o k-ésimo ciclo
Ck - (Xkau Xq—k,1+1, e 7XTk—1)

e defina a duracao e a soma de f nesse ciclo por

Te—1

G=me—mo,  Ski= Y f(Xa).

N=Tk_-1

Pela Propriedade Forte de Markov, os pares (&, Sk)r s@o i.i.d. quando a cadeia é iniciada

em r. Como f é limitada, temos

E[[Si] | Xo =7] < || fllc E[&1 | Xo = 7] < 00.



Para n > 1 seja
N(n) =max{k: 7, <n}

o numero de ciclos completos até tempo n. Entao

n—1 N(n)
F(Xe) = S+ R,
k=0 Jj=1

onde R, ¢ o resto (a soma de f sobre a porgao incompleta entre Ty, e n —1). Temos a

cota trivial

| Bn| < (1 f oo (Tvimy+1 = Tv(m)) = [[flloo Envmy41-

Aplicando a Lei Forte dos Grandes Numeros as sequéncias i.i.d. (5;) e (§;), obtemos

quase certamente:

N(n) N(n)

! 1 TN(n)
N(n) ‘ Xo = ~7 = yEIE | Xo = 1] = m,.
N(n) ]Zl S] m) [Sl | 0 r]? N(TL) le §] N(n) N(n)%oo [51 | 0 T] m,r

Dividindo as duas convergéncias (e lembrando que N(n) — oo quase certamente quando
n — 00) segue

N(n
ij(l) Sj a.s. E[Sl | XO = 71]

TN(n) n—oo m?”

Como TNm) SN < TN(n)+1, tem-se TN(n)/n — 1, e portanto

N(n N(n
l i)s _ ij(l) Sj ) TN(n) as. . E[Sl] | XO =T
n = J N( ’
7j=1

T, n) n n—r00 m,

O resto satisfaz

’Rn| fN(n +1 EN(m)+1 TN n)  as.
<1 Flloo 2L < oo 2L 0,
n n TN(n) n n—>00

POiS Tn(n) — 00 a.5. € {n(n)+1 tem distribuigao fixa com esperanca finita. Assim

n—1
1 a.s. E S X =T
=3 (X Bl X0 =r]
n om0 n—oo m,



Finalmente, identificamos a razao com a média estacionéria: escrevendo

T1—1
Z lix,=iy | Xo = 7”] ;

n=0

E[S1 | Xo = 7] :Zf(i)E

€S

a quantidade E[Y7" ' 1x,- | Xo = 7] é o ntimero médio de visitas a 4 em um ciclo, e
dividida pela duracao média do ciclo m, fornece a fragao de tempo média gasta em i, que

por Kac é exatamente ;. Portanto

PR S i m

€S

concluindo a prova. O
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