Introducao aos Processos Estocasticos

P2 — 2025-3
Justifique as respostas
(Q1) Sejam X, Xs, ... varidveis aleatdrias independentes e nao-negativas com EX; = 1

para todo ¢. Defina M,, = MyX; --- X,, para todo n > 0 com M, uma constante positiva.

Prove que (M,,),>0 ¢ um martingal em relacao a (X,,),>1.

Primeiro observamos que,
E[M,] = E[MO HX} - MOE[HXZ}
i=1 i=1

e pela independéncia das X; segue-se que

Por hipotese, cada X; é nao-negativa e tem esperanca finita, logo M,, > 0 e assim
E[|M,|] = E[M,] = M, < .

Por defini¢ao, M, é funcao de (Xo,..., X,) (i.e. M, € F, :=0(Xo,...,Xn)).
Finalmente, verificamos a propriedade de martingal. Para cada n > 0 podemos

escrever

Mn+1 - Mn : Xn+1

e como X, 1 é independente de (X, ..., X,) temos

E[Mp i1 | Fo] = E[Mp Xy | Fo]
=M, E[X,1]| F. pois M, € F,
= M, E[X, 1] pois X,, 1 ¢ independente de X, ..., X,
=M, -1=M,.

(Q2) Sejam (X,,)n>0 uma Cadeia de Markov com estados em S e matriz de transi¢do
P = (pi;) e defina F,, = o(Xy,...,X,). Prove que se E|X,| < co para todo n e vale a
condicao

Zj pij =1, paratodoi€ S
jES

entao (X,,)n>0 ¢ um martingal em relacao a (F,)n>o-




Primeiro, observamos que

Y i =Y 0 P(Xupr =j | Xo=1) = E[X, 11 | X, =]
jES JES

Por hipétese E|X,,| < oo para todo n.

Além disso, X,, € F, por definicao de F,,.

Como X ¢ cadeia de Markov vale
E[Xn+1 | —Fn] = ]E[XnJrl ‘ Xo, e 7Xn] = E[XnJrl | Xn]
usando Y g Jpij =1

E[ X1 | Fol = E[Xoi1 | Xa] =Y ipx,, = Xa

JjeS

(Q4) O grafo “lollipop” é o grafo definido pelo diagrama abaixo. Determine a dis-
tribuicao limite de um passeio aleatorio simples nesse grafo ou argumente que tal dis-

tribuicao nao existe.

®
®
®
®

O grafo ¢ conexo, portando o passei aleatério é irredutivel.

Todo vértice v pertence a um ciclo par (v,u,v) e alcanga um circuito {mpar (por
exemplo, 1,5,6,1), portanto, hd um ciclo de tamanho fmpar que sai de v e volta para v
(o grafo nao é bipartido). Portanto, o passeio é aperiédico pois mde(par, impar) = 1.

O passeio é ergddico logo tem distribuigao limite igual a distribuicao estacionéria

_ 4d;
Wj—m.
Vértice‘l 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T ‘iiiiiﬁzlli
v 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38

(Q3) No passeio aleatério do exercicio anterior, qual o tempo médio de retorno ao 107
Mais formalmente, determine myy = E[Ty | Xo = 10] onde Tp = min{n > 1: X,, = 10}.

myo = 7%10 = 38 passos, pelo teorema ergddico.




