
Introdução aos Processos Estocásticos

P2 — 2025-3

Justifique as respostas

(Q1) Sejam X1, X2, . . . variáveis aleatórias independentes e não-negativas com EXi = 1

para todo i. Defina Mn = M0X1 · · ·Xn para todo n > 0 com M0 uma constante positiva.

Prove que (Mn)n≥0 é um martingal em relação a (Xn)n≥1.

Primeiro observamos que,

E[Mn] = E
[
M0

n∏
i=1

Xi

]
= M0 E

[ n∏
i=1

Xi

]
e pela independência das Xi segue-se que

E
[ n∏

i=1

Xi

]
=

n∏
i=1

E[Xi] = 1.

Por hipótese, cada Xi é não-negativa e tem esperança finita, logo Mn ≥ 0 e assim

E[ |Mn| ] = E[Mn] = M0 < ∞.

Por definição, Mn é função de (X0, . . . , Xn) (i.e. Mn ∈ Fn := σ(X0, . . . , Xn)).

Finalmente, verificamos a propriedade de martingal. Para cada n ≥ 0 podemos

escrever

Mn+1 = Mn ·Xn+1

e como Xn+1 é independente de (X0, . . . , Xn) temos

E[Mn+1 | Fn] = E[MnXn+1 | Fn]

= Mn E[Xn+1 | Fn] pois Mn ∈ Fn

= Mn E[Xn+1] pois Xn+1 é independente de X0, . . . , Xn

= Mn · 1 = Mn.

(Q2) Sejam (Xn)n≥0 uma Cadeia de Markov com estados em S e matriz de transição

P = (pij) e defina Fn = σ(X0, . . . , Xn). Prove que se E|Xn| < ∞ para todo n e vale a

condição ∑
j∈S

j · pij = i, para todo i ∈ S

então (Xn)n≥0 é um martingal em relação a (Fn)n≥0.



Primeiro, observamos que∑
j∈S

j · pij =
∑
j∈S

j · P(Xn+1 = j | Xn = i) = E[Xn+1 | Xn = i]

Por hipótese E|Xn| < ∞ para todo n.

Além disso, Xn ∈ Fn por definição de Fn.

Como X é cadeia de Markov vale

E[Xn+1 | Fn] = E[Xn+1 | X0, . . . , Xn] = E[Xn+1 | Xn]

usando
∑

j∈S j · pij = i

E[Xn+1 | Fn] = E[Xn+1 | Xn] =
∑
j∈S

j pXn,j = Xn

(Q4) O grafo “lollipop” é o grafo definido pelo diagrama abaixo. Determine a dis-

tribuição limite de um passeio aleatório simples nesse grafo ou argumente que tal dis-

tribuição não existe.

O grafo é conexo, portando o passei aleatório é irredut́ıvel.

Todo vértice v pertence a um ciclo par (v, u, v) e alcança um circuito ı́mpar (por

exemplo, 1, 5, 6, 1), portanto, há um ciclo de tamanho ı́mpar que sai de v e volta para v

(o grafo não é bipartido). Portanto, o passeio é aperiódico pois mdc(par, ı́mpar) = 1.

O passeio é ergódico logo tem distribuição limite igual a distribuição estacionária

πj =
dj
2|E| .

Vértice 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

πv
5
38

5
38

5
38

5
38

5
38

6
38

2
38

2
38

2
38

1
38

(Q3) No passeio aleatório do exerćıcio anterior, qual o tempo médio de retorno ao 10?

Mais formalmente, determine m10 = E[T10 | X0 = 10] onde T10 = min{n ≥ 1 : Xn = 10}.

m10 =
1

π10
= 38 passos, pelo teorema ergódico.
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