Lista 1
Algoritmos em grafos
Prof. J.D.

. Um quimico deseja embarcar os produtos P, @, R, S, T,O, X usando o menor nimero de caixas. Alguns
produtos nao podem ser colocados numa mesma caixa porque reagem. Os produtos P, @, R, X reagem
entre si; P reage com O e com S e vice-versa; T' também reage com O e com S e vice-versa. Descreva o
grafo que modela essa situagao, mostre um diagrama desse grafo e use-o para descobrir 0 menor nimero
de caixas necessarias para embarcar os produtos com seguranca.

. O complemento de um grafo G, denotado por GC, ¢ o grafo que tem o mesmo conjunto de vértices de
G e dois vértices formam uma aresta em G se e somente se ndo formam uma aresta de G:

Um grafo é chamado de completo sobre V' se todo par de vértices de V' é uma aresta do grafo, ou seja
E= (g) Um grafo completo com n vértices é denotado por K™. Prove que para qualquer grafo G vale

que GUGE = K™

. Vimos que §(G) denota o grau minimo de G. Analogamente, definimos A(G), o grau mdzimo de G,
por

A(G) = Urer%/%%) dg(v)

e definimos d(G), o grau médio de G, por

para todo G com pelo menos 1 vértice, caso contrario d(G) = 0.
Demonstre que §(G) < d(G) < A(G) para todo grafo G.

. Considere o caso geral do exercicio 1: Um quimico deseja embarcar os produtos py, ps, ..., p, usando o
menor numero de caixas. Alguns produtos nao podem ser colocados numa mesma caixa porque reagem
e 0 quimico conhece uma listagem com m pares de produtos que reagem. Seja G o grafo que modela
esse problema, onde vértices sdo produtos e arestas os pares que reagem. Denotemos por x(G) o nimero
de minimo de caixas de modo que seja possivel encaixotar os produtos com seguranca. Prove que

1 1
< = —.
X(G) 2+\/2m+4

(Dica: em uma distribuigdo minima de caixas, a cada duas caixas, precisa existir pelo menos um produto
em uma caixa reagindo com um produto da outra caixa. Assim podemos garantir um nimero minimo
m de arestas para o grafo.)

. Para um ntmero natural r, um grafo é r-regular se todos os vértices tém grau r. Para um grafo r-
regular com n vértices e m arestas, expresse m em fungao de n e r. Dé exemplo de um grafo 3-regular
que nao é completo.

. Sejam G um grafo e M C E(G). Tome o subconjunto
U= U €
eeM

de vértices de G. Prove ou dé um contraexemplo para G[U] = G[M].



7. Mostre que a relagao e ~ f em E(G) dada por e = f ou existe um circuito C' C G tal que e e f
pertencem a F(C') é uma relagao de equivaléncia.

8. Seja G = (V, F) um grafo qualquer. Defimimos o seguintes parametros de G:

Dado U C V, dizemos que U é um conjunto independente, ou conjunto estdvel, em G se
E(G [U ]) = O, ou seja, nao ha par de vértices adjacentes ambos pertencentes a U.

Denotamos por «(G) a cardinalidade do maior conjunto independente em G,
a(G) = max{ |A|: A C V(G) é um conjunto independente }.

Dado U C V, dizemos que U é um clique em G se G[U] é completo.
Denotamos por w(G) a cardinalidade do maior clique em G

w(G) = max{ |A|: A C V(G) é um clique }.

O didmetro do grafo G é a maior distancia entre dois vértices quaisquer de G,
diam(G) = max distg(u,v).
( ) u,veV(G) G( )

Naturalmente, diam(G) = oo se existirem dois vértices no grafo G' que néo sao extremos de um
caminho.

A cintura do grafo G é o comprimento do menor circuito contido em G, ou seja
cin(G) = min {|E(C)|: existe um circuito C' C G},

quando existe um circuito, caso contrario convencionamos que cin(G) = oco.

Agora, seja k um ntmero natural. O k-cubo é o grafo cujo conjunto de vértices sao as sequéncias
binarias de k£ bits e dois vértices sao adjacentes se e somente se as k-tuplas correspondentes diferem
exatamente em uma posicao.

101 ————111
/ /

001 011
100 110
/ /

000—————010

Figura 1: um diagrama do 3-cubo.

Para todo k£ > 1, determine o nimero de vértices e de arestas do k-cubo. Determine os parametros « e
w do k-cubo. Determine o diametro do k-cubo. Determine a cintura do k-cubo.

9. Mostre que existem 11 grafos nao-isomorfos com 4 vértices.



10.

11.

12.

13.

Sejam G e H grafos isomorfos e f: G — H um isomorfismo. E verdade que G[U] é isomorfo a H[f(U)]
para todo U C V(G)? Justifique.

Um automorfismo de um grafo é um isomorfismo do grafo sobre ele mesmo. Quantos automorfismos
tem um grafo completo?

Um grafo G é vértice-transitivo se para quaisquer u,v € V(@) existe um automorfismo f de G com
Fv) = u.

Analogamente, G é aresta-transitivo se para quaisquer arestas {x,y},{z,w} € F(G) existe um auto-
morfismo f de G tal que {f(z), f(y)} = {z, w}.

Dé um exemplo de grafo vértice-transitivo. Dé um exemplo de grafo aresta-transitivo. Dé um exemplo
de grafo aresta-transitivo mas nao vértice-transitivo.

Seja G = (V, E) um grafo com |V| =n e |E| = m.

(a) Mostre que uma representacio de G' por matriz de adjacéncias utiliza ©(n?) posigoes, enquanto
uma representagao por listas de adjacéncias utiliza ©(n + m) posigoes.

(b) Para cada uma das situagoes abaixo, indique qual representacao ¢ mais adequada, matriz ou listas
de adjacéncias, e justifique sua escolha comparando o custo das operagoes relevantes.
e m = O(n) e o algoritmo precisa percorrer todos os vizinhos de cada vértice.
e m = O(n?) e o algoritmo realiza muitas consultas do tipo “i,j € E7?”.
e m = O(n) e o algoritmo precisa apenas escrever todas as arestas.
e m = O(n?) e o algoritmo precisa escrever todas as arestas.

(c¢) Explique por que, apesar das diferengas de eficiéncia, as duas representagoes nao alteram a classi-
ficacao de um algoritmo como sendo de tempo polinomial.

Sejam G um grafo sobre o conjunto de vértices {1,2,...,n}, A a sua matriz de adjacéncias e b(i, j) as
entradas da matriz A%2. O qué o ntimero b(i,7) conta? Qual a relacao entre b(i,5) e, Ng(i) e Ng(j)
quando 7 # 57

Como ¢ possivel determinar o nimero de triangulos (K?) em um grafo G qualquer a partir de A3?



