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10. SATISFAZIBILIDADE

A ideia por trds da semantica da légica de predicados é muito simples. Seguindo Tarski, nds
assumimos que uma sentenca é verdadeira em uma estrutura se esse é de fato o caso, ou seja,
se o “significado dentro de uma estrutura” atribuido aos simbolos formais é verdadeiro naquela
estrutura. Sejam £ um linguagem de primeira ordem, )t e v uma estrutura e uma atribuicao
para a linguagem £, respectivamente. O par (91, v) € chamado de interpretacao a qual satisfaz a
féormula a € £, denotado

M, VEFa
nas seguintes circunstancias
(1) O, v)E(H =) seesdse U(ty) = v(t);
2) O%, v)ER(ty,...,t,) seesése (0(ty),..., 0(t,) € R,
(3) O, v)E-yseesése (N, v)Fy;
4) M, v)Ey— Bseesdse (M, v)FEyou®ON,v)FB;
(5) O, v)EVxPseesodseparatodoacE, (N, [V]xwa) EP
em que R é um simbolo relacional n-ario da linguagem, t;,..., t,; sdo termos, x é varidavel e y e §
férmulas da linguagem. Das abreviaturas adotadas deduzimos que
6. M, v)FEyvpBseesdse M, v)FEyou @, v)Fp
7. O v)EyAPseesdose M, v)Eye (N, v)F B;
8. M, v) FIxyseesdse (M, [v]yw.q) FyparaalgumacE.

Exemplo 102. Por exemplo, com 4 do exemplo 97 de dominio {1,2,3} e v tal que v(y) = 2.
AL v)EVx(x+y=0)sseparatodo ae{l,2,3}, L, [V]xwa) F(x+y=0)
sse paratodo a € {1,2,3}, V] xosg (X + y) = V] 5uq (0)
sse paratodo a € {1,2,3}, [V]xwsq(X) +4 [V]xwa(¥) =1
sse paratodo a € {1,2,3}, a+¥2=1

0 que nio é verdadeiro na estrutura pois 2 +42 = 3, logo a féormula Vx (x + y = 0) ndo € satisfeita
por essa interpretagdo, ou seja
L) FEVx(x+y=1).

Exemplo 103. A linguagem £F para a teoria dos corpos tem simbolos extralégicos 0,1, +,-. Uma
ZLr-estrutura é R = (R, Om, lm, +%, ,m) com os significados usuais e tomamos a atribuicao v(x,) =
n+1. Entao

(R, 1) E VX1 ((0-x1 = x3) — (X3 =0))
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pois (R, v) F Vx; ((0-x1 = x3) — (x3 =0))

sse paratodo a € R, (R, [V]y,~a) E ((0- X1 = x3) — (x3 =0))
sse para todo a € R, (R, [V]x,~a) F (0 X1 = x3) ou (R, [V]x,~a) F (x3 =0)

sse paratodo a € R, (R, [V]x,q) F (0- X1 # Xx3) ou (R, [V]x,a) F (x3 =0)

sse para todo a € R, [V] ;a0 X1) # [V]xwa(X3) OU [V] 4 sa(X3) = [V]x;~sa(0)

sse para todo a € R,

[V a(0) T 0] e (K1) # [V a(X3) OU [V] 5,0 (X3) = [V] 1, a(0)

sse paratodo a€R, 0 Ra#40uds=0"

isto é, a interpretacdo satisfaz a férmula se, e somente se, em R temos 0 # 4 ou 4 = 0, portanto, a

interpretacao fornecida pela estrutura e pela atribuicao satisfaz a férmula.

2

Exemplo 104. Em %o (exemplo 96), considere a estrutura 2 = (Q,<?) com <2 o menor usual

sobre o conjunto @ dos numeros racionais e seja v uma atribui¢do qualquer. Entao

(1) (2, v)FEVx (3x2(x; <x2)) e
(2) (2, v)F3x3 (3xg (X3 < X4 — X3 = X4))

Para o primeiro exemplo temos que (2, v) F Vx; (3x2 (x1 < X2))

sse paratodo a€ Q, (2, [V]x~a) FIx2 (X1 < X2)

sse paratodo a € Q, paraalgum be Q, (2, [v]xi~a) F x1 < X2
XQWb

sse paratodo a € Q, paraalgum b € Q, [v]x;~a(x]) <] x1~a(Xp)
X2Wb xZWb

sse paratodo a€ Q, paraalgum beQ, a <2p

o que é verdadeiro na estrutura.
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Agora, no segundo exemplo (2, v) F Jx3 (x4 (X3 < X4 — X3 = X))

sse paraalgum a € Q, (2, [V]x;q) F x4 (X3 < X4 — X3 = X4)

sse para algum a € Q, paraalgum be Q, (2, [V]xs~a) F (X3 < X4 — X3 = X4)
X4Wb

sse para algum a € Q, paraalgum b e Q,

(2, [V]xs~a) F (x5 < x4) ou F (2, [V]xs~a) (X3 = X4q)
X4Wb X4~‘>b

sse para algum a € QQ, para algum b € Q,

[V]xs~a(x3) =2 [y]x3~a(4) ou [V]x3~~a(x3) = [V]xs~a(xy)
JC4~‘>19 X4->b X4->b X4->b

sse paraalgum a € Q, paraalgum be Q, a >2poua=h

que é verdadeiro na estrutura.

Exemplo 105. Para qualquer (901, v), se a varidvel x ndo ocorre no termo ¢ entao

N, v)EAx(x=1).

O, v)FIx(x=1)sse paraalgum ae M, N, [V]xwg) F(x=1)
sse paraalgum a € M, [V]yxwsq(X) = [V]xnq(D)

sse paraalgumac M, a = [V]ywq(l)

87

que é verdade pois, da defini¢do, [V] x4 (f) € M € [V] xq(f) = D(£) pois x ndo ocorre em t. Portanto,

(N, v) Edx (x = 1).

METATEOREMA 21 Sejam 9 uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem £ . Para toda

formula a € £, se v e w sdo atribuigoes tais que v(y) = w(y), para toda varidvel y que ocorre livre

em «, entao

(N, v) E a se, e somente se, (N, w) E a.

Em particular, se a ndo tem varidveis livres, entdo (M, v) F a se, e somente se, N, w) F a para

quaisquer v e w.

Escrevemos

MEa

se (M, v) F a para toda atribuigdo v é dizemos que a é valida em 1.

COROLARIO 106 Se a é uma sentenga de £ e 9N é uma estrutura para £, entdo M= a ouMFE ~a.
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Demonstragao do Teorema. A demonstracdo € por inducao em férmula. O teorema vale para for-
mulas atdbmicas: se a é da forma #; = f», entdo toda varidvel da féormula € livre portanto v(t;) =
w(t)) e v(t) = w(tz). Se a é da forma R(ty,..., t;), entdo toda varidvel da férmula € livre portanto
v(t;) = w(t;) paratodo i de modo que (¥(ty),..., P(t,)) = (w(ty),..., w(t,)) portanto (¥(t),..., U(t,)) €

RM se, esose, (w(ty),..., w(ty)) € RM logo, em ambos os casos,

(N, v) E a se, e somente se, NN, w) F a.

Se o teorema vale para a entdo vale para —a: se (M, v) F a se, e somente se, (I, w) F a, entao
(M, v) # a se, e somente se, (I, w) # a portanto (I, v) F —a se, e somente se, (N, w) F ~a.
Se o teorema vale para a e 8 entdo vale para a — f:
OMvEFa—p sse
M, v)Eaou(M,v)EL  sse
M, w)Faou (M, w)EL sse
Mw)Fa—p
portanto (O, v) F a — B se, e somente se, (M, w) F a — B.

Finalmente, se o teorema vale para a entdo vale para Vxa: suponha (01, v) F V xa. Fixado um

b € E, temos que (N, [v]x..p) F a. Agora, se y é uma varidvel livre em « e y # x entdo
[V]xmb(Y) = [W]xs b (¥)
pois v(y) = w(y);sey=x
(V] xsp () = (W] xp(¥) = D.
Portanto, (N, [w]..-p) F @ pois o teorema vale para @. Como b é arbitrério, o argumento vale para
todo b, ou seja, (O, w) F Vxa. A reciproca, se (0, w) F Vxa entdao (N, v) F Vxa, é demonstrada
com argumentacio anéloga.

Pelo Principio da Inducdo para férmulas, o teorema vale para toda férmula de uma linguagem
Z. U

Demonstragdo do coroldrio. Seja @ uma sentenca e 9Jt uma estrutura. Se 91 # a, entdo para al-
guma atribuicao v, (M, v) F —a. Como a nao tem varidveis livres (0, w) F —a, para qualquer

atribuicdo w. Portanto )1 F —a. A reciproca é analoga. 0

Exemplo 107. Seja® uma estrutura cujo dominio D tenha pelo menos dois elementos. Entdao
DEVxIy(x#y).

De fato, seja a € D um elemento arbitrdrio. Como D tem pelo menos 2 elementos
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dado a € D, podemos escolher b € D com b # a de modo que (D, (V] x~a,y~b) Fx#y.

Como a foi arbitrério (D, v) F Vx3y (x # y).

Se I' € um conjunto de férmulas da linguagem £, escrevemos
MET

se M) F a para toda féormula a € T.
Exercicio 108. Prove que se M F {a,a — B} entdo M E B.

Esbogo da solugdo: Seja v uma atribuicao qualquer. Entao O, v) F a e 0N, v) F —a (logo (N, v)
a) ou N, v) F B. Entao (MM, v) F B para todo v. O

Exercicio 109. Se M E aentao MEVxa.

Solugdo. Se M = a entdo (N, v) F a para toda atribuicdo v, em particular, (M, [V]x..q) F @ para

todo a no dominio de 971. O

Exercicio 110. Verifique que para o contexto do exemplo 104 valem

(1) 2EVx; @x (x1 < x2)).
2 2F dx3 (Axy (X3 < X4 — X3 = X4)).

Esbogo da solugdo: (2,v) F Vx; (3xy (X < Xx2)) sse
(2, [V]x,~sa) FIx2 (X1 < x2) paratodo a € Q, sse

(2, [v]xlwz) F x1 < xp paratodo a € Q, para algum b € Q, sse
X~

m(xl) <2 m(xz) para todo a € Q, para algum b € Q, sse
a < bparatodo a € Q, para algum b € Q.

(2,v) EIxs (Axy (x3 < x4 — X3 = X4)) SSE

(2, [V] x3-a) F 3x4 (X3 < x4 — X3 = X4) para algum a € Q, sse

(2, [V]xs~a) F (x3 < x4 — X3 = X4) paraalgum a € Q, algum b € Q, sse

Xq~
[V]xs~a(x3) <2 [V]xz~a(xg) — [V]xs~a(x3) = [V]x3~a(x4) paraalgum a € Q, para algum b € Q, sse
X4~“>b X4Wb X4Wb X4Wb
a<b— a=bparaalgum a € Q, paraalgum be Q 0

Agora, se vale
(N, v) F a para toda interpretacao (91, v)

entdo a é universalmente valida e escrevemos

Fa
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como, por exemplo, em x = x. Para qualquer 9 e qualquer v temos, por definicdo, que (9, v) F
Xx = x se, eso se, U(x) = U(x), o que é sempre verdade. Notemos que x = y ndo é universalmente va-
lida, pois basta tomar a estrutura canonica para a aritmética t com v(x) =1 e v(y) = 2. Tampouco

x # y é vdlida, pois como antes basta tomar v(x) = v(y) = 2.

Exemplo 111. Para quaisquer 9t e v vale (I, v) F Vx (x = x) sse para todo a no dominio da inter-
pretacao (M, [V]x—q) F (X = X). Mas [V]xwsq(X) = [V]x-q(X) para qualquer atribuicao v e qualquer

a no dominio M, portanto (M, [V] xq) F (x = X). Assim, F Vx (x = x).

Exemplo 112. Seja £ uma linguagem de primeira ordem com simbolo relacional unéario P e cons-

tante c. Entao
(12) E P(c) — AxP(x)

pois, por definicao, para quaisquer 91 e v temos (91, v) F P(c) — 3xP(x) se, e s6 se, para quaisquer
M e v temos (M, v) # P(c) ou M, v) F JxP(x). Se (MM, v) # P(c) temos (M, v) F P(c) — IxP(x).
Assuma que (9, v) F P(c). Porém (9N, v) F IxP(x) se, e s6 se, paraalgum a € M, (M, [V]xsq) F P(x)
e basta tomar a = ¢ e temos (91, v) F 3xP(x). Como a interpretacao foi arbitraria a equacao (12) é

universalmente valida.

Exemplo 113. A sentenca VxVy(x = y) é falsa em qualquer interpretacao com dominio formado
por menos dois elementos pois, fixado (91, v), se nao for falsa nessa interpretacdo, entao sera ver-
dadeira e se esse é o caso (M, v) FVxVy(x = y) sse (I, [v];::g) F x = y para todo a e todo b. Se o
universo do discurso tem pelo menos dois elementos entdo podemos tomar a e b distintos, o que

torna a sentenca falsa.
Exercicio 114. Verifique a validade universal F Vx3y (x = y).

Na pégina 50 comentamos que argumentos COmo

Premissa O quadrado de qualquer inteiro é positivo
Premissa 9 é um quadrado
Conclusao 9 é positivo

ndo sdo validados pela l6gica proposicional. Agora temos, na linguagem da Aritmética,
Premissa Vx(x-x>0)
Premissa Jx(x-x=8SS5S5855550)
Conclusao S8558855S50>0
pois, de fato, Vx(x-x > 0),3x(x-x = SSSSSSSSS0) F SSSSSSSSS0 > 0. Para toda £-estrutura 9t
tal que
MEIx(x-x=8SSSSSSSS0), Vx(x-x>0)



LOGICA BASICA 91
temos
paraalgumbe M, b-b=9
e também
paratodoae M, a-a>0

logob-b>0eseb-b=9,entdao 9 > 0, ou seja, 9 é positivo.

10.1. Consequéncia légica. Sejam £ uma linguagem de primeira ordem e I' € £ um conjunto

de férmulas. A formula a é consequéncia légica (ou consequéncia seméantica) de I', e escrevemos
l'Fa

quando para qualquer Z-estrutura 91,
se MET entdo MFE a

ou seja, se (M, v) F I para toda atribuicao v, entao (9, w) F I' para toda atribui¢do w. Caso I seja

finito, escrevemos
YI)YI)-")YI‘L ': a

e nesse caso temos um argumento valido.

Por exemplo, na linguagem da aritmética
(13) x<ykFz<w.

De fato, seja 2l tal que 2l F x < y, isto é, para qualquer atribuicao v na interpretacao resulta que
para todos a e b no dominio de 2 temos a <% b. Na estrutura 2 vale (2, u) £ z < w qualquer que

seja a atribuicdo u pois u(z), u(w) € Alogo u(z) < u(w).
Exemplo 115. Do exercicio 108 temos a,a — B F B.

Exercicio 116. Verifique que

(1) Vxa,Vxa— BEVxp

(2) VxaF [a]’ sempre que a substitui¢ao é admissivel.

Exemplo 117. A negacao da sentenca que formaliza o paradoxo de Russel na linguagem da Teoria

dos Conjuntos, equacado (6) na pagina 58, é universalmente véalida
(14) FE-JxVy(yex—ydy).

Do exercicio acima, item 2, temos

Vy(yex—ydy)Fyey—ygy.
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ecomo y € y— y¢ ynao évélida, temos #Vy(y € x — y ¢ y) portanto
FIxVy(yex—ydy)

ousejaF "AxVy(yex—y¢y).

METATEOREMA 22 Sejam ' um conjunto de formulas e « uma sentenga e 3 uma férmula, todos de

uma linguagem de primeira ordem £ . Entdo

ILaFpBseesése I'Fa— p.

DEMONSTRACAO. Primeiro, assumimos a hipétese que I',a = § e provaremos I' = a — f. Seja N
uma Z-estrutura tal que 21 FI' e temos dois casos pelo corolario 106
(1) MM F a: nesse caso, por hipdtese vale (I, v) F B para qualquer atribuicao v, entdo (M, v) F
- ou (N, v) F B, portanto, (M, v) F a — B.
(2) MM # a: nesse caso, para qualquer atribuicao v, N, v) F —a ou (M, v) F B, logo, M, v) F
a—p.
Agora, assumimos que I' F a — f e provaremos I', a F . Suponha que M ET'u{a}, entdio MFT,
portanto, M = a — B, ou seja, M F —a ou M F B. Como, por hipbtese, M F a, temos M = B. O

A exigéncia de que a seja uma sentenca é de fato necessaria como mostra o seguinte exemplo.
da equacdo (13) acima ndo podemos deduzir F (x < y) — (z < w) pois essa ndo é universalmente
vdlida. Considere o a estrutura canonica para a aritmética onde < € interpretado como o “menor
que” usual nos naturais. Com a atribuicdo v(x) = v(w) =1 e v(y) = v(z) =0 temos (M, v) # (x <
V)= (z<w).

Equivaléncia l6gica. Numa linguagem £ de primeira ordem a férmula a é semanticamente equi-

valente a formula f, o que denotamos por

S
Il
=

se
Fa<—p.

Por exemplo, sdo equivaléncias logicas
VxVya=VyVxa
Vx(anP)=VxaAVxp
AxIya =Tydxa
dx(a Vv p) =3Ixa v Ixp

(Vxa)=3dx«a
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“(Axa)=Vx«a

10.2. Teoria e Modelo. Se Z é um conjunto de sentencas tal que se a € Z entdo Z F a, entdo X é
dita um teoria. Se 91 é uma estrutura para a linguagem £, entao a teoria de 9)i é o conjunto de

todas as sentencas de £ verdadeiras em 91, ou seja
Th(ON) = {7 : 7 é uma sentenca de £ e MF 1}.

Uma teoria X é axiomatizavel se existe um conjunto de férmulas I c Z tal que para toda sentenca
a da teoria
IFa.

Por exemplo, a Aritmética é axiomatizavel pois ha um conjunto de axiomas desenvolvido por
Giuseppe Peano cujas consequéncias ldgicas sdo os teoremas da Aritmética.

Dizemos que a estrutura )t é uma modelo para uma teoria se para toda sentenca a na teoria
MEa

e dizemos que a é verdadeira em 91, caso contrdrio dizemos que «a é falsa no modelo 1.

Exemplo 118. Uma ordem parcial sobre um conjunto M é uma relagdo bindria < com as seguintes
propriedades, chamadas de axiomas das ordens parciais, formulados na linguagem %o

(1) Vx(x = x);

(2) VxVy(x=yAy=x—x=Y);

(B) VxVyVz(x2yAy=<z—x=2).
Um conjunto parcialmente ordenado é um modelo & = (M, <) desses axiomas e a teoria elemen-

tar das ordens parcias é o conjunto das sentencas que sdo consequéncias logicas desses axiomas.

Exemplo 119. Um grafo é um modelo ¢ = (V, E) sobre um conjunto de vértices V' e uma relacao
bindria E para os seguintes axiomas da teoria elementar dos grafos, formulados na linguagem
26,

(1) Vx,nE(x,x);

(2) VxVy(E(x,y) — E(y,x)).

Exercicio 120. Um vértice isolado de um grafo é um elemento v do universo que nao é adjacente a
nenhum outro elemento do universo. Expresse na linguagem da Teoria dos Grafos as sentenc¢a o

grafo ndo tem vértice isolado’.

Exercicio 121. Um triangulo em um grafo é qualquer conjunto de trés vértices que sdo adjacentes

dois a dois. Expresse na linguagem da Teoria dos Grafos as sentenca 'o grafo tem triangulo’.
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EXERCICIOS

(1) Seja v uma atribuigdo associada a estrutura 9t para uma linguagem .£. Suponha que para
as varidveis x e y temos que v(x) = v(y). Use inducao para termos para demonstrar que
se t é termo e s é obtido de t substituindo-se uma ou mais ocorréncias de x por y entdo
v(s) = v(1).

(2) Considere a linguagem da aritmética £, com a estrutura candnica 1:

M = (N,0%, <M M 499 onde 0™ é o ndmero 0 € N; a funcdo S%: N — N\ {0} é

dada por S¥(n) = n+1, a relacdo binaria <™ e as operacdes +",-” sdo o “menor

que”, a soma e o produto usuais de nidmeros naturais.
e a atribuicdo constante v(x) = 2 para toda variavel.

(a) Verifique que (,s) Fx=+(1,1).
(b) Diga para quais atribuicoes associadas a 91 a seguinte férmula é satisfeita:
(b.1) Vx(Ez(x-z2=y)) —3Jz((1+1) -z =x)))
(b.2) @x(x+x=y) — Fyy+x=y)
(3) Seja £ uma linguagem de primeira ordem com constante a, fun¢do unéria G, relacdao una-

ria R e relacoes bindrias {P, Q}. Seja 2l a estrutura definida por

e D:=N e R¥n):={neN: népar};
o« a¥:=2; o PA:={(n,m)eNxN: n<m};
o« GR(n):=n+1; . QQ‘::Q.

Para cada uma das sentencas abaixo, verifique se € satisfeita ou ndo na estrututra.

(@) AxG(x) AVx(G(x) = x); (e) Vx3yP(x,y);
(b) 3x3yQ(x, y); (f) IyVxP(x,y);
(0 "R(a) — VxVyQ(x,); (g) dyVxP(y, x);
(d) Vx(R(x) — VxR(G(G(x))); (h) Yx(R(x) v3Iy(y=Gx) AR(Y))).

(4) Seja £ a linguagem dos grupos com constante e e simbolo funcional o. Chamamos de
axiomas de grupo o seguinte conjunto I' de sentencas da linguagem Zg:
(G]) Vx((xoce=x)A(eox=Xx));
(G2) Vxdy(xoy=e);
(G3) VxVyVz(xo(yoz)=(xoy)oz).
(a) Seja a asentenca Vx(xox=e).
Mostre que a sentenca « é independente dos axiomas de grupo mostrando uma in-

terpretacdo para {G1, G2, G3, a} e outra interpretacao para {G1, G2, G3, "a}.



LOGICA BASICA 95

(b) Tome ¥ a seguinte estrutura para Zg

e D:={1,2};
o e¥:=1;
0¥ ‘ 1 2
J 1 1 2
2 2 1

Verifique se os axiomas sdo verdadeiros nesse modelo.
(5) Demonstre usando indug¢do para férmula que se ¢ € uma substituicdo admissivel para x
em a entao

O, v) E [al sse N, [V] 1w 500) F @.

(6) Considere a estrutura & dada por

o E={1};
e ré=pf={1};
e ¢ =1{(1,1};

e a®=18=cf=1;
fé:E—E, fé(x)=1;
. géa;ExE—>E, géa(x,y):x.

Verificar se as sentencas a seguir sao satisfeitas.
(@) Va1 (3x2Gxs(p(x1) — (r(x2) Ar(xg) A (X1 = g(x2,x3)))))).
(b) Vx1(3x2(3x3(q(x1, x2) — (r(x2) Ar(x3) A (X1 = g(x2, X3)))))).
() Vx(q(f(x),x) — rx);
(d) Vx(=gq(f(x),x) —r(x);
(e) 2Vx(q(f(x),x) — r(x);
(7) Demonstre que a generalizacdo de uma férmula é vdlida se e somente se a férmula é valida,
ou seja, para uma férmula a de uma linguagem de primeira ordem qualquer

FE a se, e somentese EVxa

qualquer que seja a variavel x.
(8) Demonstre que uma generalizacdo para uma varidvel que nao ocorre livre na férmula é

consequeéncia logica da propria férmula, isto €, se x ndo ocorre livre em a entdo

aEVxa.



