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6. SISTEMA DEDUTIVO AXIOMATICO

Como nalégica proposicional, sdo conhecidos alguns sistemas dedutivos para o cdlculo de pre-
dicados que sdo equivalentes no sentido de deduzirem os mesmos teoremas. Apresentaremos
um do tipo Sistema de Hilbert para a linguagem %) da l6gica de primeira ordem. Tal sistema é
axiomatico, consiste numa lista finita de axiomas e outra de regras de inferéncia que podem ser
usados para derivar os teoremas do sistema.

Também como na légica proposicional chamaremos de axioma e teorema, por exemplo, a —
(B— a)eVx(a— pB)— (a — Vxp) o que, de fato, sdo esquemas de axiomas e de teoremas pois
usam varidveis da metalinguagem. Os axiomas sdo obtidos quando substituimos tais varidveis por
férmulas nas quais figuram apenas simbolos do alfabeto de modo que toda ocorréncia da mesma

(meta)varidvel é substituida pela mesma férmula.

6.1. Axiomas légicos. Um sistema dedutivo para uma linguagem de primeira ordem tem duas
classes de axiomas, os ldgicos comuns a todas as linguagens e os ndo-légicos. Intuitivamente, em
termos semanticos, um axioma logico € uma férmula universalmente valida. Normalmente, toma-
se como axiomas légicos algum conjunto minimo de férmulas suficiente para derivar todas as

férmulas universalmente vélidas. Os esquemas de axiomas légicos sdao

(Al): a— (f—a)

(A2): (a— (f— &) — ((a— p)— (@—)

A3): (a—p)— ((a—=p)—a)

(A4): a— (B— (anpP))

(A5): anf—a

(A6): anp—p

A7): a—aVvp

(A8): f—avVvp

A9: (@a—y)—=((B—y)—(avf—7)

(A10): "a—«a

(A11l): (Vx(a— B) — (Vxa— Vxp).

(A12): (Vxa)— [a]’ sempre que t é admissivel para x em a.
(A13): a — Vxa sempre que x ¢ VL(a).

(Al4): t=t¢

A15): H=tH— =1

(Al16): (=B Alh=f)—H =13

(A17): (h =t ANty =1)) — (R(f,..., 1) = R(t],..., 1))
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(A18): (=t A--- Aty =1)) — (F(t1,..., 1) = F(1],..., 1))

(A19): as generalizacoes dos esquemas de formulas acima.

em que a, 3,7,¢ sdo formulas, x é variavel, t e 1, fp, t3,..., t; sdo termos, R é simbolo relacional

(podendo ser o =)e F simbolo funcional.

Exemplo 65. Caso nao houvesse restricdo sobre a substituicao de varidvel nos axiomas do V seria
possivel o axioma Vx3y (x # y) — Ay (y # y), por exemplo, que intuitivamente deveria ser falso.
Numa interpretagdo onde o universo tem mais de um elemento, a férmula Vx3y (x # y) é valida e
usando o esquema (A12) incondicionalmente teriamos o axioma Vx3y (x # y) — [Ty (x # y)]3, ou

seja, teriamos o axioma VYx3y (x # y) — 3y (¥ # y) que, intuitivamente, deveria ser falso.

Exemplo 66. A férmula
AVYy-P(y) — (P(x) — ~Vy-P(y))

é uma instancia do esquema (A1), portanto € um axioma. A férmula
R(x,y) — Ay (y=0)vR(x, )
é uma instancia de f — (a v 8), portanto é um axioma do esquema (A8). A férmula
Vx(-Vy(x=y)— (-Vy(z=y)
é um axioma do esquema (A12). Também é a férmula
Vx(Ax) = Yy AY) = (A — Yy A»)

porém a férmula
Vx(YyB(x,y)— YyB(,y)

ndo é um axioma desse esquema porque viola a condicdo de admissibilidade.

Exemplo 67. Nalinguagem aritmética, por exemplo, temos o axioma légico
x<y—Qyy=0vx<y)

do esquema 8 — (a Vv B).

Exercicio 68. A férmula (x = y) — ((x+x=0) — (x+ y =0)) é um axioma?

6.2. Regras de inferéncia. H4 uma tnica regra de inferéncia (de fato esquema) do sistema

a, a—f
MP): —
B
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6.3. Deducdo. Sejam a uma férmula da linguagem de primeira ordem £, e I' € £} um conjunto

de hipoteses ou premissas. Uma prova de « a partir de I' € uma sequéncia finita de férmulas

<(P1;(P2;---y(Pn>

talque @, =a e, parai<n,@;é

(1) ouum axioma légico
(2) ouuma féormulade I’

(3) ouuma férmula obtida de ¢, ¢, ...,@;_1 por regra de inferéncia.

I' aelé-se “a é um teorema de I'”. No caso I' vazio escrevemos - a e, nesse caso, @ € um
teorema légico.
Simplificacdes de notacdo: usamos as mesmas simplificacoes adotadas na logica proposicional,
ao invés de {a} - B escrevemos «a - B; ao invés de {a;,...,a,} - B escrevemos a;,...,a, - ; ao
invésdeI'u {a} - B escrevemos,a - .

6.4. Propriedades de I-. As seguintes propriedades valem exatamente como na légica de propo-
sicoes. Como o0s esquemas de axiomas (A1)-(A10) e a tnica regra de inferéncia sdo os mesmos
da légica proposicional (agora para formulas da légica de predicados) e definicao de deducéao é
a mesma, temos que o + na légica de predicados tem as mesmas propriedades de + do sistema
dedutivo para a légica de proposicgoes.

METATEOREMA 17 Sel é um conjunto de formulas de £,

Autodeducao: I' - a paratodoa €.

Monotonicidade: Sel' a entGoT UXF a.

Regrado corte: Sel'+ a; parai=1,2,...,k e{ay,...,ar} - BentdoT - B.
Compacidade: I' - a se, e s6 se, existe A< T finito tal que A a.

Teorema da Deducao: a - f se, e somente se, - @ — 3 ou, genericamente,

I',a B se, esomentese, I'+a — B.
O teoremas légicos proposicionais valem com a mesma dedugdo na légica de predicados.

TEOREMA 69 FHa — «a
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Prova. Deduz-se como no teorema 13.

1. a— ((a—a)—a)) (por Al)
2 (@a—((@a—a)—a))— (a—(a—a)) = (a—a)) (por A2)
3 a—(a—a)) (por Al)
4. (a—(a—a))—(a—a) (MP 2,1)
5 a—a (MP 3,4)

TEOREMA 70 (REDUGAO AO ABSURDO (RA)) a— f,a— 7+«
DEMONSTRACAO. Segue do Teorema da Deducao em (A3).
TEOREMA 71 (INTRODUGAO DA CONJUNGAO (IC)) a, BHanp
DEMONSTRACAO. Segue do Teorema da Deducao em (A4).
TEOREMA 72 (ELIMINAGAO DA CONJUNGAO (EC1)) anfBlFa
DEMONSTRACAO. Segue do Teorema da Deducao em (A5).
TEOREMA 73 (ELIMINACAO DA CONJUNCAO (EC2)) anfBF B
DEMONSTRACAO. Segue do Teorema da Deducao em (A6).
TEOREMA 74 (INTRODUGAO DA DISJUNGAO (ID1)) atavVvp
DEMONSTRACAO. Segue do Teorema da Deducao em (A7).
TEOREMA 75 (INTRODUGAO DA DISJUNCAO (ID2)) BFHa Vv
DEMONSTRACAO. Segue do Teorema da Deducao em (A8).
TEOREMA 76 (DUNS ScoTtus (DS)) «a, 7at f

Prova. Déa-se como na deducao do teorema 18.

TEOREMA 77 (CONTRA-POSITIVA (CP1)) a— BF 71— "«

DEMONSTRAGAO. Segue de Modus Tollens por aplicagdo do Teorema da Deducao.

TEOREMA 78 (SILOGISMO HIPOTETICO (SH)) a— fB,—yFa—y
Prova. Da-se como a deduc¢do do teorema 14.
TEOREMA 79 (TROCA CONDICIONAL (TC)) 6 — (¢ — & Fdp— (0 — &)

Prova. Segue a deducgdo do teorema 15.
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TEOREMA 80 (DUPLA NEGAGCAO (DN1)) ——at a.
Prova. Segue de (A10) e o teorema da Deducao.
TEOREMA 81 (DUPLA NEGAGAO (DN2)) Fa— 71«
Prova. Deduz-se como no teorema 17.

TEOREMA 82 (SILOGISMO DISJUNTIVO (SD)) aVv , "at B

Prova.
1. avp (hip.)
2 —a— B (def. de v)
3. - (hip.)
4 B (por MP 2,3)

TEOREMA 83 (MoDUS TOLLENS (MT)) a— f,7fF -«

Prova.
1. a—p (hip.)
2. -p (hip.)
3. (@ —p)— (a—p)— 1) (A3)
4. —f—(a— ) (A1)
5. a—f (MP 2,4)
6. (@ —p) — "« (MP 1,3)
7. - (MP 5,6)

TEOREMA 84 (CONTRA-POSITIVA (CP2)) - — 7ata—f

Prova.
1. f -« (hip.)
2. (= —a)— (mna— ) (CP1)
3. —ng — (MP 1,2)
4. a— 1a (DN2)
5. -—f—-f (DN1)
6. a— (SH 4,3)
7. a— B (SH 6,5)
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6.5. Regras de inferéncias derivadas. Os sistemas dedutivos do estilo de Hilbert tém poucas re-
gras de dedugdo. Aaas regras de inferéncia adicionais advindas dos teoremas légicos nao acres-
centam nenhum poder dedutivo ao sistema, no sentido de que uma deducado usando as novas
regras de deducao pode ser convertida em uma deducdo usando apenas a dedu¢do com a regra
original.

Uma regra de inferéncia derivada é uma regra de inferéncia que nao é dada a n6s como parte do
sistema dedutivo, mas que constitui uma abreviatura usando um teorema previamente provado.
Em particular, suponha que tenhamos I' - @ com I" = {yy,...,y%} um conjunto finito de teoremas.
Entdo sempre que deduzimos, digamos numa prova de Z - 3, os teoremas de I', podemos usar

I' - a para deduzir a. Assim, acrescentamos a regra

Y1,-- Yk
a

a nossa lista de regras de inferéncia. O teoremas acima nos dao vérias regras derivadas, todas ja
conhecidas do célculo porposicional e que agora valem para férmulas da l6gica de predicados.

Vejamos algumas regras de inferéncia derivadas dos “novos” axiomas.

TEOREMA 85 (INSTANCIAGAO UNIVERSAL (IU)) Vxa - [all, para todo termo t admissivel para x.
DEMONSTRAGAO. Segue do Teorema da Deducdo em (A12). U
TEOREMA 86 (GENERALIZAGAO UNIVERSAL (G)) atVxa,sex¢ VL(a).

DEMONSTRACAO. Segue do Teorema da Deducdo em (A13). 0
TEOREMA 87 (GENERALIZAGCAO EXISTENCIAL (GE)) [al’+ 3xa, se t é admissivel para x.

Prova. Provaremos F [a]% — 3xa, se t é admissivel para x; o teorema segue do teorema da Dedu-

¢do. Seja t uma substituicdo admissivel para x em a.

1. Vx-a— [all (A12)
2. (Vx-a— [all) = (0[all — "Vx-a) (CP1)
3. ﬁﬁ[(x]i—»ﬁVXﬁa (MP 1,2)
4. (@]l — = [alk (DN2)
5. [a]l — Vx-a (SH 3,4)
6. [a]ll - Ixa (def. de J)

TEOREMA 88 HVxa —dxa
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Prova. Fixado t admissivel para x em a
1. Vxa— [all (A12)
2. [a]ll —3xa (GE)
3. Vxa—3Ixa (SH 1,2)

Com a notacao usual temos as seguintes regras derivadas dos teoremas acima.

.a—yﬁ’a—»ﬁﬁ .9—>((p—>£)
(RA): g (TC): —(p_) 60
a,p a—p
IC): —— R
(IC) anp (CP1): my ——
(EC1): anp (CP2): M
a T a—B
(EC2): anp (DN1): e
p a
a a
(ID1): (DN2): ——
avp T
B (G): ——, se x¢ VL(a).
(ID2): avp Vxa
Lo (I0): an,se t admissivel para x.
(DS): [a) L
B
a—p,p 6B): U ge ¢ admissivel
(MT): (GE): P , se t admissivel para x.
a
sy BB T
: a—y dxa

METATEOREMA 18 (TEOREMA DA GENERALIZAGAO) Sejal tal que a varidvel x ndo ocorre livre em

nenhuma formula deT'. Sel - a entdol' - Vxa.

DEMONSTRACAO. Suponha que I' - «a e seja (01,...,0,) uma prova. Demonstraremos por indugdo
emiquelVx0;.
Se 0, é axioma légico entdo Vx60; é axioma légico, portanto I' - Vx0;.
Se 0, e " entdo x ¢ VL(0;) e podemos usar o esquema (A13) como em
1. 6, (hip.)
2. 6, —Vx0, (A13)
3. Vx6; (MP 1,2)
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Portanto, 6, - Vx0; e por monotonicidade I' - Vx 0.

Assuma, como hip6tese da inducao, que I' - Vx0; parai =1,2,...,m—1. Vamos provar I' -
Vx0,,. Se 8,, é axioma légico ou estd em I' entdo I' - Vx0,, (a demonstra¢do é andloga ao caso
i =1). Sendo, existem j, k < m tais que 0,, € modus ponens de 6; (nalinha j) e 6; — 6, (nalinha

k). Por hip6tese de inducao temos

5) THvx0; e THVYx(@;— 0

agora
1. Vx0; (teorema)
2. Vx(0;—0p) (teorema)
3. Vx(0;—0,) — (Vx0; — Vx0p) (A11)
4, ‘v’ij —Vx0,, (MP 2,3)
5. Vx0,, (MP 1,4)

portanto Vx0;,Vx(0; — 0,,) - Vx0,, e daregra do corte com (5) concluimos I' - Vx0,.

Portanto I' - Vx6; paratodo i, 1 <i < n, em particular, ' - Vxa. O

Nos préximos exemplos x ndo ocorre livre na formula a.

a—Vxf+Vx(a— p).
Prova.
l.a—Vxp (hip.)
2. VxB— B (A13)
3.a—p (SH 1,2)
4. Vx(a— ) (TG)
Vx(a — B)F (a— Vxp).
Prova.
1. Vx(a— B) (hip.)
2. Vx(a— B) — (Vxa— Vxp) (A11)
3. Vxa — Vxp (MP 1,2)
4, a— Vxapoisx ¢ VL(a) (A13)
5. a— Vxp (SH 3,4)

Portanto, se x ndo ocorre livre em «

F (@ — Vxf) < Yx(a— f).
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Prova.

1. Vx(a — B) — (a— Vxp) (teo.)
2. (@ = Vxp) = Vx(a— p) (teo.)
3. Vx(a— B)— (@a—VxPB) A (ad—Vxp) = Vx(a— p) (IC1,2)
4. Vx(a— B) < (@ — Vxp) (def. <)

U

METATEOREMA 19 (TEOREMA DA GENERALIZAGAO EM CONSTANTES) Sejam ¢ uma constante e T’
um conjunto de formulas em uma linguagem de primeira ordem tais que c ndo ocorre numa for-
mula ¢ el F ¢. Entdo hd uma varidvel x que ndo ocorre em ¢ tal quel - Y x[plS. Além disso, hd

uma dedugao I - Y x [¢]$, em que ¢ ndo ocorre.

DEMONSTRAGAO. Exercicio. Dica: seja (0y,...,0,) umaprovadeI I ¢. Demonstre que ([6;],...,[0,]$)
é uma provade I I [p] e considere X c I' o conjunto (finito) de férmulas que ocorrem nessa prova.

Se x ndo ocorre em X, pode-se usar o teorema de generalizac3o. O

COROLARIO 89 (REGRA (IE)) Assuma que a constante ¢ ndo ocorre em @,y e que [¢]5 - v. Entdo

Ax @ v e existe uma prova dessa dedugdo na qual ¢ nédo ocorre.

DEMONSTRAGAO. Exercicio. Dica: prove que se - [¢]¢ e ¢ ndo ocorre em ¢, entdo - Vx¢ e ¢ ndo

ocorre nessa deducao. Use a contrapositiva em [¢]§ - . U

Note que (IE) nao afirma 3x ¢ - [¢]$ que pode ndo ser valido.
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Apéndice: H4 axiomas redundantes. Observamos aqui que os axiomas que estabelecemos para o
sistema dedutivo ndo é o menor conjunto possivel, dentre eles ha varias redundancias. Por exem-

plo, com respeito a igualdade, podemos provar a propriedade simétrica (A14) usando os outros

axiomas
Fx=y)—(y=x

Prova.
1. xX=y (hipotese)
2. x=yAx=x)—(Xx=x—y=X) (A17)
3. (x=yAx=x)—(x=X) (A6)
4, (x=yAx=x)—-(x=x—-y=x)—>(((x=yAx=x)—
4. x=x)—=((x=yAx=x)—y=x)) (A2)
5. (x=yAx=x)—(x=x) = (xX=yAx=Xx)—y=1X) (MP 3,4) B
6. (X=yAXx=x)—y=Xx) (MP 4,5)
7. X=x (A13)
8. X=x—(x=y—-(x=yAx=x) (A4)
9. X=y—(x=yAx=Xx) (MP 7,8)
10. X=YyAX=X (MP 1,9)
11. y=x (MP 1,10)

Existem vérias axiomatizag6es da l6gica de predicados, uma vez que, para qualquer légica, ha
liberdade na escolha de axiomas e regras de inferéncia que caracterizam essa logica. Descrevemos
aqui um sistema axiomatico a Hilbert. Poderiamos ter restringido os 10 primeiros axiomas aos 3

seguintes
) ¢—(v—¢)
@ (p=—¢)=(¢—=v)=(¢—2)
Esses axiomas descrevem a l6gica proposicional cldssica. Para manipular quantificadores univer-
sais basta
(4) Vx¢ — [¢p]. onde r é admissivel para x em ¢
dos trés esquemas de axioma logico que usamos (aqui em outra ordem)

¢ Yx¢ — [¢]. onde t é admissivel para x em ¢

° Vx(¢p—y)— (Vap— Vay)
e ¢» — Vx¢ onde x ndo é uma varidvel livre de ¢.
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os dois ultimos sao redundante se adotarmos aregra de generalizacdo (G) como regra de inferéncia
primitiva.

Dos esquemas de axioma para a igualdade, basta

(5) x = x para cada variavel x

6) (x=y)—= ([p1F — [$12)



