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8. SEMANTICA PARA A LOGICA DE PREDICADOS

Para interpretar as férmulas de uma linguagem de primeira ordem, precisamos estabelecer um
universo de discurso, também chamado de dominio; os simbolos funcionais n-arios correspon-
dem a operacdes n-arias nesse dominio; os simbolos relacionais n-arios serao interpretados como

relacoes n-arias sobre o dominio e as constantes sao elementos do dominio.

Exemplo 95. Intuitivamente, para

Vx1 RZ(x1, X1)

se o dominio é N e Rf representa a relacao de divisibilidade entdao a férmula é verdadeira, nos
diz que “todo nimero natural é divisivel por ele mesmo”. Se o dominio é Z e R% representa a
relacdo menor que entdo a férmula é falsa, ndo é verdade que “todo ntimero inteiro € menor que
ele mesmo”.

Para

3x1 (R? (X2, %1) A R (X1, X3))

no dominio Z e R? arelagdo menor que, também devemos interpretar as varidveis livres xz, x3. Se
interpretamos x, como 5 e x3 como 8 obtemos a sentenca verdadeira “existe um inteiro 7 tal que
5< nen<8”. Seinterpretamos x, como 5 e x3 como 6 obtemos a sentenca falsa “existe um inteiro
ntalqueb<nen<6”

Intuitivamente, para a linguagem da teoria dos grupos, exemplo 90, com dominio Z e interpre-
tando a constante e como o 0 € Z e interpretando a operacao o como a soma de inteiros temos,
intuitivamente, que os axiomas G1, G2 e G3 sdo verdadeiros. Por outro lado, com dominio N e
interpretando a constante e como o 1 € Z e interpretando a operagdo o como a soma de nimeros

naturais o axioma G3 é falso.

Uma interpretagdo é dada por uma estrutura matemadtica e uma atribuicdo nos elementos do

universo para cada varidveis.

9. ESTRUTURA E ATRIBUIGAO

Uma estrutura 9t

m: (M’Cl;CZ)---yC[ley---;Rn’L)FIJ---)Fn)

é tal que M é um conjunto ndo vazio, ¢, ¢z,...,c, sdo alguns (possivelmente nenhum) elementos
tomados de M, Ry,..., Ry, sdo relacdes (possivelmente nenhuma) sobre M e Fi,..., F;, operacoes
sobre M (possivelmente nenhuma). O conjunto M é denominado dominio ou universo de 9.

Sao estruturas
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% = ({0,1},0,1, max, min, ). Aqui max,min tém seus significados habituais no dominio

{0,1}, (x) = 1 — x e ndo hé relacdes ou constantes.

o« P = ({Q(X),@,X,U,m,ﬂ). Aqui X é um conjunto ndo vazio, U e N tém seus significados
habituais para conjuntos e Ciay=Aaleo complemento do A com respeito a X.

e (N,0,1,<,+,-) é uma estrutura cujo universo € o conjunto N dos ntimeros naturais e 0,1, <
,+,+ tém os seus significados usuais.

¢ (R,0,1,+,-) é uma estrutura cujo universo é o conjunto R dos nimeros reais e as operacoes
sdo a soma e produto usuais.

¢ (N, <) é uma estrutura cujo universo é o conjunto N dos niimeros naturais e < é a relacao

bindria “menor que “ usual.

e (V,E) com V naovazio e E c V x V umarelacao bindria € uma estrutura para grafos.

Se M nao contém fungdes ou constantes, entdo Y também é chamada de estrutura relacional,
como em (N, <) e (V, E). Se M ndo tem relacoes é chamado de estrutura algébrica, como € o caso

dos outros exemplos.

9.1. Estrutura para uma linguagem. Uma estrutura para uma linguagem de primeira ordem Z
é uma estrutura que da significado aos simbolos nao légicos da linguagem, é formada por um
conjunto ndo-vazio (chamado de dominio ou universo), uma operacao n-dria para cada simbolo
funcional n-ério da linguagem, uma relacdo n-éria para cada simbolo relacional 7-édrio e um ele-

mento do dominio para cada constante da linguagem. Uma Z-estrutura
M= (M, c",..., ¢ R .., RELET, L EY

consiste, portanto, de

(1) um conjunto nao vazio M chamado de dominio ou universo da linguagem;

(2) cada constante ¢ da linguagem corresponde a um elemento ¢™ de E;

(3) cada simbolo relacional n-4rio R da linguagem corresponde a uma relacao n-aria R em
M (isto é, R™ ¢ M™);

(4) cada simbolo funcional n-ario F corresponde a uma funcao F? de M" em M (isto é, F7.
M" — M).

Exemplo96. A linguagem da Teoria das Ordens £ com simbolo relacional bindrio < como o tinico

simbolo nao logico admite as Zp-estruturas
1) (N, <M com <M= {(a,b) e NxN: a+ n = bparaalgum natural n # 0}, a relacdao “menor
que” usual sobre N.

2) (Z, sm) com <M= {(a,b) e NxN:a+ n= b para algum natural n}.
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(3) (N,NxN).

4) (P ®), ™) com <™ ainclusio usual de conjuntos.

Exemplo 97. A linguagem £y da aritmética, a qual tem os simbolos extralégicos 0, S, <, +, -,

admite as seguintes estruturas

(1) [5] Definimos 4 = (U, 0%, s% < +4 1) onde
¢ U=1{1,2,3,0%=1eS"=1{(1,1),(2,2),3,3)};
« Arelacdo binaria é dada por <= {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)};

« as operacoes sio dadas pelas seguintes tabelas (na linha i coluna j lé-se i +* j

+4 11 2 3 A1 2003
1 1 2 3 1 1 1 1
2 2 3 1 2 1 2 3
3 31 2 3 1 3 2

(2) A interpretacdo usual 9t = (N,0%, <”, 8%, +7 .7 onde 0" é o ntimero 0 € N; a funcdo S* :
N — N\ {0} é dada por stn) =n+ 1, a relacdo bindria <Neas operacdes +m,-m sdo o
“menor que”, a soma e o produto usuais de nimeros naturais.

(3) Tomamos para algum conjunto X nao vazio a estrutura ¢ = (p(X),O¢, << SQ, +¢, %) onde

¢ sao, res-

0% é o conjunto vazio; a funcio S® é dada por S¢(A) = AL, os operadores +% e -
pectivamente, a unido e a intersecdo de conjuntos e a relagdo binéria <% ¢ definida pela
inclusao c.

9.2. Atribui¢do. Uma atribuic@o associada a uma estrutura 9 = (M, (C?ﬁ)le, (R?ﬁ) Ly (F,fcm)zzl)

é uma funcao
v:{xy, x,...} — M.

Dados uma estrutura )t e uma atribuicdo v, a interpretacao de termos sob a atribuicao € a tinica
func¢do v que estende a funcao v a todos os termos da linguagem, conforme as seguintes condi-
coes:
(1) se x é variavel, v(x) = v(x);
(2) se ¢ é uma constante, v(c) = cm;
(3) se F é um simbolo funcional n-4rio e 11,..., t, sdo termos, entdo a interpretacdo do termo
F (t1,...,t,) édadapor 5(F(ty,..., 1) = FN0(t),..., D(tn)).
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Exemplo 98. Com a Zy-estrutura l do exemplo 97 e com v tal que v(x) =1 e v(y) = 2 o valor do

termo +(-(0,x),y) €

+1( M50, 5(x)), 5())
= +* o n,2)

v(+(-(0,x),))

= +'*a,,2)
= +41,2)
= 2
Para o termo +(x, y) temos o valor
D(+(x, ) =+ (0(x), 0(y) = +1(1,2) =2

O valor do termo 0 é ¥(0) = o¥=1.

Exemplo 99. Com a Zy-estrutura ¢ do exemplo 97 e com v tal que v(x) = X e v(y) = & o valor do

termo +(-(0,x),y) é

+E(E(w(0), 5(x)), 7(1))
= u(n@,X),)

v(+(-(0,x), )

= U(Y,9)

J.

Para o termo +(x, y) temos o valor
v(+(x, ) = +E (o), v(y) =ulX,9)=X.

Notemos que os termos usados como argumentos de 7 sdo simbolos da linguagem e a imagem

de 7 sdo objetos do dominio da estrutura e, portanto, pertencem a metalinguagem.

Exercicio 100. Demonstre que que a extensdo v de uma atribuicdo v a todos os termos de uma

linguagem é tnica.

METATEOREMA 20 Seja‘)t uma estrutura para a linguagem de primeira ordem £ . Para todo termo
tde £, se v e w sdo duas atribuigdes que coincidem nas varidveis que ocorrem em t, entdo v(t) =
w(t).

DEMONSTRAGAO. Por indugdo para termos. Se t é uma varidvel ou uma constante, o resultado
v(t) = w(t) é imediato. Se t é Ft1t,... t, e, por hip6tese da inducao, v(t;) = w(t) (1 <i < n)entdo
7(t) = F(0(t0),..., 0(ted)) = F(w(t),..., w(tni)) = w(t) por definicio. O
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Assim, o valor de um termo numa interpretacdo depende somente dos valores atribuidos as

varidveis que ocorrem no termo.

Exercicio 101. Intuitivamente, a formula Vx (+(x, y) = 0) da linguagem da aritmética é verdadeira

no contexto do exemplo 98?

Atribuigdo x-variante. Se v é uma atribuicdo na estrutura &, entao definimos a atribuicao [v] x4,
para qualquer a no dominio E de € pondo
a sej=1i
[V]xiwa(xj) =
vix;) sej#i.
Por exemplo, se E=Ne v(x;) = j entao [v] ..o €
0 sej=3

[V]x3~s0(X) =
j sej#3.



