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1. INTRODUCAO

Em Teoria da Computacao buscamos compreender a dificuldade de se resolver
problemas computacionais e uma questao importante nessa busca é a de deter-
minar cotas inferiores para a complexidade dos algoritmos que resolvem um dado
problema, uma tarefa reconhecidamente dificil nessa area de estudo.

Cotas inferiores para a complexidade de problemas computacionais sao resul-
tados negativos no sentido de que enunciam que o problema dado nao pode ser
resolvido usando menos recurso computacional que o de determinado pela cota
inferior. Esse tipo de resultado, ou a prova da dificuldade da solucao de proble-
mas, é um foco central da disciplina e atualmente muitos problemas praticos sao
baseados nesses resultados ou na hipotese deles serem verdadeiros, pois muito es-
forco tem sido feito e poucos resultados com relacao a problemas relevantes foram
obtidos. Notadamente, a Criptografia Moderna é fundamentalmente baseada na
hipotese de existirem problemas dificeis. Num outro sentido, cotas inferiores
proporcionam prova de otimalidade para algoritmos. Embora conhecamos uma
grande variedade de problemas resolvidos por algoritmos eficientes, pouco se sabe
sobre algoritmos que sao 6timos com respeito a alguma medida de complexidade.

O estudo da demanda dos recursos computacionais envolvidos na solugao de
problemas computacionais, ou uma prova de que nao ha solugao, s6 é possivel
porque modelos abstratos de computacao fazem o conceito de computacao matem-
aticamente preciso. Tais modelos formais capturam os aspectos praticos da com-
putacao e nos ajudam na compreensao das dificuldades inerentes de se resolver
problemas computacionais.

Dados um modelo abstrato e um problema, determinar uma cota inferior para
a complexidade do problema é saber qual é o minimo de recursos que qualquer
dispositivo computacional (algoritmo) nesse modelo precisa para resolver o prob-
lema. Por exemplo, se soubermos provar que algum problema NP-completo nao
pode ser resolvido por uma Méaquina de Turing de tempo polinomial, ou seja,
o problema tem cota inferior superpolinomial nesse modelo, entao P # NP; ou
ainda, se soubermos provar que algum problema NP-completo nao pode ser com-
putado por circuitos booleanos (um modelo de computagao) de tamanho polino-
mial (uma medida de complexidade) entao P # NP entretanto, atualmente, nao se

sabe mostrar um cota inferior superpolinomial para Maquina de Turing ou nao
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linear para o tamanho de circuitos. Notemos que encontrar a prova de uma cota
inferior é equivalente a dar uma propriedade da classe de todos os algoritmos que
resolvem o problema.

Nao entraremos em detalhes sobre as classes P e NP e o problema P x NP,
tampouco entraremos em detalhes sobre méquinas de Turing, circuitos booleanos
e como eles se relacionam, os interessados podem consultar sobre esses temas em
7,7, ?]. A palavra algoritmo sera usada no sentido que maioria de nos estamos
acostumados, como aparecem nos livros texto sobre algoritmos (veja um exemplo
no Algoritmo ?? abaixo) o que significa, particularmente, que é um dispositivo
de computacao equivalente & maquina de Turing,

Antes de iniciarmos a discussao sobre a iteracao entre topologia e computacao,
ilustraremos alguns conceitos ditos nos paragrafos anteriores com um resultado
classico de cota inferior. Ademais, aproveitaremos esse exemplo para introduzir-
mos alguma nomenclatura que sera tutil mais adiante. Usamos a notacao

n] ={1,2,...,n}
e denotamos por S,, o conjunto das permutagoes sobre [n].

Ezemplo 1 (Cota inferior para ordenagao). O problema de ordenagao baseada
em comparacoes pode ser formulado da seguinte maneira: dada uma seqiiéncia
de nimeros inteiros aq,as, ..., a,, que chamamos de entrada, determinar uma
permutacao m € Sy, tal que ar) < ar@2) <+ < ().

Uma solucao ¢ dada pelo algoritmo ordenacgao por inser¢ao, descrito a seguir.

Dado sequéncia de inteiros ay, . .., a,;
Devolve 7 € S, tal que ar) <+ < ar(n).

Para i de 0 até n faca
7(i) < i; Para i de 2 até n faca
v m(1);
J
Enquanto aj—1y > a, e j > 1 faca
7(j) + 7(j — 1);
J—J—1
m(j) < v;
Devolva 7.

Na discussao a seguir vamos nos ater em solucoes obtidas quando a tnica
informacao a respeito da ordem relativa entre esses elementos sao as que podemos
dispor a partir das respostas para “a; < a;?”. Também, supomos que os elementos
da entrada sao distintos para simplificar a discussao.

O comportamento desse algoritmo, bem como de qualquer outro que resolva o
problema, com qualquer entrada de tamanho n pode ser representado por uma
arvore binaria. Uma arvore binéria T é ou a arvore vazia, denotada () por abuso
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de notagdo e que ndo possui vértices, ou é uma terna 7' = (r, £, D) em que r é
um vértice chamado raiz de T, e ' e D sao arvores binarias disjuntas e que nao
contém r, chamadas subarvore esquerda e subarvore direita, respectivamente. A
raiz de F, dado que E # (), é chamada filho esquerdo de r e a raiz de D, dado
que D # (), é chamada filho direito de r. Nos casos (f, 0, ) chamamos f de folha,
e os vértices nao-folha sao ditos vértices internos.

Nas arvores binarias que representam o comportamento dos algoritmos que
resolvem o problema de ordenacao de n itens, os vértices internos sao rotulados
com uma comparacao entre dois elementos da entrada e cada folha é rotulada
com uma permutacgao de S,. A execucao do algoritmo corresponde a um percurso
nessa arvore. Esse percurso comega comeca na raiz da arvore onde a comparagao
correspondente a aquele vértice é feita, se a resposta ao teste é sim, entao o
percurso continua na subarvore esquerda, senao na subarvore direita daquele
vértice. A folha alcancada no final do percurso é a permutacao desejada.

Uma arvore para o algoritmo 7?7 e n = 3 e dada na figura 1 abaixo.

raizg

vértice interno

altura

[ .3.29)] [ G.1] [ @3] | B2]

FIGURE 1. Arvore de comparacoes de altura 3 correspondente ao
algoritmo ?? para n = 3. Da arvore podemos deduzir que o algo-
ritmo 7?7 ordena qualquer entrada com trés elementos fazendo no
maximo trés comparacoes.

A altura da arvore binédria T é o maior nimero de arestas entre a raiz de T e
uma folha de T'.

Genericamente, todo algoritmo de ordenacao baseado em comparacoes entre
os elementos da entrada define uma seqiiéncia de arvores de comparacgoes 7T,,, em
que n > 1 é o nimero de itens a serem ordenados. A altura da arvore T, é
um limitante superior para o nimero de comparacoes que o algoritmo efetua no
pior caso nas instancias de tamanho n. Dessa forma, se conseguimos mostrar um
limitante inferior i(n) para a altura de qualquer sequéncia 7T,, dessas arvores que
representam o comportamento dos algoritmos de ordenagao baseados em com-
paracoes, entao podemos concluir que nenhum algoritmo de ordenacao baseado
em comparacoes entre os elementos da entrada resolve o problema da ordenacao
realizando menos que i(n) comparagoes.

O nimero méaximo de folhas em uma arvore de altura h é 2" e em T, ha n! folhas
pois cada permutacao deve ocorrer em alguma folha, ou seja, toda arvore tem
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altura pelo menos

n

log,(n!) = Zlog2 k> Z log, k > glog 5
k=1

k>=n/2

Isso significa que qualquer algoritmo baseado em comparacoes para ordenar n
itens necessariamente realiza da ordem de nlogn comparacoes.

Para finalizar esse exemplo, observamos que o algoritmo 77 realiza um nimero
linear em n de comparacoes quando a entrada estd ordenada e um nimero
quadratico quando a entrada estid em ordem decrescente, e essa é a caracteris-
tica da entrada que causa o pior desempenho desse algoritmo. Um algoritmo
de ordenacao proposto por von Neumann em 1945 e atualmente conhecido como
ordenagao por intercalagdo (mergesort) ordena n inteiros usando n|logy n|+2n —
gllog2 7]+l comparacoes, ou seja, da ordem de nlogn comparacdes no pior caso, é
um algoritmo 6timo para o problema [?].

Neste texto usaremos um modelo algébrico de computacao representado por
uma arvore binaria. Nos modelos algébricos as operacoes aritméticas +, —, x, +, i
em R sao operacoes bésicas e isso faz desses modelos, ditos nao-realisticos por
alguns autores, dispositivos de computacao muito mais poderosos que os modelos
tradicionais, e.g. maquina de Turing, que operam sobre inteiros. Sabemos, por
exemplo, que se se permite aritmética com precisao arbitraria entao ¢ possivel
fatorar um inteiro em tempo linear [?]. Sabemos também que existem problemas
NP-dificeis que admitem algoritmos algébricos de complexidade polinomial [?].

Ao que se refere a cotas inferiores, apesar do que dissemos no paragrafo acima,
as cotas obtidas nos modelos mais poderosos aplicam-se também aos modelo mais
fracos (e realisticos) de computagio, com a vantagem de termos a possibilidade
de utilizarmos resultados de outras disciplinas tradicionais da matematica, como
a Topologia e Geometria Algébricas, para tentarmos derivar cotas inferiores.

A idéia central da técnica que apresentaremos a seguir é relacionar a complexi-
dade computacional de decidir pertinéncia num conjunto S C R™ & complexidade
topoldgica de S e, a partir disso, determinar cotas inferiores para a complexi-
dade de problemas computacionais. As primeiras estimativas de cotas inferiores
para a altura de arvores que estabelecem ligacoes entre a complexidade computa-
cional para decidir pertinéncia em S e invariantes topologicos de S dependem da
contagem do nimero de componentes conexas de S e do complemento

S=R"\S.

Esse método foi introduzido por Dobkin e Lipton [9] em 1979 para arvores com
testes lineares nos vértices, depois foi estendido para arvores com testes poli-
nomiais por Steele e Yao [14] em 1982 e logo em seguida, em 1983, Ben-Or [2]
modificou e estendeu esses resultados para arvores de computacao, nas quais é
permitido operacoes aritméticas nos vértices. Dai seguiram-se varios resultados
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3,4, 7,7, 2 7, 15, 16] que estabelecem conexdes entre complexidade de algorit-
mos e invariantes topoldgicos. A seguir, apresentamos alguns desses resultados.

Por simplicidade, no que segue, usaremos componente conexa para componente
conexa por caminho. Os subconjuntos do R" tém a topologia induzida pela
topologia usual no R". Como referéncia para os conceitos algoritmicos e notagao
assintotica (como €2 e O) sugerimos [7], para os conceitos topologicos sugerimos
[11].

2. ARVORES

Dado S C R", chamamos de drvore de decisao para S uma arvore enraizada
cujos noés internos tém 3 filhos, as folhas sao rotuladas com sim ou n3o e respon-
dem corretamente a pergunta “z € S7”. As arestas tém rotulos em {<,=, >} e os
nos internos sao rotulados com elementos de uma familia F de fun¢oes definidas
no R". O resultado da comparagdo de f(x) com 0, para f € F, denotada por
f:0 em que :€ {<,=,>}, determina em qual dos trés filhos do n6 corrente a
computacao prossegue até chegar num no6 folha da arvore.

Assim, uma arvore computa uma funcao da seguinte forma: dado x € R", de-
pendendo do sinal de f,(x) no n6 v a computagao segue pelo filho correspondente
de v, comecando da raiz da arvore até atingir uma folha onde temos o valor da
funcao para x.

Arvores de decisdo linear. Dados um poliedro S C R" e z = (x1, 7y, ...,2,) €
R™ queremos decidir se x € S usando testes da familia F das funcgoes afins
definidas no R™. Uma drvore de decisiao linear é uma arvore de decisao onde
cada no interno v estd associado a uma fungao afim ¢,(z) = >, a;x; +b.

Ezemplo 2 (Arranjo de hiperplanos). Como exemplo, considere os seguintes sub-
conjuntos do R3: H; = {(z,y,2): x = 0}; Hy = {(v,y,2): v —y = 0}; Hy =
{(z,y,2): z+y = 0}. Uma arvore de decisio linear para S = | J°_, H; ¢ mostrada
na figura 2 abaixo.

FIGURE 2. Exemplo de uma Aarvore de decisao linear, onde
U(z,y,2) =, b(z,y,2) =x —y e ls(x,y,z) =+ .

|n50 || sim ||n50
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Se conseguimos mostrar um limitante inferior para a altura de qualquer uma
dessas arvores que modelam algoritmos que decidem “z € S7”, teremos um limi-
tante inferior para o niimero de testes efetuados por qualquer algoritmo de decisao
baseado em testes lineares. A parte interessante aqui é que a complexidade do
algoritmo est&, num certo sentido, amarrada com a complexidade topoldgica de
S. No exemplo acima o complemento R?\ S tem seis componentes conexas o que
implica que toda arvore de decisao linear deve ter pelo menos seis folhas no,
pois o conjuntos de pontos que terminam a computacao numa determinada folha
é conexo.

Assim, nao é dificil mostrar que a altura de qualquer arvore de decisao linear
associada ao algoritmo A: R” — {sim,ndo} que decide pertinéncia em S é pelo
menos proporcional ao logaritmo da soma do niimero de componentes conexas de
S mais o niumero de componentes conexas de R" \ S.

Ezemplo 3 (Elementos distintos). Se o problema é decidir se (x1, zo, ..., x,) € R™
nao tem duas coordenadas iguais, o nimero de componentes conexas do conjunto
de pontos que atingem alguma folha sim é n! (por qué?). Portanto a altura
de qualquer arvore é Q(logn!) = Q(nlogn). Um algoritmo para esse problema
que faz O(nlogn) comparacoes entre elementos da entrada é: ordene usando
O(nlogn) comparagoes e verifique se posi¢oes consecutivas sao idénticas usando
O(n) comparagcoes.

Arvores de decisao algébrica. Uma drvore de decisao algébrica de ordem d
¢ uma arvore de decisao onde cada n6 interno v é rotulado com um polinomio
nao-nulo p, € Rz, 2y, ..., x,] de grau no maximo d.

Ezemplo 4 (Elementos distintos). Decidir se os niimeros reais xy, Zs, . .., T, S0
todos distintos é equivalente a decidir pertinéncia em

(1) S:{(:cl,:cg,...,:cn)eR”: H (a:i—a:j)gé()}.

1<i<j<n
O nimero de componentes conexas de S é pelo menos n!. De fato, se (a1, as, ..., a,)
sao distintos entre si e x = (z1,%2,...,%,) € ¥ = (Y1,Y2,- .-, Yn) a0 duas per-

mutacoes distintas dos a;’s, entao x e y estao em componentes conexas distintas.
Uma justificativa é que para i, j tais que x; < x; e y; > y; qualquer caminho
continuo de x para y contém um ponto z € R" onde z; = z;, logo z € S.

Ezemplo 5 (Problema da Mochila). Dado (z1,...,x,) € R", decidir se existe um
conjunto de indices I C {1,2,...,n} tal que > ,_; x; = 1 é equivalente a decidir
pertinéncia em

(2) S:{(:cl,a:Q,...,xn)ER”: H(le—1>7é0}

O ntimero de componentes conexas de R™"\ S é 2(3)+1 (veja [8]).



METODOS (ALGEBRICOS) TOPOLOGICOS EM COMPUTAGAO 7

O fato, que veremos com mais precisao adiante, de que qualquer subconjunto
S C R" definido por m equagoes e h inequagoes polinomiais de grau no méaximo
d, d > 2 fixo, ter O(d"*") componentes conexas mostra o seguinte. A altura de
qualquer arvore de decisdo algébrica de ordem d para A: R" — {sim,ndo} que
decide pertinéncia em S é pelo menos proporcional a log(5y(S) + Bo(R™ \ S)) —
n, onde By(X) é o nimero de componentes conexas de X C R™. Aplicado ao
exemplo 4 acima, esse resultado diz que qualquer arvore de decisao algébrica de
ordem fixa que decide o problema dos elementos distintos tem altura 2(nlogn).

Arvores de computacao algébrica. Com relacao ao exemplo 4, cabe obser-
varmos que computar o discriminante

H (i — )

1<i<j<n

pode ser feito num algoritmo sem ramificagoes em tempo O(n log?n), se contamos
as operacoes aritméticas usadas pela Transformada Répida de Fourier. Esse fato
mais uma comparacao com 0 fornece um algoritmo para o problema dos elementos
distintos.

A falta de um modelo indicando que mais que O(1) operagdes eram necessarias
motivou Ben-Or em [2]| a definir drvores de computa¢io algébrica, um modelo
que permite outro tipo de n6 além dos nés de ramificacao. A arvore tem nos de
computacao e que leva em conta os custos das operagoes X, + e Vv

Um no de computacao v estd associado a uma operacao e uma atribuicao,
denotada por <, dentre

Yv <= Yu OD Yz, Yo < VYu, Yp <= a Op Y.

onde op € {+,—, X,+}, u e z ou sdo ancestrais de v na arvore, isto é, nos que
aparecem no caminho da raiz até v, ou y,,y, € {x1,22,...,2,} (elementos da
entrada) e a é uma constante real. Obviamente, ndo permitimos divisao por zero
e raiz quadrada de niimero negativo. Um n6 de computagao tem um tnico filho.

Um nd de ramificagao v esta associado a um teste y, > 0, ouy, > 0ouy, =0
onde u é um ancestral de v ou y, € {z1,22,...,2,}. O n6 v tem dois filhos e
a computacao segue pelo filho da esquerda se o teste em v resultou verdadeiro,
caso contrario, a computacao segue pelo filho da direita. As folhas sao rotuladas
com sim ou ndo.

Dado (x1,xs,...,x,) € R" uma computagdo comeca na raiz da arvore e em
cada no6 realizamos ou a operacao aritmética associada ao nd e seguimos para o
filho, ou realizamos o teste associado ao nd e prosseguimos para um dos filhos de
acordo o descrito no paragrafo anterior. Quando atingimos uma folha temos a
resposta correta para um problema de pertinéncia. Veja um exemplo de arvore
de computagao na figura 3 abaixo.
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FIGURE 3. Arvore de computacio para z;2 — 292 = 1.

Como no caso da arvore de decisao algébrica, a altura de qualquer arvore de
computagao algébrica que computa A: R™ — {sim,nd0} é pelo menos propor-
cional a log(f5o(S) + Bo(R™ \ §)) — n. Aplicado ao exemplo 4 esse resultado
diz que qualquer arvore de computacao algébrica que computa o discriminante
[Iic;(zi — z;) tem altura Q(nlogn).

Notacao. Se T é uma arvore de decisao ou computacao para S, denotamos por
Sw 0 conjunto de pontos de R™ que em T terminam a computacao na folha w.

No exemplo 2, se w é a folha do caminho (¢, {3, {3,sim) entdo S,, é a semirreta
dada por (A, —X,0) € R? para todo A > 0; se w é a folha do caminho (¢y, £3,sim)
entdo S, € a semirreta (A, —\,0) para todo A < 0; se w é a folha do caminho
(¢1, 05, l3,n80) entao S, é o aberto de (x,y,0) dado por x > |y|.

De um modo geral, uma estratégia que associa altura de arvore & complexidade
topologica é que para S C R"™ e T" uma arvore de decisao algébrica de ordem d
e altura h para decidir pertinéncia em S, sejam L® = L3(T) e L* = L*(T) o
conjunto das folhas sim e n&o, respectivamente, de T'. Dessa maneira, temos

S={JS e R'\S=|J S

welLs welLr

Agora, se a é uma “medida” subaditiva da complexidade topologica de subcon-
juntos do R™ e se a(S,) = O(exp(n + h)), entdo

a(8) < D a(S,) < IL*|O(exp(n + h)) < 3"O(exp(n + 1)),

weLs

ou seja, h = Q(log «(S) —n). Essa medida o pode ser, por exemplo, a caracteris-
tica de Euler x(S5) ou o niimero de componentes conexas por caminho 5y(.59).

A seguir, todos os espagos tém tipo homotopico de conjuntos semialgébricos.
Essa classe de espacos coincide com a dos espacos que tém tipo homotdpico de
complexo simplicial finito e, portanto, seus grupos de homologia singular H;(S) =
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H;(S,Z) sao abelianos finitamente gerados cuja dimensdo, os nimeros de Betti
Bi(S), ¢é finita e ndo-nula para uma quantidade finita de indices i (i > 0).

3. COTAS INFERIORES TOPOLOGICAS

As primeiras estimativas de cotas inferiores para a altura de arvores de decisao
que estabelecem ligagoes entre a complexidade computacional para decidir pert-
inéncia em S e os invariantes topologicos de S dependem da contagem do niimero
de componentes conexas de S e/ou do complemento R™\ S.

Esse método foi introduzido por Dobkin e Lipton em 1979 para &arvores de
decisao linear, depois foi estendido para arvores de decisao algébrica por Steele
e Yao em 1982 e logo em seguida, em 1983, Ben-Or modificou e estendeu esses
resultados.

Dada uma arvore de decisao algébrica 1" de ordem d e altura h para testar
pertinéncia em S formado pela unido disjunta de abertos conexos {O;}ics, seja
L C L? o subconjunto das folhas sim de 7' tais que no caminho da raiz de T" até
a folha aparecem somente desigualdades estritas. Assim, para w € L vale que

(d =1) no caso de arvores de decisao linear S,, é convexo. Logo nao pode ser
que ambos S, N O; e S, N O; sejam nao-vazios para ¢ # j. Portanto,
1] < |L] < 3

(d > 1) cada O; deve conter pelo menos uma componente conexa de S, para
alguma folha w € L. Tsso nos diz que |I| < |L|3(dh,n) < 3"B(dh,n),
onde 3(m,n) é o nimero maximo de componentes conexas num conjunto
da forma R™ \ p~!(0) para p polinomio de grau m.

Esses argumentos estabelecem os seguintes resultados pioneiros.

Teorema 6 (Dobkin e Lipton ’79, [9]). Qualquer drvore de decisao linear para o
problema de pertinéncia num aberto S do R™ tem altura Q(log By(S)).

Teorema 7 (Steele e Yao ’82, [14]). Se T é uma drvore de decisao algébrica de
ordem d para o problema de pertinéncia para um aberto S do R™, entao a altura

h de T satisfaz 3"3(hd,n) > Bo(S).

Agora, seja T uma arvore de computacgao de altura h e (vq,...,v;, w) uma
seqiiéncia de nos da raiz v; até uma folha w, com ¢ < h. Essa seqiiéncia define,
de acordo com as tabelas abaixo, um sistema polinomial. Para cada n6 de com-
putagdo (tabela 1) temos uma equagio algébrica e para cada n6 de ramificagao
(tabela 2) temos uma equagao (ou inequagao) que depende do resultado do teste
realizado no n6. No caso de um n6 de ramificagdo com rétulo do tipo y, = 0, se
o teste for falso entao a equagao correspondente é da forma y,z, — 1 = 0, onde z,

é uma variavel nova. Sejam vy, . ..,y,, para algum r = r(w), as variaveis criadas
nesse percurso e s = s(w) o namero de desigualdades no sistema polinomial,
r+s < t. Assolugoes (z1,...,%n,y1,.-.,Y-) € R™" desse sistema polinomial

definem um conjunto semialgébrico R,, C R™*". No sistema polinomial o grau de
qualquer polinémio é no maximo 2.
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operacao equacao
Yo < Yu T Yz | Yo =Yu + Yz
Yo <~ Yu — Yo | Yo = Yu — Y2
Yy <= Yu X Y2 Yo = Yu Yz
Yo <~ Yu ~ Y2 Yu = YulY-

Yo < /Yu Yu = Yo
TABLE 1. A operacio na coluna esquerda corresponde a equacio
na coluna direita.

rotulo | verdadeiro falso

Yy >0 Yy >0 —Yy =0
Yu > 0 Yy > O —Yv > 0
yv:o yvzo yvzu_lzo

TABLE 2. Ao teste do rotulo associa-se uma (in)equagao que de-
pende do resultado.

A projecao de R, nas n primeiras coordenadas é o conjunto S,, C R" for-
mado pelos pontos do R™ que terminam a computacao na folha w da arvore de
computagao T' e é semialgébrico (veja [1] se¢do 2.4). Além disso, a proje¢ao nao
aumenta o nimero de componentes conexas, ou seja, 3y(Sy) < So(Ry).

Usando a notacao

(3) R={zeR™ ¢(z)=0(1<i<Y), pj(z) >0(1<j<s)},
onde ¢;,p; € Rlxy,...,zy] paratodo 1 <i<lel<j<s, e

Ba(s,m) = max {Bo(R): R é definido em (3)},
onde d = max{2, grau(g;), grau(p;): 1 <i<lel < j<s},

(4)

temos que o nimero de componentes conexas de R, é no maximo [a(s(w),n +
r(w)).

Teorema 8 (Ben-Or '83, [2]). Se T, é uma drvore de computagdao algébrica de
altura he e Ty, uma drvore de decisao algébrica de ordem d > 2 e altura hy para
o problema de pertinéncia num conjunto S C R". Entao

60(5) < 2h062<h07 n + hc) & 60(5) < 3hDBd(hD7n>-

Esses resultados fornecem cotas que sao triviais caso S e o seu complemento
sejam de grande complexidade topologica mas conexos. O proximo passo é tentar
estabelecer relacoes que envolvem a altura das arvores com os niimeros de Betti de
dimensoes maiores que 0. Essa relacoes poderiam levar a resultados nao-triviais
para alguns problemas onde o conjunto alvo da pertinéncia, S C R", é conexo.
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Ezemplo 9 (k-iguais). Considere a seguinte pergunta: qual a altura minima de
uma arvore de decisao linear para decidir se na seqiiéncia x1, zo, ..., x, existem
dois elementos iguais? Essa pergunta é equivalente a decidir se todos os elemen-
tos da entrada sdo diferentes (exemplo 4). Portanto, segue imediatamente do
teorema 6 que a resposta para a pergunta é 2(logn!) = Q(nlogn).

E para decidir se existem k > 2 iguais? Nesse caso, dado o ponto (z1, xo, ..., x,)
R™ queremos decidir se esse ponto pertence ao arranjo

(5) An = {Hx}
dos (Z) subespacos lineares de dimensao n — k + 1 dados por
Hy = {(37173727 s Ty) ER" =1y, =0 = a:zk}

para todo conjunto de k indices A = {iy,42,...,ix} C{1,2,...,n}.
O leitor pode perceber que

A

sao conjuntos conexos.

Uma cota inferior nao trivial para o problema dos k-iguais foi dada por Bjorner,
Lovasz e Yao cuja abordagem vamos descrever. R

Considere R" a compatificacdo do R™ com w “no infinito” e tome S = SU{w},
onde S é um poliedro fechado.

Seja T uma arvore de decisao linear para S. Note que, para cada folha w, a
dimensao do poliedro convexo S, estd bem definida pois esse é aberto no seu
fecho afim. De fato, o fecho afim A, é dado pela interseccao dos hiperplanos
l,(x) =0, onde £, é um teste que resulta em igualdade no caminho da raiz até a
folha w em T'. Chamamos S,, de célula correspondente a folha w; se dim (S,,) = n
dizemos n-célula. Se essas células formam um CW-complexo no R" entdo

D (=D = 3 (57) =1 = (x(8) = 1) = =x(S) + 1+ (=1)"
welLr
e que
D (=1 = (8) ~ 1.
welLs
Um problema técnico dessa idéia é que as células nao necessariamente de-
finem um complexo celular regular. Isso pode ser contornado tomando o arranjo
A = {H,}uer, onde H, = {x € R": {,(x) = 0}, que particiona o R" em regides
poliedrais. O fecho das regides definidas pelos hiperplanos induzem uma decom-
posicao celular do R". Essa solucao leva ao seguinte resultado.

Teorema 10 (Bjorner, Lovasz e Yao '92, [3]). Seja S um poliedro fechado no R™.
Em qualquer drvore de decisao linear T para S

L] > |x(S) = 1] e |L*>|x(S) =1+ (=)™,
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e, portanto, tem altura Q(log |x(5)|).

Os autores em [3] destacam a possibilidade desse resultado ser estendido para
arvores de decisao algébrica. Essa extensdo foi dada por Yao [15]. No resultado
a seguir, as constantes foram dadas explicitamente.

Teorema 11 (Yao 92, [15]). Para qualquer semialgébrico compacto S C R™.

e A altura de uma drvore de decisao algébrica de ordem d para pertinéncia
em S € pelo menos

1 logy |x(9)| — can — cs,

onde ¢; = ¢;(d), para todo i.
o A altura de uma drvore de computac¢ao algébrica para pertinéncia em S €
pelo menos

calog, |X(S)| — esn — c.

A demonstracao desse resultado estd baseada num teorema de Hironaka a re-
speito de triangulagoes semialgébricas de subconjuntos semialgébricos limitados
do R™ e no fato demonstrado por Yao de x estar limitado por uma funcao ex-
ponencial em n e h (veja (9), pag. 16). A hipotese de S ser compacto pode ser
eliminada tomando-se a projecio estereogréfica inversa de S no R"*!, que con-
tinua sendo um semialgébrico; no caso de R definido na equagao (3) a imagem
estereografica inversa é definida por ¢+ 1 equacoes e s + 2 inequagoes de grau no
méximo d. Nao entraremos nos detalhes desse resultado.

Esses limitantes baseados em caracteristicas de Euler ainda podem dar re-
spostas triviais. No caso de My, , do exemplo 9 os nimeros de Betti foram
computados para varios valores de n e k por Bjorner e Welker em [6]. Por exem-
plo, paran=11e k=3

11

(Bi(Mirs)) = (1,18943, 1005812, 986870,0,0,0,0,0,0,0,0)
i=0
o que resulta em x(Mj;3) =0 e temos um cota trivial para o nimero de folhas.

Agora, se escrevemos V; para o espaco vetorial gerado pelas i-célulase 0; : V; —
Vi_1 para o homomorfismo bordo usual, entao

dim H;(R" \ S) < dim (ker 9;) < dim V; = namero de i-células.

Concluimos que o ntimero de folhas n&o é pelo menos » ., 5;(R™\ S). Essa idéia
foi comprovada pelo seguinte resultado devido a Bjorner e Lovasz.

Teorema 12 (Bjorner e Lovasz '94, [4]). Para qualquer poliedro fechado S C R™,
e para qualquer drvore de decisao linear T' para S

P2 BRU\S) e L= —14) B(R"\S).
=0 =0
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Como exemplo vamos considerar o problema dos 3-iguais. Enquanto que a cota
inferior baseada na caracteristica de Euler é trivial, a cota baseada na soma dos
nimeros de Betti nos da que qualquer arvore de decisao linear tem pelo menos
4.023.251 folhas, portanto altura pelo menos 13.

Um argumento baseado no teorema de dualidade de Alexander! em S™ = @,
fornece o seguinte resultado.

Corolario 13. Para qualquer poliedro fechado S C R", e para qualquer drvore
de decisao linear T para S

P =D B(S) e |LF = -1+ Bi(S).
i=0 1=0

Logo, a altura de T ¢ Q(log(D .-, Bi(9))).

Vamos descrever o ponto chave na demonstracao do teorema 12. Denotamos
por f*(n —4,T) o nimero de folhas nfo em 7T cuja célula correspondente tem
dimensdo n —i. Se T' é uma arvore com mais de um vértice e £(z) o teste feito
na raiz de 7' entao definimos

H™ ={z e R": {(z) > 0},
H™ ={zeR": {(x) <0},
H={re€R": {(zr) =0} =R"!

dl
al

e denotamos por T, T~ e T as subarvores cujas raizes sdo os filhos da raiz de
T e que testam pertinéncia em S para pontos em HT, H~ e H respectivamente.
Tomamos, para todo x em H \ S, a bola aberta O, de centro x e tal que
O, CR™\ S e definimos C' = |J O,, onde a unido é tomada sobre todo xz € H\ S.
Se At =(HT"\ S)UC e A~ = (H \ S)UC entao usando a seqiiéncia exata
longa de Mayer-Vietoris

S H(ATNATY S Hy(ANSH (A7) B Hi(ATUA) S Hi ((ATnNA) & o
donde tiramos
Bi(ATUAT) < Bi(AT) + Bi(A7) + Bia(AT N A7),

As equivaléncias homotoépicas abaixo, denotadas por ~, dadas pela projecao
ortogonal na direcao de H
(i) AAUA- = (HT\S)U(H-\SYUC =R"\ S,
(i) At~ H\ S,
(i) A=~ H \ S,
(iv) AANA-=C~H\S,

! Para a esfera o enunciado é¢: H" "1(A) = H;(S™\A) para todo fechado triangulavel
AcCcS"etodoi, 1<i<n—2.
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nos da a desigualdade
Bi(R™\ S) < Bi(HT\ S) + Bi(H™\ S) + Bia(H\ S)
que juntamente com um argumento indutivo e
fAn—=i,T)= ffn—i,T) + f*(n—4,T7) + f*(n —4,T°)
> Bi(H\S)+ Bi(H \S)+Bia(H\ 9),
mostra que
frn—1i,T) = Bi(R"\ 5).
O

Novamente, Yao estendeu esse resultado para semialgébricos. A principal difi-

culdade técnica foi a nao-subaditividade dos niimeros de Betti. Nao é dificil ver

que 1, por exemplo, nao é subaditivo: considere S um buqué de trés esferas de di-
mensao um no plano com um ponto z em comum. Agora tome S = (S\{z})uU{z}.

Ainda, £,(S) =3, 51(S\ {z}) =0e Bi1({z}) = 0 (figura 4).

SRS

FIGURE 4. Buqué de trés esferas como uniao de dois subconjuntos
com [3; trivial.

Para ver como o problema da nao-subaditividade dos nimeros de Betti foi
contornado vamos dar 3/ul\gumas definicoes. As propriedades topoldgicas dizem
respeito a topologia do R”.

Definimos, para cada i € N, o nimero 8/(S) = BI(S, ,05), a dimensdo do
grupo de homologia H;(S,65) do fecho de S, denotado por S, relativo & fronteira
§S = S\ S Dizemos que S & semifechado se for a diferenca de dois fechados.
Observamos que nesse caso 05 é fechado.

Assim, temos o seguinte resultado para os niimeros de Betti relativo: Se @ é

um subconjunto semialgébrico e semifechado do R» \{w}, ¢ € Rlzy,...,z,] e
A={x€@Q:q(xr) <0} e B=Q— A, entdo
(6) Bi(Q) < Bi(A) + Bi(B).

Um esboco da prova é como segue. As inclusdes 6Q € AUJQ C @ induzem a
seqiiéncia exata longa

B H(AU6Q,0Q) — Hi(Q,0Q) — Hi(Q, AUsQ) % - -
e, portanto

(7) Bi(Q,0Q) < Bi(AUQ,0Q) + BI(Q, AU Q).
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Agora, seja V U W um complexo simplicial que define uma triangulacao de
AU6Q, com V e W sub-complexos que triangulam os fechados A e §.X respec-
tivamente. De g;(W,V NW) = 5;(V UW,V) (Teorema da Excisdo) temos a
equagao (6).

Com esse resultado, Yao provou o seguinte.

Teorema 14 (Yao ’94, [16]). Se S € um subconjunto do H/@\{w} semialgébrico e
semifechado, e L® o conjunto das folhas stm de uma drvore de decisao algébrica
de ordem d para testar pertinéncia em S, entao

(8) Bi(S) < ) Bi(Su)-
weLs
Esbo¢o da prova. Dados uma arvore T para S e chamando de p o polinémio que
é testado na raiz de T', definimos os conjuntos
ST ={zxeS:p(x) <0}
SO ={zeS:px)=0}
St ={zeS:px)>0}.
Aplicando a desigualdade (7) para A = ST US% e B = S\ A e depois para
A=S"US"e B= S temos
Bi(S) < Bi(STUSY) + Bi(ST) < Bi(S7) + Bi(S°) + Bi(ST).
Por indugao temos (8). O

Daqui por diante a situacao é como nos outros casos: a propriedade subaditiva
acima com um limitante §)(h,n) para ) . 5;(S,) para toda folha w, resulta em

D BUS) <D BIS,) < |L8|B(h,n),

120 120 wels

e que novamente nos levara a uma cota do tipo Q (log ) . 8/(S) — n) para a altura
de qualquer arvore de decisao algébrica de ordem d, para d fixo, que decide
pertinéncia num compacto S C R™ (veja (10), pag. 16).

4. COMPUTANDO OS NUMEROS DE BETTI

No que segue, como é usual, denotamos por B, a dimensao do i-ésimo grupo
de homologia reduzido H(-,Z).

Para as aplicacoes, as cotas topoldgicas da secao anterior dependem de boas es-
timativas para os nimeros de Betti dos espacos envolvidos. Os ntimeros de Betti
podem ser computado explicitamente sempre que uma decomposicao celular apro-
priada de S pode ser construida eficientemente, pois dim (H;(.S)) < dim (C;(S)),
onde C; é o complexo das cadeias de dimensao i. Se houverem n; células de dimen-
sao i entao 3;(S) < m;. Ainda, ha as ferramentas do dia-a-dia como, por exemplo,
seqiiéncia exata do par, seqiiéncia de Mayer-Vietoris e seqiiéncias espectrais.
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Nessa se¢ao, daremos limitantes para os conjuntos semialgébricos e mostraremos
algumas taticas combinatorias para computar os nimeros de Betti de arranjos de
subespacos.

4.1. Semialgébricos. Limitantes para os nimeros de Betti de semialgébricos sao
conhecidos desde os resultados pioneiros de Oleinik, Petrovsky, Milnor e Thom.

Steele e Yao usaram nas aplicagoes do teorema 7 o seguinte limitante de [12]:
sejam py, pa, ... pr € Rlwy, 29, ..., 2,], se V édefinido por p; > 0,p2 = 0,...,pp >
0 e a soma dos graus é d entao

> (V) %d+2)(d+ 1"t
120
e deduziram que a altura de qualquer arvore de decisao algébrica de ordem d fixa
que decide pertinéncia em S é Q(log 5y(.9)).
Outro limitante de [12| é: para todo V' definido por um namero finito de
equagoes polinomiais com cada polinomio de grau no méaximo d

> Bi(V) <d2d—1)"

120

Como um conjunto semialgébrico da forma (3) é a projecdo de um conjunto
algébrico em uma dimensao maior, Ben-Or usou o limitante acima e enunciou o
seguinte.

Teorema 15 (Oleinik e Petrovsky '62, Milnor ’64, Thom ’65). Para todo con-
gunto semialgébrico R dado por { equacgoes e s inequacoes polinomiais com cada
polindomio de grau no mdximo d

> Bi(R) < d(2d —1)"

120

O limitante na soma dos ntimeros de Betti é, obviamente, um limitante para
o nimero de componentes conexos. A conclusao de Ben-Or foi que toda arvore
de decisao algébrica de ordem d > 2 fixa e toda arvore de computacao algébrica
para S tem altura €2 (logGy(S) —n) e > 0,38log N — 0,61n, respectivamente,
onde N = max{5y(S), Bo(R™\ 5)}.

Do teorema 15, Yao derivou ([15, 16])

9) |x<A>| < d(2d - 1)t
(10) Y BIR) < (2d+ 1)
>0

Em [1] sdo dadas varias estimativas recentes, por exemplo, Basu e outros lim-
itaram conjuntos definidos por S; = {z € R": p;(x) > 0}, para 1 < j < s.
Se S é a unido dos S; entdo £;(S) < sO(d)™; se S é a interseccao dos S;
entao 3;(S) < s"'O(d)". Além disso, sao conhecidos algoritmos que calculam
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nimero de Betti e caracteristica de Euler de semialgébricos, por exemplo, com-
puta 3,(U;S;), com i € [n], usando O(n‘t2) operagdes algébricas.

4.2. Conjuntos parcialmente ordenados e complexos simpliciais. A um
conjunto (finito) parcialmente ordenado P associamos um complexo simplicial
abstrato chamado complexo da ordem P denotado A(P). Este é um complexo
simplicial cujos vértices sao os elementos de P e os simplexos sao as cadeias
To < x1 < --- <z em P. Denotamos por Po conjunto parcialmente ordenado
obtido a partir de P adicionando um minimo 0 e um maximo 1. Como & usual,
denotamos por p(x,y) a fun¢ao de Mdbius no intervalo (z,y) de um conjunto
parcialmente ordenado.

Um teorema famoso devido a Hall (veja [13]) estabelece que que ,uﬁ(/(i

~.

| =

Co — €1 + ¢y — -+ onde ¢; é o numero de cadeias 0 = To < 11 < -0 < Ty T,
portanto
(11) 1p(0,1) = x(A(P)) — 1 = X(A(P)).

Sejam 11 < o < - < T, =x ey =1y <Y < --- <y cadeias saturadas

em P (isto &, y;41 cobre y; e x;41 cobre x;) tal que z; é minimal e y; é maximal
e x <y em P. Para o complexo da ordem A(z,y) definido pelo intervalo aberto
(,y) ={z€ P:x <z <y} temos

(12) pla,y) = XA, y) =Y (=1)'Bi(Ax, ).
(2
Adiante, quando nos referimos a propriedades topologicas de P estamos, de
fato, referindo-nos a propriedades do complexo da ordem de P. Ademais, do
ponto de vista de notacao, nao faremos distingao entre complexo simplicial ab-
strato (sistema de conjuntos fechado por tomar subconjuntos) e o espago topologico
(realizacao geométrica do complexo) associado.

4.3. Descascabilidade. Seja A um complexo simplicial (abstrato), chamamos
seus elementos de faces e de facetas suas faces maximais (por inclusao).

Para conjuntos A C B definimos [A,B] = {C: A C C C B} e B = [0, B
(portanto, um simplexo abstrato).

Dizemos que A é descascdvel se existe uma ordenacao oq, 09, ..., oy das
facetas tal que para todo 1 <7 < N existe v; C o; tal que

(13) G\ ([ETUGR U UGi) = [y,01].

Uma vantagem da descascabilidade é, por exemplo, é a seguinte descricao ho-
motopica de um complexo descascavel.

Teorema 16 (Bjorner e Wachs '92, [5]). Um complexo simplicial A descascdvel
tem o tipo homotdpico de um buqué de esferas com ny, esferas de dimensao k > 1,
onde ny € o numero de facetas o; de dimensao k — 1 tais que v; = o;.
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| oY <

(a) (b) (c)

FIGURE 5. Exemplos de complexos simpliciais: (a) é descascavel,
(b) é descascavel, e (c) nao é descascavel.

Ezemplo 17 (Uma idéia para demonstragao). Considere o complexo simplicial A
definido pelo uniao dos simplexos maximais &;, onde

o1 ={a,c},00 = {a,b},03 ={b,c},00 ={c,d}, 05 = {d,e},06 = {e, f}, o0 = {f,d}.

E apenas um pouco trabalhoso verificar que essa seqiiéncia é um descascamento

FIGURE 6. A e A’. Os nimeros rotulando as arestas indicam a
ordem que define um descascamento.

de A com v = {0}, = {b}, 13 = {b,c},va = {d}, 5 = {e},v6 = {f}. 77 =
{d, [}
Facamos A’ = A\ {o;: v; = 0;}, ou seja, removemos de A as facetas o3 e o7 que
tém ~; = 0; em (13). Na figura 6 representamos os dois complexos simpliciais.
Notemos que as facetas que restaram em A’ com a ordem induzida é um descas-
camento com 0s mesmos ;’s, ou seja, a seguinte ordenacao das facetas de A’
satisfaz (13)

(01,09,03,04,05) = (01,02,04,05,06) € (71,7 V3 Y V5) = (V1. 72,74, V5, V6)-

Vejamos que A’ é contraivel. De fato, se A} = U0} é 0 subcomplexo dados
pelas arestas da figura 6 com rotulo menor ou igual a k, entdo o}, contém o vértice
7. que nao estd em nenhuma outra aresta de Aj. A remogao de 7, junto com as
faces que o contém transforma Aj em Aj_,, ou seja, A} e A} _, sdao equivalentes
homotopicamente. Resta-nos notar que A} = o/ & um l-simplexo, portanto
contraivel. L

Para recuperar A colamos os simplexos a3 = {b,c} e 57 = {d, f} em A’ pelas
suas fronteiras a; \ oy, ou seja {b}, {c} e {d},{f} respectivamente.

Agora, quando A’ é deformando num ponto, os simplexos colados deformam-
se numa esfera. Essas idéias, generalizadas e formalizadas, demonstram o teo-
rema 16 acima.
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FIGURE 7. Buqué de esferas resultante de descascamento.

A definicao de descascabilidade estende-se naturalmente para conjuntos par-
cialmente ordenados. Uma maneira de estabelecer que um conjunto parcialmente
ordenado P é descascavel é a seguinte: rotulamos cada aresta do diagrama de
Hasse de P com elementos de um conjunto ordenado de modo que todo intervalo
[z, y]

(1) contém uma tnica cadeia maximal m* com rotulos em ordem crescente,
(2) qualquer outra cadeia maximal do intervalo tem a seqiiéncia de rotulos
lexicograficamente maior que m*.

Agora, se P é uma ordem parcial lexicograficamente descascavel entao 0_com-
plexo simplicial A(P \ {0,1}) é descascavel e, além disso, Br_o(A(P \ {0,1}))

¢ dado em funcao do nimero de cadeias maximais 0 = zg,x;,..., 2, = 1 de
comprimento k e tais que
(14) rotulo(xgxy) £ rotulo(zas) £ -+ - £ rotulo(zg_1xy).

Teorema 18 (Bjorner e Wachs 92, [5]). Se P é uma ordem parcial com 0 e 1 lexi-
cograficamente descascdvel entio o complezo simplicial A(P\{0,1}) ¢ descascdvel.
Além disso, para qualquer rotulacao como acima ﬁk,g(A(P)) = 7" onden € o
nimero de cadeias da forma (14).

Ezemplo 19 (I, x ¢ descascavel). Considere o conjunto onde cada elemento ¢ uma
parti¢do de [n] = {1,2,...,n} cujas partes tém tamanho em {1,k , k+1,... ,n}.
Ordenamos parcialmente esse conjunto por refinamento das partes, isto é, 7 < o
em II,; se todo bloco de 7 estd contido em um bloco de 0. Por exemplo, se
n =8, m = 123|45|67|8, 0 = 123|458|67 e 7 = 146|257|38 entdo 7 < 0 e o e T 840
incomparaveis (figura 8).

Bjorner e Wachs [5] mostraram que rotulando as arestas do diagrama de Hasse
dessa ordem parcial com elementos de 1 <2 < ---<n <1<2<---<nda
forma descrita a seguir estabelece que II,, ;, é lexicograficamente descascével. Para
m < o, (i) se uma nova parte B é criada em o a partir de partes unitarias de 7
entdo o rotulo da aresta (m,0) é max(B), (i) se uma parte ndo-unitaria é unida
com uma parte unitaria a entao o rotulo da aresta (7, o) é a, e (iii) se duas partes
A e B nao-unitarias sdo unidas entao o rotulo da aresta (7, o) é max(AU B).

Dessa foram podemos computar 5; = (;(A(Il,x)) contando as cadeias maxi-
mais da ordem parcial que satisfazem (14). Essa estratégia foi adotada em [5]
onde calculou-se

Bi£0ei=n—3—tk-2),
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1234

1234 1243 13|24 12|34 14/23 134|2 234[1

12[3]4 13214 14]2|3 23[1)14  24|1|3  34[1]2

1/2|3]4
FIGURE 8. Diagrama de Hasse de 114 .

1234

1234 124|3 134]2 234)1

1/2/3/4

FIGURE 9. Diagrama de Hasse de Il 5. A cadeia mais a esquerda
tem rotulos em ordem crescente (de baixo pra cima) e todas as
outras sao lexicograficamente maior pois comecam com 4.

para algum ¢, 1 <t < [n/k],

t—1 . .
3 n—jk—1—14;\,. Py
(15) 6n—3—t(k—2) = (t - 1)' g H ( j]{; q ]) (] + 1) 1Y
J=0

onde a soma é sobre toda seqiiéncia 0 < i < i1 < ... < iy, =n — tk.

Seja m uma cadeia maximal que satisfaz (14). Uma cadeia dessa pode ser
descrita em duas fases. O primeiro segmento de m tem que ter rotulos sem barra
e 0 segmento final rétulos com barra.

Na primeira fase, cada passo ou cria uma parte de tamanho k, que chamamos
de k-bloco, ou une um (> k)-bloco com um 1-bloco. Seja t o niimero de partes
no final da primeira fase.

A criagdo de um k-bloco diminui em £ — 1 o nimero de partes e os outros
passos diminui em um o niimero de partes da particao. Portanto, o comprimento
demén—1—tk—2).

Se ;41 — t; blocos unitérios, 0 < j < ¢t — 2, sao unidos entre as criagoes dos
(7 + 1)-ésimo e (j + 2)-ésimo k-blocos da cadeia, e 7, — 7,1 blocos unitarios sao
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unidos ap6s o t-ésimo k-bloco, o niimero de segmentos iniciais possiveis é

t—1 . :
H (n ]:_ 11 2]) (j 4 1)i+170,

7=0

pois a criacdo do (j + 1)-ésimo k-bloco é a partir do maximo dos 1-blocos
disponiveis com & — 1 outros quaisquer dos n — jk — i; — 1 disponiveis, seguido
da uniao em ordem decrescente dos i;;1 — i; maiores 1-bloco disponiveis com um
dos 7 + 1 blocos nao unitarios disponiveis.

Para a segunda fase, consideramos os blocos By, Bs, ..., B; em ordem crescente
de seus elementos maximos. Para respeitar (14), devemos unir B; com algum dos
t — 1 blocos restantes, seguido da uniao do bloco resultante com algum dos t — 2
restantes, e assim por diante. Isso pode ser feito de (t — 1)! maneiras.

4.4. Uma cota combinatéria para arranjos de subespacgos. Um arranjo
A={K, K,,...,K,} é uma familia finita de subconjuntos proprios nao-vazios
do R™. Assumimos que para todos i,j € {1,2,...,m}, com ¢ # j, temos que
K, ¢ K;. Para um tal arranjo A definimos

Va=JK: e My=R"\Va
=1

Pomos XA/A a compatificacao usual de V4 com w “no infinito”.

Para um arranjo A definimos o semirreticulado das intersecgoes de A, denotado
por L4, como o conjunto parcialmente ordenado das interseccoes nao-vazias de
elementos de A ordenados por inclusdo reversa, isto é, em (L4, <) temos A < B
se e sO se B C A. Note que L4 é um A-semirreticulado, com o menor elemento
0 = R" Se N; K; # 0 entdo L4 ¢ um reticulado com maior elemento 1=
), Ki. Seguindo o exemplo 2 da pagina 5, tome o arranjo de hiperplanos Ay =
{H1, Hy, H3}. O reticulado das intersec¢oes L4, do arranjo Ay é mostrado na
figura 10.

i=MN,H ={0,0,2): z € R}

o)

Il

=
3

FIGURE 10. Diagrama de Hasse do reticulado L 4,

Um belo resultado que conecta alguns dos conceitos vistos é o seguinte. Se
r = K; N---NK;, é um elemento de L4 entdo definimos dim (x) = dim agm (/;; N
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N Kj;). Goresky e MacPherson [10] provaram o seguinte resultado usando
Teoria de Morse (veja [17] para uma prova usando conceitos mais elementares).

Teorema 20 (Goresky, MacPherson 78, [10]). Seja A um arranjo de subespagos
afins no R™. Entao

.A) = @ andim(:r)f2fi(A<O7'r))-
x>6
zEL 4
A vantagem de se expressar os nimeros de Betti de XA/A e M4 em termos dos
numeros de Betti de conjuntos parcialmente ordenados é que esses invariantes
topologicos no primeiro caso sao, em geral, dificeis de calcular, mas no segundo
caso podemos usar a bem estabelecida teoria das fun¢oes de Mobius (veja [13]).

Corolario 21 (Bjorner, Lovasz '94, [4]). Se A é um arranjo de subespagos afins
no R" entao

(1) B@(‘?A) ﬁn = 1 M_A Z Bz dim () (O .T)) €

(i) X(Va) = 1= (=1)" " (x(Ma) = 1) = Z (~)I A, 2)).

A prova de (i) ¢ imediata do teorema de dualidade de Alexander (veja nota de
rodapé na pag. 13) e da formula de Goresky e MacPherson.

A primeira igualdade de (ii) segue da defini¢ao de caracteristica de Euler e do
teorema de dualidade de Alexander:

(Vi) = 1= 3 (=10Bi(Va) = (=15 (M) = (=1)" (x(May) = ).

A segunda igualdade segue tomando a soma alternada em 7 na igualdade

Bl VA Z Bz dim () ( ))

>0
€L g

Terminamos esta secao com o seguinte resultado, com cotas inferiores combi-
natorias para o problema de pertinéncia.

Teorema 22 (Bjorner e Lovasz 94, [4]). Se A é um arranjo de subespagos lineares
no R™ e T uma drvore de decisao linear que testa pertinéncia em A, entao

1L = e 0, D] e [L¥ = [ur, (0, 1]
Basta tomar os corolarios 13 e 21(i) juntos com a equacao (12).

Ezemplo 23 (Estimativa para i, x(0,1)). Consideremos o conjunto parcialmente
ordenado II,; do exemplo 19. Convencionamos que i, = p,,. Conven-

cionamos também que p(n) = un,k(ﬁ,/l\), e que f, (o, m) = 0 se algum de o
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ou 7 nio pertence a I, ;. E conveniente estendermos a defini¢do de y;(n) para
quando 1 < n < k pondo pux(1) =1 e pp(2) = pup(3) = -+ = up(k — 1) = 0.

A partir de uma recorréncia para i, ; e usando técnicas de fungoes geradoras
Bjorner, Lovasz e Yao mostraram que

n

exp (ZM(”)%) =1+ z_: %

n=>1 n=1

Agora, se aq, g, ..., ap_1 sa0 as raizes complexas de 1 + ZZ: x™/n!, entdo
k—1

(16) prp(n) = —(n—1)! Za;”.
=1

De fato, vamos definir as funcoes geradoras exponenciais

k-1
" "
Fy(z) = Zuk(n)g e prlz) =) T
n>1 i=0
e considere S(n,7) o numero de parti¢des do conjunto {1,2,...,n} em j partes

de tamanho no maximo k.
E fato conhecido que

Aot 1 :
Zsk(n,])a = ﬁ(pk@) - 1)
n=1
De um resultado de Crapo ([13], pag. 159, ex. 30) temos

p(n) =Y (=17 — 1)1Sk(n, j).
j=1
Substituindo em Fj(z) temos que F(x) = In pg(x).
Agora, se a;, 1 < i < k— 1, sdo as raizes (distintas) de pg(z) entdo py(x) =

[L(1—z/a,) e
Fi() zgln (1-%) - —Z%ga"

v n>1 i=1

A comparagao dos coeficientes de =" resulta na equacao (16).

Observamos que no caso k = 3 temos pp(z) = 1 + z + 2%/2, que tem raizes
ry = —1+iery = —1—i. Portanto, uz(n) = —(n—1)1((=1+7) "+ (—-1—0)™) =
—(n—D(=1—=12)7"(@™ + 1). Assim, pz(n) = 0 se n = 2 mod 4. Para nossas
cotas gostariamos que py(n) fosse grande mas, como acabamos de ver, isso nem
sempre é verdade.

Entretanto, ug(n) é grande o suficiente em média. Para quaisquer n, k com
2<k<nexistemtalquen—k+2<m<ne

(17) [(m)] > (m — DIk — 1)
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Isso porque podemos supor que |ag] < k — 1 e se escrevemos

k-1 k-2
a(@) = [Je—a) =D b
i=2 j=0
entao
4 1/j k—2 k—1
Hi (n - ]) ) —n+j —n —n+k—1
q — = - bja; = —q()o;" =« )
(@5=5)") -5z "
portanto, existe um j para o qual
/’Lk(n - .7) 1 —n—+k—1
i >
=1l k=1

Por inducdo, podemos provar b; = (k—1)la;” " (pr(a1) —pjy1(q)) e isso implica
que |bj| < (k —1)*7|a;|~!. Conseqiientemente,

|u(n = 5)| > (n—j = DIk — )7L

Esse limitante pode ser combinado com um argumento de monotonicidade do
numero de folhas em funcao da dimensao do espaco ambiente.

Defina ¢3(n, k) (resp., *(n,k)) como o nimero minimo de folhas sim (resp.,
ndo) em qualquer arvore de decisao linear para o problema dos k-iguais no R".
Ambas as fungoes *(n, k) e £3(n, k) sdo monotonas em n. De fato, tome m < n.
Toda arvore de decisao linear 1" para n elementos pode ser usada para obtermos
uma arvore de decisao linear para m elementos, adicionando-se a uma entrada de
m elementos, n — m novos elementos x, 2%, ..., 2" ™, com x > 1 suficientemente
grande.

Vamos ver se a arvore de decisao linear responde certo o problema dos k-
iguais dentre m elementos. Se a resposta dada para uma certa entrada foi n3o,
claramente a resposta estd certa. No caso da resposta sim, se os coeficientes
dos novos elementos forem zero nos testes da raiz até a folha, entao a decisao
foi tomada sobre os elementos velhos da entrada e, portanto, a arvore respondeu
certo. Caso contrario, o sinal da funcgao é trivialmente determinada devido a
escolha do novos elementos e, portanto, a resposta também foi dada sobre decisoes
baseadas nos elementos velhos da entrada.

5. ALGUNS EXEMPLOS

Inclusao de conjuntos. Dados A = {z1,29,...,2,} ¢ B = {y1,y2, ..., Yn}
decidir se A C B.

Uma arvore de computacao que decide corretamente, também decidira o caso
particular de B = {1,2,...,n}; nesse caso

S = {(:L’l,a:Q,...,xn) eR": {z,29,...,2,} C {1,2,...,n}}
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tem n™ componentes conexas, portanto, qualquer arvore de computacao (ou de
decisdo com ordem fixa) tem altura Q(nlogn).

Problema da mochila. Vimos no exemplo 5 que o problema da mochila é
equivalente a decidir pertinéncia em um conjunto S C R" tal que niimero de

componentes conexas de R™\ S é 2(’5)+1, portanto, qualquer arvore de computagao
(ou de decisao com ordem fixa) tem altura Q(n?).

Conjuntos disjuntos. Dados A = {x1,x9,...,x,} ¢ B = {y1,Y2,...,Yn} de-
cidir se AN B = 0.
Nesse caso

S = {(xl,xg,...,xn,yl,yQ,...,yn): H(I‘Z—yj) #0}

4,J

tem (n!)? componentes conexas, portanto, qualquer arvore de computagao (ou de
decisao com ordem fixa) algébrica tem altura Q(nlogn).
Para o niimero de componentes de S definimos

Sma = {(:L‘l, ey Ty Y, e ,yn) € R Tr(1) < Yo(1) < Tr@2) < Yo2) < - < l‘ﬂ(n)}

onde 7 e o sdo permutagoes, e temos | J__ Sr, € S. Definimos a fungao continua
fij(@1, . T, Y1, Yn) = T —y; e notamos que se z € Sy, », € W € Sy, 5, €ntao
para qualquer caminho que ligue z a w devem existir coordenadas k e £ e um
ponto = do caminho tal que fi,(z) = 0. Logo = ¢ S e podemos concluir que

50(8) 2 By (Uy g S ) = (1)

Resultante. Dados x1, 22, ..., %0, Y1,Y2, - ., Yn, COMputar H”(SL’@ — ;).
Qualquer algoritmo para computar esse produto com mais um teste para “=# 07”

torna-se um algoritmo para conjuntos disjuntos. Portanto, qualquer arvore de

computagao (ou de decisdo com ordem fixa) algébrica tem altura 2(nlogn).

Fecho convexo. Dados os pontos no plano pi,ps,...,p, € R? devolver a lista
ordenada no sentido anti-hordrio dos pontos que sao os vértices do fecho convero
dos n pontos, denotada por FC(py, ..., pn).

Um algoritmo para fecho convexo resolve o problema ordenacao: dados os
niimeros reais 1, Ts,...,Z, forme os pontos p; = (z;,7;?) para todo i € [n].
Esses pontos estdo na parabola y = 22 e, claramente, todos sdo vértices em
FC(p1,...,pn). O menor x; pode ser computado com O(n) comparagoes e, a par-
tir desse ponto, os vértices do fecho no sentido anti-horario é uma ordenacao
das abscissas. Portanto, qualquer arvore para fecho convero deve ter altura

Q(nlogn).
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k-iguais. Dadosn nimeros reais xy, ..., T, € um inteiro k = 2 decidir se existem
k deles iguais.

O reticulado das intersecgoes de A, (veja equacdo (5)), para 2 < k < n, ¢é
isomorfo ao reticulado II,, ;, do exemplo 19. Se, sob esse isomorfismo, um elemento
x € Ly, , corresponde a uma parti¢do em II,, , com j blocos, entao dim (z) = j.

Com os resultados que temos até agora podemos por o seguinte.

Corolario 24. Se T ¢ uma drvore de decisao linear para o problema dos k-iguais
entao

(i) [Z2], [L7] = [pn i (0, 1), e
(

Teorema 25 (Bjorner, Lovéasz '94, [4]). Toda drvore de decisao linear para o
problema dos k-iguais tem tamanho pelo menos max{(}), (n/3k)"}, e altura pelo
menos max{n — 1,nlogs(n/3k)}.

Esboco de prova. Seja T uma arvore de decisao linear para o problema dos k-
iguais que nao realiza testes desnecessarios.

Para todo subconjunto 1 < 73 < 15 < -+ < 4, < n de indices, considere a
entrada z;, = x;, = --- = x;, = 0 e as outras coordenadas nao-nulas e duas-a-
duas distintas. Para dois desses subconjuntos de indices distintos devemos ter
duas folhas sim diferentes, portanto, o nimero de folhas sim e conseqiientemente
o tamanho da arvore é pelo menos (Z)

Notemos que My, , nao pode conter um subespago afim de dimensao £ entao,
se considerarmos uma folha nio de 7', a célula correspondente nao contém um
subespaco afim k-dimensional, portanto, devemos ter pelo menos n — k + 1 nos
no caminho que leva a tal folha. Seja w o pai, em T, de uma folha ndo que
corresponde a uma n-célula. Alguma folha w’ descendente de w deve ter rotulo
sim, pois a arvore nao faz testes desnecessarios. Uma célula correspondente a
uma folha sim esta contida em Vy, ,, logo tem dimensao no maximo n — k + 1.
Assim, como no raiz—w caminho em 7" nenhum teste resulta em igualdade (pois
um filho de w tem dimensao n), no w—w’ caminho em 7" devem existir pelo menos
k — 1 testes resultando em igualdade. Esses testes mais os n — k testes até w
resulta em pelo menos n — 1 testes, isto é, a altura de T" é pelo menos n — 1.

Para k > n/3, os maximos do enunciado do teorema ocorrem em (Z) en—1e,
portanto, ele esta provado nesse caso. Vamos assumir k < n/3. Pela equagao (17),
escolhendo m comn > m > n — k + 2 temos

Cn, k) = (my k) = |pue(m)| = (m — DIk — 1)~
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Usando o fato de v! (k — 1) ser ndo-decrescente para v > k — 1, temos

Pk = n—k+1D) (k=13 > (n— k) k3 > (n ; ) jo— k=3

n—k n—k n n/2 n n/2
—n—l—kk,—S e -n _ [
() (@) ()

que, portanto, € um limitante inferior para o tamanho da arvore. O resultado na
altura segue tomando-se o logaritmo. U

O limitante obtido na demonstracao ¢ um pouco pior do que foi prometido no
enunciado do teorema. Usando cota do item (ii) do corolario 24 junto com os
nameros de Betti calculados por Bjorner e Welker, equacao (15) parat = [n/(2k)]
e ig=---=1;_1 = 0, resultam no limitante prometido.

Yao [15] mostrou as cotas Q(n log(2n/k)) e Q(nlog(n/(k—1))+(n—k)log(n/(n—
k+1))) sob arvore de computagio e arvore de decisdo algébricas de ordem fixa,
respectivamente, para o problema dos k-iguais.

k-divisibilidade. Dados n nimeros reais x1,...,xr, e um inteiro k > 2 decidir
se o numero de x;’s iquais a qualquer niumero real € divisivel por k.

Aqui, supomos que k divide n e assumimos que 2 < k < n/2. Denote por
D, o arranjo de todos os subespacos lineares B;, onde m é uma parti¢ao de
{1,2,...,n} em blocos de tamanho divisivel por k. Entao k-divisibilidade é
exatamente o problema de pertinéncia em Vp . O reticulado das intersecgoes
desse arranjo tem a seguinte descricao combinatoria:

I = {7 € II,: todos os blocos de 7 tém tamanho divisivel por k} U {0}.
Definimos o conjunto descendente de uma permutacao o € .S, por
{ien—-1]:0()>0c(i+1)}.

Stanley (veja [13, Prop. 4.3, pag. 353|) provou o seguinte resultado referente a
funciio de Mébius ) do reticulado TI{: |M£Lk) (0,1)| € o miimero de permutagies
de [n — 1] com conjunto descendente {k,2k,...,n — k}. Com esse resultado em
mao temos o seguinte

Lema 26 (Bjorner, Lovasz '94, [4]). Se t = n/k entao
(n—t)!(t —1)!

((k=D1YH
Proof. Particione {t,...,n — 1} em ¢ blocos Ay, As,..., A; de tamanho k — 1.
Considere a permutacao que comeca com os elementos de A; em ordem crescente,
seguido por qualquer elemento de {1,...,¢t — 1}; entdo chegam os elementos de

Ay em ordem crescente, seguido por qualquer outro elemento de {1,...,t—1}; e
assim por diante até terminarmos com os elementos de A; em ordem crescente.

1®)(0,1)] >

n
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Claramente essa permutacao tem o conjunto descendente certo. O nimero de
permutacoes dessa forma é

(n—t)(t—1)!
((k =1l

Imediatamente tiramos a seguinte conclusao.

Corolario 27. Se T € uma drvore de decisao linear para o problema da k-
divisibilidade, entao o nimero de folhas stm de T', bem como o nimero de folhas

ndo, € pelo menos
(n—t)!(t —1)!

((k=1)h

onde t = n/k.
Usando a igualdade de Stirling temos um resultado mais explicito.

Teorema 28 (Bjorner, Lovasz '94, [4]). Toda drvore de decisao linear para o
problema da k-divisibilidade tem tamanho pelo menos (n/(k + 4logk))"™ e altura
pelo menos nlogs(n/(k + 4logk)).

5.1. Algoritmos baseados em comparacgoes. Um fato interessante é que para
quase todos esses problemas existe um algoritmo simples baseado em comparacgoes
dos elementos da entrada com complexidade da mesma ordem que a cota inferior
dada pelas arvores de decisao.
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