
MÉTODOS (ALGÉBRICOS) TOPOLÓGICOS EMCOMPUTAÇ�OJAIR DONADELLI1. IntroduçãoEm Teoria da Computação bus
amos 
ompreender a di�
uldade de se resolverproblemas 
omputa
ionais e uma questão importante nessa bus
a é a de deter-minar 
otas inferiores para a 
omplexidade dos algoritmos que resolvem um dadoproblema, uma tarefa re
onhe
idamente difí
il nessa área de estudo.Cotas inferiores para a 
omplexidade de problemas 
omputa
ionais são resul-tados negativos no sentido de que enun
iam que o problema dado não pode serresolvido usando menos re
urso 
omputa
ional que o de determinado pela 
otainferior. Esse tipo de resultado, ou a prova da di�
uldade da solução de proble-mas, é um fo
o 
entral da dis
iplina e atualmente muitos problemas práti
os sãobaseados nesses resultados ou na hipótese deles serem verdadeiros, pois muito es-forço tem sido feito e pou
os resultados 
om relação a problemas relevantes foramobtidos. Notadamente, a Criptogra�a Moderna é fundamentalmente baseada nahipótese de existirem problemas difí
eis. Num outro sentido, 
otas inferiorespropor
ionam prova de otimalidade para algoritmos. Embora 
onheçamos umagrande variedade de problemas resolvidos por algoritmos e�
ientes, pou
o se sabesobre algoritmos que são ótimos 
om respeito a alguma medida de 
omplexidade.O estudo da demanda dos re
ursos 
omputa
ionais envolvidos na solução deproblemas 
omputa
ionais, ou uma prova de que não há solução, só é possívelporque modelos abstratos de 
omputação fazem o 
on
eito de 
omputação matem-ati
amente pre
iso. Tais modelos formais 
apturam os aspe
tos práti
os da 
om-putação e nos ajudam na 
ompreensão das di�
uldades inerentes de se resolverproblemas 
omputa
ionais.Dados um modelo abstrato e um problema, determinar uma 
ota inferior paraa 
omplexidade do problema é saber qual é o mínimo de re
ursos que qualquerdispositivo 
omputa
ional (algoritmo) nesse modelo pre
isa para resolver o prob-lema. Por exemplo, se soubermos provar que algum problema NP-
ompleto nãopode ser resolvido por uma Máquina de Turing de tempo polinomial, ou seja,o problema tem 
ota inferior superpolinomial nesse modelo, então P 6= NP; ouainda, se soubermos provar que algum problema NP-
ompleto não pode ser 
om-putado por 
ir
uitos booleanos (um modelo de 
omputação) de tamanho polino-mial (uma medida de 
omplexidade) então P 6= NP entretanto, atualmente, não sesabe mostrar um 
ota inferior superpolinomial para Máquina de Turing ou não1



2 JAIR DONADELLIlinear para o tamanho de 
ir
uitos. Notemos que en
ontrar a prova de uma 
otainferior é equivalente a dar uma propriedade da 
lasse de todos os algoritmos queresolvem o problema.Não entraremos em detalhes sobre as 
lasses P e NP e o problema P × NP,tampou
o entraremos em detalhes sobre máquinas de Turing, 
ir
uitos booleanose 
omo eles se rela
ionam, os interessados podem 
onsultar sobre esses temas em[?, ?, ?℄. A palavra algoritmo será usada no sentido que maioria de nós estamosa
ostumados, 
omo apare
em nos livros texto sobre algoritmos (veja um exemplono Algoritmo ?? abaixo) o que signi�
a, parti
ularmente, que é um dispositivode 
omputação equivalente à máquina de Turing,Antes de ini
iarmos a dis
ussão sobre a iteração entre topologia e 
omputação,ilustraremos alguns 
on
eitos ditos nos parágrafos anteriores 
om um resultado
lássi
o de 
ota inferior. Ademais, aproveitaremos esse exemplo para introduzir-mos alguma nomen
latura que será útil mais adiante. Usamos a notação
[n] = {1, 2, . . . , n}e denotamos por Sn o 
onjunto das permutações sobre [n].Exemplo 1 (Cota inferior para ordenação). O problema de ordenação baseadaem 
omparações pode ser formulado da seguinte maneira: dada uma seqüên
iade números inteiros a1, a2, . . . , an, que 
hamamos de entrada, determinar umapermutação π ∈ Sn tal que aπ(1) 6 aπ(2) 6 · · · 6 aπ(n).Uma solução é dada pelo algoritmo ordenação por inserção, des
rito a seguir.Dado sequên
ia de inteiros a1, . . . , an;Devolve π ∈ Sn tal que aπ(1) 6 · · · 6 aπ(n).Para i de 0 até n faça

π(i)← i; Para i de 2 até n faça
v ← π(i);
j ← i;Enquanto aπ(j−1) > av e j > 1 faça

π(j)← π(j − 1);
j ← j − 1;

π(j)← v;Devolva π.Na dis
ussão a seguir vamos nos ater em soluções obtidas quando a úni
ainformação a respeito da ordem relativa entre esses elementos são as que podemosdispor a partir das respostas para �ai < aj?�. Também, supomos que os elementosda entrada são distintos para simpli�
ar a dis
ussão.O 
omportamento desse algoritmo, bem 
omo de qualquer outro que resolva oproblema, 
om qualquer entrada de tamanho n pode ser representado por umaárvore binária. Uma árvore binária T é ou a árvore vazia, denotada ∅ por abuso
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es, ou é uma terna T = (r, E,D) em que r éum vérti
e 
hamado raiz de T , e E e D são árvores binárias disjuntas e que não
ontêm r, 
hamadas subarvore esquerda e subarvore direita, respe
tivamente. Araiz de E, dado que E 6= ∅, é 
hamada �lho esquerdo de r e a raiz de D, dadoque D 6= ∅, é 
hamada �lho direito de r. Nos 
asos (f, ∅, ∅) 
hamamos f de folha,e os vérti
es não-folha são ditos vérti
es internos.Nas árvores binárias que representam o 
omportamento dos algoritmos queresolvem o problema de ordenação de n itens, os vérti
es internos são rotulados
om uma 
omparação entre dois elementos da entrada e 
ada folha é rotulada
om uma permutação de Sn. A exe
ução do algoritmo 
orresponde a um per
ursonessa árvore. Esse per
urso 
omeça 
omeça na raiz da árvore onde a 
omparação
orrespondente a aquele vérti
e é feita, se a resposta ao teste é sim, então oper
urso 
ontinua na subarvore esquerda, senão na subarvore direita daquelevérti
e. A folha al
ançada no �nal do per
urso é a permutação desejada.Uma árvore para o algoritmo ?? e n = 3 e dada na �gura 1 abaixo.
altura raiz

(2, 1, 3)(1, 2, 3)

(2, 3, 1) (3, 2, 1)(3, 1, 2)(1, 3, 2)

a1 < a2

a1 < a3

a1 < a3

a2 < a3

a2 < a3 folhavérti
e interno
Figure 1. Árvore de 
omparações de altura 3 
orrespondente aoalgoritmo ?? para n = 3. Da árvore podemos deduzir que o algo-ritmo ?? ordena qualquer entrada 
om três elementos fazendo nomáximo três 
omparações.A altura da árvore binária T é o maior número de arestas entre a raiz de T euma folha de T .Generi
amente, todo algoritmo de ordenação baseado em 
omparações entreos elementos da entrada de�ne uma seqüên
ia de árvores de 
omparações Tn, emque n > 1 é o número de itens a serem ordenados. A altura da árvore Tn éum limitante superior para o número de 
omparações que o algoritmo efetua nopior 
aso nas instân
ias de tamanho n. Dessa forma, se 
onseguimos mostrar umlimitante inferior i(n) para a altura de qualquer sequên
ia Tn dessas árvores querepresentam o 
omportamento dos algoritmos de ordenação baseados em 
om-parações, então podemos 
on
luir que nenhum algoritmo de ordenação baseadoem 
omparações entre os elementos da entrada resolve o problema da ordenaçãorealizando menos que i(n) 
omparações.O número máximo de folhas em uma árvore de altura h é 2h e em Tn há n! folhaspois 
ada permutação deve o
orrer em alguma folha, ou seja, toda árvore tem



4 JAIR DONADELLIaltura pelo menos
log2(n!) =

n∑

k=1

log2 k >

n∑

k>n/2

log2 k >
n

2
log

n

2
.Isso signi�
a que qualquer algoritmo baseado em 
omparações para ordenar nitens ne
essariamente realiza da ordem de n log n 
omparações.Para �nalizar esse exemplo, observamos que o algoritmo ?? realiza um númerolinear em n de 
omparações quando a entrada está ordenada e um númeroquadráti
o quando a entrada está em ordem de
res
ente, e essa é a 
ara
terís-ti
a da entrada que 
ausa o pior desempenho desse algoritmo. Um algoritmode ordenação proposto por von Neumann em 1945 e atualmente 
onhe
ido 
omoordenação por inter
alação (mergesort) ordena n inteiros usando n⌊log2 n⌋+2n−

2⌊log2 n⌋+1 
omparações, ou seja, da ordem de n logn 
omparações no pior 
aso, éum algoritmo ótimo para o problema [?℄.Neste texto usaremos um modelo algébri
o de 
omputação representado poruma árvore binária. Nos modelos algébri
os as operações aritméti
as+,−,×,÷,√em R são operações bási
as e isso faz desses modelos, ditos não-realísti
os poralguns autores, dispositivos de 
omputação muito mais poderosos que os modelostradi
ionais, e.g. máquina de Turing, que operam sobre inteiros. Sabemos, porexemplo, que se se permite aritméti
a 
om pre
isão arbitrária então é possívelfatorar um inteiro em tempo linear [?℄. Sabemos também que existem problemas
NP-difí
eis que admitem algoritmos algébri
os de 
omplexidade polinomial [?℄.Ao que se refere a 
otas inferiores, apesar do que dissemos no parágrafo a
ima,as 
otas obtidas nos modelos mais poderosos apli
am-se também aos modelo maisfra
os (e realísti
os) de 
omputação, 
om a vantagem de termos a possibilidadede utilizarmos resultados de outras dis
iplinas tradi
ionais da matemáti
a, 
omoa Topologia e Geometria Algébri
as, para tentarmos derivar 
otas inferiores.A idéia 
entral da té
ni
a que apresentaremos a seguir é rela
ionar a 
omplexi-dade 
omputa
ional de de
idir pertinên
ia num 
onjunto S ⊂ Rn à 
omplexidadetopológi
a de S e, a partir disso, determinar 
otas inferiores para a 
omplexi-dade de problemas 
omputa
ionais. As primeiras estimativas de 
otas inferiorespara a altura de árvores que estabele
em ligações entre a 
omplexidade 
omputa-
ional para de
idir pertinên
ia em S e invariantes topológi
os de S dependem da
ontagem do número de 
omponentes 
onexas de S e do 
omplemento

S = R
n \ S.Esse método foi introduzido por Dobkin e Lipton [9℄ em 1979 para árvores 
omtestes lineares nos vérti
es, depois foi estendido para árvores 
om testes poli-nomiais por Steele e Yao [14℄ em 1982 e logo em seguida, em 1983, Ben-Or [2℄modi�
ou e estendeu esses resultados para árvores de 
omputação, nas quais épermitido operações aritméti
as nos vérti
es. Daí seguiram-se vários resultados
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em 
onexões entre 
omplexidade de algorit-mos e invariantes topológi
os. A seguir, apresentamos alguns desses resultados.Por simpli
idade, no que segue, usaremos 
omponente 
onexa para 
omponente
onexa por 
aminho. Os sub
onjuntos do Rn têm a topologia induzida pelatopologia usual no R
n. Como referên
ia para os 
on
eitos algoritmi
os e notaçãoassintóti
a (
omo Ω e O) sugerimos [7℄, para os 
on
eitos topológi
os sugerimos[11℄. 2. ÁrvoresDado S ⊆ Rn, 
hamamos de árvore de de
isão para S uma árvore enraizada
ujos nós internos têm 3 �lhos, as folhas são rotuladas 
om sim ou não e respon-dem 
orretamente a pergunta �x ∈ S?�. As arestas têm rótulos em {<,=, >} e osnós internos são rotulados 
om elementos de uma família F de funções de�nidasno Rn. O resultado da 
omparação de f(x) 
om 0, para f ∈ F , denotada por

f : 0 em que :∈ {<,=, >}, determina em qual dos três �lhos do nó 
orrente a
omputação prossegue até 
hegar num nó folha da árvore.Assim, uma árvore 
omputa uma função da seguinte forma: dado x ∈ Rn, de-pendendo do sinal de fv(x) no nó v a 
omputação segue pelo �lho 
orrespondentede v, 
omeçando da raiz da árvore até atingir uma folha onde temos o valor dafunção para x.Árvores de de
isão linear. Dados um poliedro S ⊆ Rn e x = (x1, x2, . . . , xn) ∈
Rn queremos de
idir se x ∈ S usando testes da família F das funções a�nsde�nidas no Rn. Uma árvore de de
isão linear é uma árvore de de
isão onde
ada nó interno v está asso
iado a uma função a�m ℓv(x) =

∑
i aixi + b.Exemplo 2 (Arranjo de hiperplanos). Como exemplo, 
onsidere os seguintes sub-
onjuntos do R3: H1 = {(x, y, z) : x = 0}; H2 = {(x, y, z) : x − y = 0}; H3 =

{(x, y, z) : x+y = 0}. Uma árvore de de
isão linear para S =
⋃3

i=1Hi é mostradana �gura 2 abaixo.
< simsim não simnão nãosimnãonãosimnão

ℓ1 : 0

ℓ3 : 0

ℓ3 : 0ℓ2 : 0

ℓ2 : 0

=

=< <

>

> >

< =

=

< >=>Figure 2. Exemplo de uma árvore de de
isão linear, onde
ℓ1(x, y, z) = x, ℓ2(x, y, z) = x− y e ℓ3(x, y, z) = x+ y.



6 JAIR DONADELLISe 
onseguimos mostrar um limitante inferior para a altura de qualquer umadessas árvores que modelam algoritmos que de
idem �x ∈ S?�, teremos um limi-tante inferior para o número de testes efetuados por qualquer algoritmo de de
isãobaseado em testes lineares. A parte interessante aqui é que a 
omplexidade doalgoritmo está, num 
erto sentido, amarrada 
om a 
omplexidade topológi
a de
S. No exemplo a
ima o 
omplemento R3 \S tem seis 
omponentes 
onexas o queimpli
a que toda árvore de de
isão linear deve ter pelo menos seis folhas não,pois o 
onjuntos de pontos que terminam a 
omputação numa determinada folhaé 
onexo.Assim, não é difí
il mostrar que a altura de qualquer árvore de de
isão linearasso
iada ao algoritmo A : Rn → {sim, não} que de
ide pertinên
ia em S é pelomenos propor
ional ao logaritmo da soma do número de 
omponentes 
onexas de
S mais o número de 
omponentes 
onexas de Rn \ S.Exemplo 3 (Elementos distintos). Se o problema é de
idir se (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rnnão tem duas 
oordenadas iguais, o número de 
omponentes 
onexas do 
onjuntode pontos que atingem alguma folha sim é n! (por quê?). Portanto a alturade qualquer árvore é Ω(log n!) = Ω(n log n). Um algoritmo para esse problemaque faz O(n logn) 
omparações entre elementos da entrada é: ordene usando
O(n logn) 
omparações e veri�que se posições 
onse
utivas são idênti
as usando
O(n) 
omparações.Árvores de de
isão algébri
a. Uma árvore de de
isão algébri
a de ordem dé uma árvore de de
isão onde 
ada nó interno v é rotulado 
om um polin�mionão-nulo pv ∈ R[x1, x2, . . . , xn] de grau no máximo d.Exemplo 4 (Elementos distintos). De
idir se os números reais x1, x2, . . . , xn sãotodos distintos é equivalente a de
idir pertinên
ia em(1) S =

{
(x1, x2, . . . , xn) ∈ R

n :
∏

16i<j6n

(
xi − xj

)
6= 0

}
.O número de 
omponentes 
onexas de S é pelo menos n!. De fato, se (a1, a2, . . . , an)são distintos entre si e x = (x1, x2, . . . , xn) e y = (y1, y2, . . . , yn) são duas per-mutações distintas dos ai's, então x e y estão em 
omponentes 
onexas distintas.Uma justi�
ativa é que para i, j tais que xi < xj e yi > yj qualquer 
aminho
ontínuo de x para y 
ontém um ponto z ∈ Rn onde zi = zj , logo z 6∈ S.Exemplo 5 (Problema da Mo
hila). Dado (x1, . . . , xn) ∈ R

n, de
idir se existe um
onjunto de índi
es I ⊆ {1, 2, . . . , n} tal que ∑i∈I xi = 1 é equivalente a de
idirpertinên
ia em(2) S =

{
(x1, x2, . . . , xn) ∈ R

n :
∏

I

(∑

i∈I

xi − 1

)
6= 0

}
.O número de 
omponentes 
onexas de Rn \ S é 2(

n

2)+1 (veja [8℄).
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om mais pre
isão adiante, de que qualquer sub
onjunto
S ⊆ Rn de�nido por m equações e h inequações polinomiais de grau no máximo
d, d > 2 �xo, ter O(dn+h) 
omponentes 
onexas mostra o seguinte. A altura dequalquer árvore de de
isão algébri
a de ordem d para A : Rn → {sim, não} quede
ide pertinên
ia em S é pelo menos propor
ional a log(β0(S) + β0(R

n \ S)) −
n, onde β0(X) é o número de 
omponentes 
onexas de X ⊆ Rn. Apli
ado aoexemplo 4 a
ima, esse resultado diz que qualquer árvore de de
isão algébri
a deordem �xa que de
ide o problema dos elementos distintos tem altura Ω(n log n).Árvores de 
omputação algébri
a. Com relação ao exemplo 4, 
abe obser-varmos que 
omputar o dis
riminante

∏

16i<j6n

(
xi − xj

)pode ser feito num algoritmo sem rami�
ações em tempo O(n log 2n), se 
ontamosas operações aritméti
as usadas pela Transformada Rápida de Fourier. Esse fatomais uma 
omparação 
om 0 forne
e um algoritmo para o problema dos elementosdistintos.A falta de um modelo indi
ando que mais que O(1) operações eram ne
essáriasmotivou Ben-Or em [2℄ a de�nir árvores de 
omputação algébri
a, um modeloque permite outro tipo de nó além dos nós de rami�
ação. A árvore tem nós de
omputação e que leva em 
onta os 
ustos das operações ×, ÷ e √ .Um nó de 
omputação v está asso
iado a uma operação e uma atribuição,denotada por ←, dentre
yv ← yu op yz, yv ←

√
yu, yv ← a op yzonde op ∈ {+,−,×,÷}, u e z ou são an
estrais de v na árvore, isto é, nós queapare
em no 
aminho da raiz até v, ou yu, yz ∈ {x1, x2, . . . , xn} (elementos daentrada) e a é uma 
onstante real. Obviamente, não permitimos divisão por zeroe raiz quadrada de número negativo. Um nó de 
omputação tem um úni
o �lho.Um nó de rami�
ação v está asso
iado a um teste yu > 0, ou yu > 0 ou yu = 0onde u é um an
estral de v ou yu ∈ {x1, x2, . . . , xn}. O nó v tem dois �lhos ea 
omputação segue pelo �lho da esquerda se o teste em v resultou verdadeiro,
aso 
ontrário, a 
omputação segue pelo �lho da direita. As folhas são rotuladas
om sim ou não.Dado (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, uma 
omputação 
omeça na raiz da árvore e em
ada nó realizamos ou a operação aritméti
a asso
iada ao nó e seguimos para o�lho, ou realizamos o teste asso
iado ao nó e prosseguimos para um dos �lhos dea
ordo o des
rito no parágrafo anterior. Quando atingimos uma folha temos aresposta 
orreta para um problema de pertinên
ia. Veja um exemplo de árvorede 
omputação na �gura 3 abaixo.
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y1 ← x1 − x2

nãosim
y3 ← y2 × y3

y4 ← y3 − 1

y4 = 0

não
y2 ← x1 + x2

y1 < 0

Figure 3. Árvore de 
omputação para x1
2 − x2

2 = 1.Como no 
aso da árvore de de
isão algébri
a, a altura de qualquer árvore de
omputação algébri
a que 
omputa A : Rn → {sim, não} é pelo menos propor-
ional a log(β0(S) + β0(R
n \ S)) − n. Apli
ado ao exemplo 4 esse resultadodiz que qualquer árvore de 
omputação algébri
a que 
omputa o dis
riminante∏

i<j(xi − xj) tem altura Ω(n log n).Notação. Se T é uma árvore de de
isão ou 
omputação para S, denotamos por
Sw o 
onjunto de pontos de Rn que em T terminam a 
omputação na folha w.No exemplo 2, se w é a folha do 
aminho (ℓ1, ℓ2, ℓ3,sim) então Sw é a semirretadada por (λ,−λ, 0) ∈ R3 para todo λ > 0; se w é a folha do 
aminho (ℓ1, ℓ3,sim)então Sw é a semirreta (λ,−λ, 0) para todo λ < 0; se w é a folha do 
aminho
(ℓ1, ℓ2, ℓ3,não) então Sw é o aberto de (x, y, 0) dado por x > |y|.De um modo geral, uma estratégia que asso
ia altura de árvore à 
omplexidadetopológi
a é que para S ⊆ R

n e T uma árvore de de
isão algébri
a de ordem de altura h para de
idir pertinên
ia em S, sejam Ls = Ls(T ) e Ln = Ln(T ) o
onjunto das folhas sim e não, respe
tivamente, de T . Dessa maneira, temos
S =

⋃

w∈Ls

Sw e R
n \ S =

⋃

w∈Ln

Sw.Agora, se α é uma �medida� subaditiva da 
omplexidade topológi
a de sub
on-juntos do R
n e se α(Sw) = O(exp(n+ h)), então

α(S) 6
∑

w∈Ls

α(Sw) 6 |Ls|O(exp(n + h)) 6 3hO(exp(n + h)),ou seja, h = Ω(logα(S)−n). Essa medida α pode ser, por exemplo, a 
ara
terís-ti
a de Euler χ(S) ou o número de 
omponentes 
onexas por 
aminho β0(S).A seguir, todos os espaços têm tipo homotópi
o de 
onjuntos semialgébri
os.Essa 
lasse de espaços 
oin
ide 
om a dos espaços que têm tipo homotópi
o de
omplexo simpli
ial �nito e, portanto, seus grupos de homologia singularHi(S) =
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Hi(S,Z) são abelianos �nitamente gerados 
uja dimensão, os números de Betti
βi(S), é �nita e não-nula para uma quantidade �nita de índi
es i (i > 0).3. Cotas inferiores topológi
asAs primeiras estimativas de 
otas inferiores para a altura de árvores de de
isãoque estabele
em ligações entre a 
omplexidade 
omputa
ional para de
idir pert-inên
ia em S e os invariantes topológi
os de S dependem da 
ontagem do númerode 
omponentes 
onexas de S e/ou do 
omplemento R

n \ S.Esse método foi introduzido por Dobkin e Lipton em 1979 para árvores dede
isão linear, depois foi estendido para árvores de de
isão algébri
a por Steelee Yao em 1982 e logo em seguida, em 1983, Ben-Or modi�
ou e estendeu essesresultados.Dada uma árvore de de
isão algébri
a T de ordem d e altura h para testarpertinên
ia em S formado pela união disjunta de abertos 
onexos {Oi}i∈I , seja
L ⊆ Ls o sub
onjunto das folhas sim de T tais que no 
aminho da raiz de T atéa folha apare
em somente desigualdades estritas. Assim, para w ∈ L vale que(d = 1) no 
aso de árvores de de
isão linear Sw é 
onvexo. Logo não pode serque ambos Sw ∩ Oi e Sw ∩ Oj sejam não-vazios para i 6= j. Portanto,

|I| 6 |L| 6 3h;(d > 1) 
ada Oi deve 
onter pelo menos uma 
omponente 
onexa de Sw, paraalguma folha w ∈ L. Isso nos diz que |I| 6 |L|β(dh, n) 6 3hβ(dh, n),onde β(m,n) é o número máximo de 
omponentes 
onexas num 
onjuntoda forma R
n \ p−1(0) para p polin�mio de grau m.Esses argumentos estabele
em os seguintes resultados pioneiros.Teorema 6 (Dobkin e Lipton '79, [9℄). Qualquer árvore de de
isão linear para oproblema de pertinên
ia num aberto S do Rn tem altura Ω(log β0(S)).Teorema 7 (Steele e Yao '82, [14℄). Se T é uma árvore de de
isão algébri
a deordem d para o problema de pertinên
ia para um aberto S do Rn, então a altura

h de T satisfaz 3hβ(hd, n) > β0(S).Agora, seja T uma árvore de 
omputação de altura h e (v1, . . . , vt, w) umaseqüên
ia de nós da raiz v1 até uma folha w, 
om t 6 h. Essa seqüên
ia de�ne,de a
ordo 
om as tabelas abaixo, um sistema polinomial. Para 
ada nó de 
om-putação (tabela 1) temos uma equação algébri
a e para 
ada nó de rami�
ação(tabela 2) temos uma equação (ou inequação) que depende do resultado do testerealizado no nó. No 
aso de um nó de rami�
ação 
om rótulo do tipo yv = 0, seo teste for falso então a equação 
orrespondente é da forma yvzu−1 = 0, onde zué uma variável nova. Sejam y1, . . . , yr, para algum r = r(w), as variáveis 
riadasnesse per
urso e s = s(w) o número de desigualdades no sistema polinomial,
r + s 6 t. As soluções (x1, . . . , xn, y1, . . . , yr) ∈ Rn+r desse sistema polinomialde�nem um 
onjunto semialgébri
o Rw ⊂ Rn+r. No sistema polinomial o grau dequalquer polin�mio é no máximo 2.



10 JAIR DONADELLIoperação equação
yv ← yu + yz yv = yu + yz
yv ← yu − yz yv = yu − yz
yv ← yu × yz yv = yuyz
yv ← yu ÷ yz yu = yuyz
yv ←

√
yu yu = y2vTable 1. À operação na 
oluna esquerda 
orresponde a equaçãona 
oluna direita.rótulo verdadeiro falso

yv > 0 yv > 0 −yv > 0
yv > 0 yv > 0 −yv > 0
yv = 0 yv = 0 yvzu − 1 = 0Table 2. Ao teste do rótulo asso
ia-se uma (in)equação que de-pende do resultado.A projeção de Rw nas n primeiras 
oordenadas é o 
onjunto Sw ⊂ Rn for-mado pelos pontos do Rn que terminam a 
omputação na folha w da árvore de
omputação T e é semialgébri
o (veja [1℄ seção 2.4). Além disso, a projeção nãoaumenta o número de 
omponentes 
onexas, ou seja, β0(Sw) 6 β0(Rw).Usando a notação(3) R =

{
x ∈ R

m : qi(x) = 0 (1 6 i 6 ℓ), pj(x) > 0 (1 6 j 6 s)
}
,onde qi, pj ∈ R[x1, . . . , xm] para todo 1 6 i 6 ℓ e 1 6 j 6 s, e

βd(s,m) = max
{
β0(R) : R é de�nido em (3)},onde d = max{2, grau(qi), grau(pj) : 1 6 i 6 ℓ e 1 6 j 6 s},(4)temos que o número de 
omponentes 
onexas de Rw é no máximo β2(s(w), n +

r(w)).Teorema 8 (Ben-Or '83, [2℄). Se T
 é uma árvore de 
omputação algébri
a dealtura h
 e Td uma árvore de de
isão algébri
a de ordem d > 2 e altura hd parao problema de pertinên
ia num 
onjunto S ⊂ Rn. Então
β0(S) 6 2h
β2(h
, n + h
) e β0(S) 6 3hdβd(hd, n).Esses resultados forne
em 
otas que são triviais 
aso S e o seu 
omplementosejam de grande 
omplexidade topológi
a mas 
onexos. O próximo passo é tentarestabele
er relações que envolvem a altura das árvores 
om os números de Betti dedimensões maiores que 0. Essa relações poderiam levar a resultados não-triviaispara alguns problemas onde o 
onjunto alvo da pertinên
ia, S ⊆ Rn, é 
onexo.



MÉTODOS (ALGÉBRICOS) TOPOLÓGICOS EM COMPUTAÇ�O 11Exemplo 9 (k-iguais). Considere a seguinte pergunta: qual a altura mínima deuma árvore de de
isão linear para de
idir se na seqüên
ia x1, x2, . . . , xn existemdois elementos iguais? Essa pergunta é equivalente a de
idir se todos os elemen-tos da entrada são diferentes (exemplo 4). Portanto, segue imediatamente doteorema 6 que a resposta para a pergunta é Ω(log n! ) = Ω(n log n).E para de
idir se existem k > 2 iguais? Nesse 
aso, dado o ponto (x1, x2, . . . , xn) ∈
Rn queremos de
idir se esse ponto perten
e ao arranjo(5) An,k = {Hλ}λdos (n

k

) subespaços lineares de dimensão n− k + 1 dados por
Hλ =

{
(x1, x2, . . . , xn) ∈ R

n : xi1 = xi2 = · · · = xik

}para todo 
onjunto de k índi
es λ = {i1, i2, . . . , ik} ⊆ {1, 2, . . . , n}.O leitor pode per
eber que
VAn,k

=
⋃

λ

Hλ e MAn,k
= R

n \ VAn,ksão 
onjuntos 
onexos.Uma 
ota inferior não trivial para o problema dos k-iguais foi dada por Björner,Lovász e Yao 
uja abordagem vamos des
rever.Considere R̂n a 
ompati�
ação do Rn 
om ω �no in�nito� e tome Ŝ = S ∪{ω},onde S é um poliedro fe
hado.Seja T uma árvore de de
isão linear para S. Note que, para 
ada folha w, adimensão do poliedro 
onvexo Sw está bem de�nida pois esse é aberto no seufe
ho a�m. De fato, o fe
ho a�m Aw é dado pela interse
ção dos hiperplanos
ℓu(x) = 0, onde ℓu é um teste que resulta em igualdade no 
aminho da raiz até afolha w em T . Chamamos Sw de 
élula 
orrespondente à folha w; se dim (Sw) = ndizemos n-
élula. Se essas 
élulas formam um CW-
omplexo no R̂n então

∑

w∈Ln

(−1)dim (Sw) = χ(Sn)− 1− (χ(Ŝ)− 1) = −χ(Ŝ) + 1 + (−1)ne que ∑

w∈Ls

(−1)dim (Sw) = χ(Ŝ)− 1.Um problema té
ni
o dessa idéia é que as 
élulas não ne
essariamente de-�nem um 
omplexo 
elular regular. Isso pode ser 
ontornado tomando o arranjo
A = {Hu}u∈T , onde Hu = {x ∈ Rn : ℓu(x) = 0}, que parti
iona o Rn em regiõespoliedrais. O fe
ho das regiões de�nidas pelos hiperplanos induzem uma de
om-posição 
elular do R

n. Essa solução leva ao seguinte resultado.Teorema 10 (Björner, Lovász e Yao '92, [3℄). Seja S um poliedro fe
hado no Rn.Em qualquer árvore de de
isão linear T para S

|Ls| > |χ(Ŝ)− 1| e |Ln| > |χ(Ŝ)− 1 + (−1)n−1|,



12 JAIR DONADELLIe, portanto, tem altura Ω(log |χ(Ŝ)|).Os autores em [3℄ desta
am a possibilidade desse resultado ser estendido paraárvores de de
isão algébri
a. Essa extensão foi dada por Yao [15℄. No resultadoa seguir, as 
onstantes foram dadas expli
itamente.Teorema 11 (Yao '92, [15℄). Para qualquer semialgébri
o 
ompa
to S ⊆ R
n.

• A altura de uma árvore de de
isão algébri
a de ordem d para pertinên
iaem S é pelo menos
c1 log2 |χ(S)| − c2n− c3,onde ci = ci(d), para todo i.

• A altura de uma árvore de 
omputação algébri
a para pertinên
ia em S épelo menos
c4 log2 |χ(S)| − c5n− c6.A demonstração desse resultado está baseada num teorema de Hironaka a re-speito de triangulações semialgébri
as de sub
onjuntos semialgébri
os limitadosdo Rn e no fato demonstrado por Yao de χ estar limitado por uma função ex-ponen
ial em n e h (veja (9), pág. 16). A hipótese de S ser 
ompa
to pode sereliminada tomando-se a projeção estereográ�
a inversa de S no R

n+1, que 
on-tinua sendo um semialgébri
o; no 
aso de R de�nido na equação (3) a imagemestereográ�
a inversa é de�nida por ℓ+1 equações e s+2 inequações de grau nomáximo d. Não entraremos nos detalhes desse resultado.Esses limitantes baseados em 
ara
terísti
as de Euler ainda podem dar re-spostas triviais. No 
aso de MAn,k
do exemplo 9 os números de Betti foram
omputados para vários valores de n e k por Björner e Welker em [6℄. Por exem-plo, para n = 11 e k = 3

(
βi(M11,3)

)11
i=0

=
(
1, 18943, 1005812, 986870, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)o que resulta em χ(M11,3) = 0 e temos um 
ota trivial para o número de folhas.Agora, se es
revemos Vi para o espaço vetorial gerado pelas i-
élulas e ∂i : Vi →
Vi−1 para o homomor�smo bordo usual, então

dimHi(R
n \ S) 6 dim (ker ∂i) 6 dimVi = número de i-
élulas.Con
luímos que o número de folhas não é pelo menos∑i>0 βi(R

n \S). Essa idéiafoi 
omprovada pelo seguinte resultado devido a Björner e Lovász.Teorema 12 (Björner e Lovász '94, [4℄). Para qualquer poliedro fe
hado S ⊆ R
n,e para qualquer árvore de de
isão linear T para S

|Ln| >
n∑

i=0

βi(R
n \ S) e |Ls| > −1 +

n∑

i=0

βi(R
n \ S).



MÉTODOS (ALGÉBRICOS) TOPOLÓGICOS EM COMPUTAÇ�O 13Como exemplo vamos 
onsiderar o problema dos 3-iguais. Enquanto que a 
otainferior baseada na 
ara
terísti
a de Euler é trivial, a 
ota baseada na soma dosnúmeros de Betti nos dá que qualquer árvore de de
isão linear tem pelo menos
4.023.251 folhas, portanto altura pelo menos 13.Um argumento baseado no teorema de dualidade de Alexander1 em Sn ∼= R̂n,forne
e o seguinte resultado.Corolário 13. Para qualquer poliedro fe
hado S ⊆ R

n, e para qualquer árvorede de
isão linear T para S

|Ln| >
n∑

i=0

βi(Ŝ) e |Ls| > −1 +
n∑

i=0

βi(Ŝ).Logo, a altura de T é Ω(log(
∑

i>0 βi(Ŝ))).Vamos des
rever o ponto 
have na demonstração do teorema 12. Denotamospor f n(n − i, T ) o número de folhas não em T 
uja 
élula 
orrespondente temdimensão n − i. Se T é uma árvore 
om mais de um vérti
e e ℓ(x) o teste feitona raiz de T então de�nimos
H+ = {x ∈ R

n : ℓ(x) > 0},
H− = {x ∈ R

n : ℓ(x) < 0},
H = {x ∈ R

n : ℓ(x) = 0} ≡ R
n−1e denotamos por T+, T− e T 0 as subárvores 
ujas raízes são os �lhos da raiz de

T e que testam pertinên
ia em S para pontos em H+, H− e H respe
tivamente.Tomamos, para todo x em H \ S, a bola aberta Ox de 
entro x e tal que
Ox ⊆ R

n \S e de�nimos C =
⋃

Ox, onde a união é tomada sobre todo x ∈ H \S.Se A+ = (H+ \ S) ∪ C e A− = (H− \ S) ∪ C então usando a seqüên
ia exatalonga de Mayer-Vietoris
· · · ∂∗→ Hi(A

+∩A−)
l∗→ Hi(A

+)⊕Hi(A
−)

j∗→ Hi(A
+∪A−)

∂∗→ Hi−1(A
+∩A−)

l∗→ · · · ,donde tiramos
βi(A

+ ∪A−) 6 βi(A
+) + βi(A

−) + βi−1(A
+ ∩A−).As equivalên
ias homotópi
as abaixo, denotadas por ≃, dadas pela projeçãoortogonal na direção de H(i) A+ ∪A− = (H+ \ S) ∪ (H− \ S) ∪ C = Rn \ S,(ii) A+ ≃ H+ \ S,(iii) A− ≃ H− \ S,(iv) A+ ∩A− = C ≃ H \ S,1 Para a esfera o enun
iado é: Hn−i−1(A) ∼= Hi(S

n\A) para todo fe
hado triangulável
A ⊂ Sn e todo i, 1 6 i 6 n− 2.



14 JAIR DONADELLInos dá a desigualdade
βi(R

n \ S) 6 βi(H
+ \ S) + βi(H

− \ S) + βi−1(H \ S)que juntamente 
om um argumento indutivo e
f n(n− i, T ) = f n(n− i, T+) + f n(n− i, T−) + f n(n− i, T 0)

> βi(H
+ \ S) + βi(H

− \ S) + βi−1(H \ S),mostra que
f n(n− i, T ) > βi(R

n \ S).
�Novamente, Yao estendeu esse resultado para semialgébri
os. A prin
ipal di�-
uldade té
ni
a foi a não-subaditividade dos números de Betti. Não é difí
il verque β1, por exemplo, não é subaditivo: 
onsidere S um buquê de três esferas de di-mensão um no plano 
om um ponto x em 
omum. Agora tome S = (S\{x})∪{x}.Ainda, β1(S) = 3, β1(S \ {x}) = 0 e β1({x}) = 0 (�gura 4).

x =
⋃

xFigure 4. Buquê de três esferas 
omo união de dois sub
onjuntos
om β1 trivial.Para ver 
omo o problema da não-subaditividade dos números de Betti foi
ontornado vamos dar algumas de�nições. As propriedades topológi
as dizemrespeito a topologia do R̂n.De�nimos, para 
ada i ∈ N, o número β ′
i(S) = β ′

i(S, δS), a dimensão dogrupo de homologia Hi(S, δS) do fe
ho de S, denotado por S, relativo à fronteira
δS = S \ S Dizemos que S é semife
hado se for a diferença de dois fe
hados.Observamos que nesse 
aso δS é fe
hado.Assim, temos o seguinte resultado para os números de Betti relativo: Se Q éum sub
onjunto semialgébri
o e semife
hado do R̂n \ {ω}, q ∈ R[x1, . . . , xn] e
A = {x ∈ Q : q(x) 6 0} e B = Q− A, então(6) β ′

i(Q) 6 β ′
i(A) + β ′

i(B).Um esboço da prova é 
omo segue. As in
lusões δQ ⊆ A∪ δQ ⊆ Q induzem aseqüên
ia exata longa
· · · ∂∗→ Hi(A ∪ δQ, δQ)→ Hi(Q, δQ)→ Hi(Q,A ∪ δQ)

∂∗→ · · ·e, portanto(7) β ′
i(Q, δQ) 6 β ′

i(A ∪ δQ, δQ) + β ′
i(Q,A ∪ δQ).
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omplexo simpli
ial que de�ne uma triangulação de
A ∪ δQ, 
om V e W sub-
omplexos que triangulam os fe
hados A e δX respe
-tivamente. De βi(W,V ∩ W ) = βi(V ∪ W,V ) (Teorema da Ex
isão) temos aequação (6).Com esse resultado, Yao provou o seguinte.Teorema 14 (Yao '94, [16℄). Se S é um sub
onjunto do R̂n \{ω} semialgébri
o esemife
hado, e Ls o 
onjunto das folhas sim de uma árvore de de
isão algébri
ade ordem d para testar pertinên
ia em S, então(8) β ′

i(S) 6
∑

w∈Ls

β ′
i(Sw).Esboço da prova. Dados uma árvore T para S e 
hamando de p o polin�mio queé testado na raiz de T , de�nimos os 
onjuntos

S− = {x ∈ S : p(x) < 0}
S0 = {x ∈ S : p(x) = 0}
S+ = {x ∈ S : p(x) > 0}.Apli
ando a desigualdade (7) para A = S− ∪ S0 e B = S \ A e depois para

A = S− ∪ S0 e B = S0, temos
β ′
i(S) 6 β ′

i(S
− ∪ S0) + β ′

i(S
+) 6 β ′

i(S
−) + β ′

i(S
0) + β ′

i(S
+).Por indução temos (8). �Daqui por diante a situação é 
omo nos outros 
asos: a propriedade subaditivaa
ima 
om um limitante β ′

d(h, n) para ∑i β
′
i(Sw) para toda folha w, resulta em

∑

i>0

β ′
i(S) 6

∑

i>0

∑

w∈Ls

β ′
i(Sw) 6 |Ls|β ′

d(h, n),e que novamente nos levará a uma 
ota do tipo Ω (log
∑

i β
′
i(S)− n) para a alturade qualquer árvore de de
isão algébri
a de ordem d, para d �xo, que de
idepertinên
ia num 
ompa
to S ⊆ Rn (veja (10), pág. 16).4. Computando os números de BettiNo que segue, 
omo é usual, denotamos por β̃i a dimensão do i-ésimo grupode homologia reduzido H̃(·,Z).Para as apli
ações, as 
otas topológi
as da seção anterior dependem de boas es-timativas para os números de Betti dos espaços envolvidos. Os números de Bettipodem ser 
omputado expli
itamente sempre que uma de
omposição 
elular apro-priada de S pode ser 
onstruída e�
ientemente, pois dim (Hi(S)) 6 dim (Ci(S)),onde Ci é o 
omplexo das 
adeias de dimensão i. Se houverem ni 
élulas de dimen-são i então βi(S) 6 ni. Ainda, há as ferramentas do dia-a-dia 
omo, por exemplo,seqüên
ia exata do par, seqüên
ia de Mayer-Vietoris e seqüên
ias espe
trais.



16 JAIR DONADELLINessa seção, daremos limitantes para os 
onjuntos semialgébri
os e mostraremosalgumas táti
as 
ombinatórias para 
omputar os números de Betti de arranjos desubespaços.4.1. Semialgébri
os. Limitantes para os números de Betti de semialgébri
os são
onhe
idos desde os resultados pioneiros de Oleinik, Petrovsky, Milnor e Thom.Steele e Yao usaram nas apli
ações do teorema 7 o seguinte limitante de [12℄:sejam p1, p2, . . . pk ∈ R[x1, x2, . . . , xn], se V é de�nido por p1 > 0, p2 > 0, . . . , pk >
0 e a soma dos graus é d então

∑

i>0

βi(V ) 6
1

2
(d+ 2)(d+ 1)n−1,e deduziram que a altura de qualquer árvore de de
isão algébri
a de ordem d �xaque de
ide pertinên
ia em S é Ω(log β0(S)).Outro limitante de [12℄ é: para todo V de�nido por um número �nito deequações polinomiais 
om 
ada polin�mio de grau no máximo d

∑

i>0

βi(V ) 6 d(2d− 1)n−1.Como um 
onjunto semialgébri
o da forma (3) é a projeção de um 
onjuntoalgébri
o em uma dimensão maior, Ben-Or usou o limitante a
ima e enun
iou oseguinte.Teorema 15 (Oleinik e Petrovsky '62, Milnor '64, Thom '65). Para todo 
on-junto semialgébri
o R dado por ℓ equações e s inequações polinomiais 
om 
adapolin�mio de grau no máximo d
∑

i>0

βi(R) 6 d(2d− 1)n+s−1.O limitante na soma dos números de Betti é, obviamente, um limitante parao número de 
omponentes 
onexos. A 
on
lusão de Ben-Or foi que toda árvorede de
isão algébri
a de ordem d > 2 �xa e toda árvore de 
omputação algébri
apara S tem altura Ω (log β0(S)− n) e > 0, 38 logN − 0, 61n, respe
tivamente,onde N = max{β0(S), β0(R
n \ S)}.Do teorema 15, Yao derivou ([15, 16℄)
|χ(R̂)| 6 d(2d− 1)n+s+2,(9) ∑

i>0

β ′
i(R) 6 (2d+ 1)n+2s+5.(10)Em [1℄ são dadas várias estimativas re
entes, por exemplo, Basu e outros lim-itaram 
onjuntos de�nidos por Sj = {x ∈ Rn : pj(x) > 0}, para 1 6 j 6 s.Se S é a união dos Sj então βi(S) 6 si+1O(d)n; se S é a interse
ção dos Sjentão βi(S) 6 sn−iO(d)n. Além disso, são 
onhe
idos algoritmos que 
al
ulam
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ara
terísti
a de Euler de semialgébri
os, por exemplo, 
om-puta βℓ(∪iSi), 
om i ∈ [n], usando O(nℓ+2) operações algébri
as.4.2. Conjuntos par
ialmente ordenados e 
omplexos simpli
iais. A um
onjunto (�nito) par
ialmente ordenado P asso
iamos um 
omplexo simpli
ialabstrato 
hamado 
omplexo da ordem P denotado ∆(P ). Este é um 
omplexosimpli
ial 
ujos vérti
es são os elementos de P e os simplexos são as 
adeias
x0 < x1 < · · · < xk em P . Denotamos por P̂ o 
onjunto par
ialmente ordenadoobtido a partir de P adi
ionando um mínimo 0̂ e um máximo 1̂. Como é usual,denotamos por µ(x, y) a função de Möbius no intervalo (x, y) de um 
onjuntopar
ialmente ordenado.Um teorema famoso devido a Hall (veja [13℄) estabele
e que que µP̂ (0̂, 1̂) =

c0 − c1 + c2 − · · · onde ci é o número de 
adeias 0̂ = x0 < x1 < · · · < xi = 1̂,portanto(11) µP̂ (0̂, 1̂) = χ(∆(P ))− 1 = χ̃(∆(P )).Sejam x1 < x2 < · · · < xr = x e y = y1 < y2 < · · · < yt 
adeias saturadasem P (isto é, yi+1 
obre yi e xj+1 
obre xj) tal que x1 é minimal e yt é maximale x < y em P. Para o 
omplexo da ordem ∆(x, y) de�nido pelo intervalo aberto
(x, y) = {z ∈ P : x < z < y} temos(12) µ(x, y) = χ̃(∆(x, y)) =

∑

i

(−1)iβ̃i(∆(x, y)).Adiante, quando nos referimos a propriedades topológi
as de P estamos, defato, referindo-nos a propriedades do 
omplexo da ordem de P . Ademais, doponto de vista de notação, não faremos distinção entre 
omplexo simpli
ial ab-strato (sistema de 
onjuntos fe
hado por tomar sub
onjuntos) e o espaço topológi
o(realização geométri
a do 
omplexo) asso
iado.4.3. Des
as
abilidade. Seja ∆ um 
omplexo simpli
ial (abstrato), 
hamamosseus elementos de fa
es e de fa
etas suas fa
es maximais (por in
lusão).Para 
onjuntos A ⊆ B de�nimos [A,B] = {C : A ⊆ C ⊆ B} e B = [∅, B](portanto, um simplexo abstrato).Dizemos que ∆ é des
as
ável se existe uma ordenação σ1, σ2, . . . , σN dasfa
etas tal que para todo 1 < i 6 N existe γi ⊆ σi tal que(13) σi \ (σ1 ∪ σ2 ∪ · · · ∪ σi−1) = [γi, σi].Uma vantagem da des
as
abilidade é, por exemplo, é a seguinte des
rição ho-motópi
a de um 
omplexo des
as
ável.Teorema 16 (Björner e Wa
hs '92, [5℄). Um 
omplexo simpli
ial ∆ des
as
áveltem o tipo homotópi
o de um buquê de esferas 
om nk esferas de dimensão k > 1,onde nk é o número de fa
etas σi de dimensão k − 1 tais que γi = σi.
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)(a) (b)Figure 5. Exemplos de 
omplexos simpli
iais: (a) é des
as
ável,(b) é des
as
ável, e (
) não é des
as
ável.Exemplo 17 (Uma idéia para demonstração). Considere o 
omplexo simpli
ial ∆de�nido pelo união dos simplexos maximais σi, onde
σ1 = {a, c}, σ2 = {a, b}, σ3 = {b, c}, σ4 = {c, d}, σ5 = {d, e}, σ6 = {e, f}, σ7 = {f, d}.É apenas um pou
o trabalhoso veri�
ar que essa seqüên
ia é um des
as
amento

a

c

b

e

f

d

1

3

4
5

6

7
2

a

c

b

e

f

d

1

2

∆ ∆′

3
4

5

Figure 6. ∆ e ∆′. Os números rotulando as arestas indi
am aordem que de�ne um des
as
amento.de ∆ 
om γ1 = {∅}, γ2 = {b}, γ3 = {b, c}, γ4 = {d}, γ5 = {e}, γ6 = {f}, γ7 =
{d, f}.Façamos∆′ = ∆\{σi : γi = σi}, ou seja, removemos de ∆ as fa
etas σ3 e σ7 quetêm γi = σi em (13). Na �gura 6 representamos os dois 
omplexos simpli
iais.Notemos que as fa
etas que restaram em∆′ 
om a ordem induzida é um des
as-
amento 
om os mesmos γi's, ou seja, a seguinte ordenação das fa
etas de ∆′satisfaz (13)
(σ′

1, σ
′
2, σ

′
3, σ

′
4, σ

′
5) = (σ1, σ2, σ4, σ5, σ6) e (γ′

1, γ
′
2, γ

′
3, γ

′
4, γ

′
5) = (γ1, γ2, γ4, γ5, γ6).Vejamos que ∆′ é 
ontraível. De fato, se ∆′

k = ∪i6kσ′
i é o sub
omplexo dadospelas arestas da �gura 6 
om rótulo menor ou igual a k, então σ′

k 
ontém o vérti
e
γ′
k que não está em nenhuma outra aresta de ∆′

k. A remoção de γ′
k junto 
om asfa
es que o 
ontém transforma ∆′

k em ∆′
k−1, ou seja, ∆′

k e ∆′
k−1 são equivalenteshomotopi
amente. Resta-nos notar que ∆′

1 = σ′
1 é um 1-simplexo, portanto
ontraível.Para re
uperar ∆ 
olamos os simplexos σ3 = {b, c} e σ7 = {d, f} em ∆′ pelassuas fronteiras σi \ σi, ou seja {b}, {c} e {d}, {f} respe
tivamente.Agora, quando ∆′ é deformando num ponto, os simplexos 
olados deformam-se numa esfera. Essas idéias, generalizadas e formalizadas, demonstram o teo-rema 16 a
ima.



MÉTODOS (ALGÉBRICOS) TOPOLÓGICOS EM COMPUTAÇ�O 19
73Figure 7. Buquê de esferas resultante de des
as
amento.A de�nição de des
as
abilidade estende-se naturalmente para 
onjuntos par-
ialmente ordenados. Uma maneira de estabele
er que um 
onjunto par
ialmenteordenado P é des
as
ável é a seguinte: rotulamos 
ada aresta do diagrama deHasse de P 
om elementos de um 
onjunto ordenado de modo que todo intervalo

[x, y](1) 
ontém uma úni
a 
adeia maximal m∗ 
om rótulos em ordem 
res
ente,(2) qualquer outra 
adeia maximal do intervalo tem a seqüên
ia de rótuloslexi
ogra�
amente maior que m∗.Agora, se P é uma ordem par
ial lexi
ogra�
amente des
as
ável então o 
om-plexo simpli
ial ∆(P \ {0̂, 1̂}) é des
as
ável e, além disso, β̃k−2(∆(P \ {0̂, 1̂}))é dado em função do número de 
adeias maximais 0̂ = x0, xi, . . . , xk = 1̂ de
omprimento k e tais que(14) rótulo(x0x1) 6< rótulo(x1x2) 6< · · · 6< rótulo(xk−1xk).Teorema 18 (Björner e Wa
hs '92, [5℄). Se P é uma ordem par
ial 
om 0̂ e 1̂ lexi-
ogra�
amente des
as
ável então o 
omplexo simpli
ial∆(P\{0̂, 1̂}) é des
as
ável.Além disso, para qualquer rotulação 
omo a
ima H̃k−2(∆(P )) ∼= Zn onde n é onúmero de 
adeias da forma (14).Exemplo 19 (Πn,k é des
as
ável). Considere o 
onjunto onde 
ada elemento é umapartição de [n] = {1, 2, . . . , n} 
ujas partes têm tamanho em {1, k, k + 1, . . . , n}.Ordenamos par
ialmente esse 
onjunto por re�namento das partes, isto é, π 6 σem Πn,k se todo blo
o de π está 
ontido em um blo
o de σ. Por exemplo, se
n = 8, π = 123|45|67|8, σ = 123|458|67 e τ = 146|257|38 então π 6 σ e σ e τ sãoin
omparáveis (�gura 8).Björner e Wa
hs [5℄ mostraram que rotulando as arestas do diagrama de Hassedessa ordem par
ial 
om elementos de 1̄ < 2̄ < · · · < n̄ < 1 < 2 < · · · < n daforma des
rita a seguir estabele
e que Πn,k é lexi
ogra�
amente des
as
ável. Para
π < σ, (i) se uma nova parte B é 
riada em σ a partir de partes unitárias de πentão o rótulo da aresta (π, σ) é max(B), (ii) se uma parte não-unitária é unida
om uma parte unitária a então o rótulo da aresta (π, σ) é a, e (iii) se duas partes
A e B não-unitárias são unidas então o rótulo da aresta (π, σ) é max(A ∪ B).Dessa foram podemos 
omputar βi = βi(∆(Πn,k)) 
ontando as 
adeias maxi-mais da ordem par
ial que satisfazem (14). Essa estratégia foi adotada em [5℄onde 
al
ulou-se

β̃i 6= 0⇔ i = n− 3− t(k − 2),
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12|34

1234

1|2|3|4

123|4 124|3 13|24 14|23 134|2 234|1

12|3|4 13|2|4 14|2|3 23|1|4 24|1|3 34|1|2

Figure 8. Diagrama de Hasse de Π4,2.
1|2|3|4

123|4 124|3 134|2 234|1

1234

3 4 4 41234
Figure 9. Diagrama de Hasse de Π4,3. A 
adeia mais a esquerdatem rótulos em ordem 
res
ente (de baixo pra 
ima) e todas asoutras são lexi
ogra�
amente maior pois 
omeçam 
om 4.para algum t, 1 6 t 6 ⌊n/k⌋,(15) β̃n−3−t(k−2) = (t− 1)!

∑ t−1∏

j=0

(
n− jk − 1− ij

k − 1

)
(j + 1)ij+1−ijonde a soma é sobre toda seqüên
ia 0 6 i0 6 i1 6 . . . 6 it = n− tk.Seja m uma 
adeia maximal que satisfaz (14). Uma 
adeia dessa pode serdes
rita em duas fases. O primeiro segmento de m tem que ter rótulos sem barrae o segmento �nal rótulos 
om barra.Na primeira fase, 
ada passo ou 
ria uma parte de tamanho k, que 
hamamosde k-blo
o, ou une um (> k)-blo
o 
om um 1-blo
o. Seja t o número de partesno �nal da primeira fase.A 
riação de um k-blo
o diminui em k − 1 o número de partes e os outrospassos diminui em um o número de partes da partição. Portanto, o 
omprimentode m é n− 1− t(k − 2).Se ij+1 − ij blo
os unitários, 0 6 j 6 t − 2, são unidos entre as 
riações dos

(j + 1)-ésimo e (j + 2)-ésimo k-blo
os da 
adeia, e it − it−1 blo
os unitários são
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o, o número de segmentos ini
iais possíveis é
t−1∏

j=0

(
n− jk − 1− ij

k − 1

)
(j + 1)ij+1−ij ,pois a 
riação do (j + 1)-ésimo k-blo
o é a partir do máximo dos 1-blo
osdisponíveis 
om k − 1 outros quaisquer dos n − jk − ij − 1 disponíveis, seguidoda união em ordem de
res
ente dos ij+1− ij maiores 1-blo
o disponíveis 
om umdos j + 1 blo
os não unitários disponíveis.Para a segunda fase, 
onsideramos os blo
os B1, B2, . . . , Bt em ordem 
res
entede seus elementos máximos. Para respeitar (14), devemos unir Bt 
om algum dos

t− 1 blo
os restantes, seguido da união do blo
o resultante 
om algum dos t− 2restantes, e assim por diante. Isso pode ser feito de (t− 1)! maneiras.4.4. Uma 
ota 
ombinatória para arranjos de subespaços. Um arranjo
A = {K1, K2, . . . , Km} é uma família �nita de sub
onjuntos próprios não-vaziosdo Rn. Assumimos que para todos i, j ∈ {1, 2, . . . , m}, 
om i 6= j, temos que
Ki 6⊆ Kj . Para um tal arranjo A de�nimos

VA =

m⋃

i=1

Ki e MA = R
n \ VA.Pomos V̂A a 
ompati�
ação usual de VA 
om ω �no in�nito�.Para um arranjoA de�nimos o semirreti
ulado das interse
ções deA, denotadopor LA, 
omo o 
onjunto par
ialmente ordenado das interse
ções não-vazias deelementos de A ordenados por in
lusão reversa, isto é, em (LA,6) temos A 6 Bse e só se B ⊆ A. Note que LA é um ∧-semirreti
ulado, 
om o menor elemento

0̂ = Rn. Se ⋂i Ki 6= ∅ então LA é um reti
ulado 
om maior elemento 1̂ =⋂
i Ki. Seguindo o exemplo 2 da página 5, tome o arranjo de hiperplanos A0 =
{H1, H2, H3}. O reti
ulado das interse
ções LA0

do arranjo A0 é mostrado na�gura 10.
0̂ = R

n

1̂ =
⋂

i
Hi = {(0, 0, z) : z ∈ R}

H1 H2 H3

Figure 10. Diagrama de Hasse do reti
ulado LA0Um belo resultado que 
one
ta alguns dos 
on
eitos vistos é o seguinte. Se
x = Ki1∩· · ·∩Kij é um elemento de LA então de�nimos dim (x) = dim a�m(Ki1∩
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· · · ∩ Kij ). Goresky e Ma
Pherson [10℄ provaram o seguinte resultado usandoTeoria de Morse (veja [17℄ para uma prova usando 
on
eitos mais elementares).Teorema 20 (Goresky, Ma
Pherson '78, [10℄). Seja A um arranjo de subespaçosa�ns no Rn. Então

H̃ i(MA) ∼=
⊕

x>0̂
x∈LA

H̃n−dim (x)−2−i(∆(0̂, x)).A vantagem de se expressar os números de Betti de V̂A e MA em termos dosnúmeros de Betti de 
onjuntos par
ialmente ordenados é que esses invariantestopológi
os no primeiro 
aso são, em geral, difí
eis de 
al
ular, mas no segundo
aso podemos usar a bem estabele
ida teoria das funções de Möbius (veja [13℄).Corolário 21 (Björner, Lovász '94, [4℄). Se A é um arranjo de subespaços a�nsno Rn então(i) β̃i(V̂A) = β̃n−i−1(MA) =
∑

x>0̂
x∈LA

β̃i−dim (x)−1(∆(0̂, x)), e(ii) χ(V̂A)− 1 = (−1)n−1(χ(MA)− 1) =
∑

x>0̂
x∈LA

(−1)dim (x)+1χ̃(∆(0̂, x)).A prova de (i) é imediata do teorema de dualidade de Alexander (veja nota derodapé na pág. 13) e da fórmula de Goresky e Ma
Pherson.A primeira igualdade de (ii) segue da de�nição de 
ara
terísti
a de Euler e doteorema de dualidade de Alexander:
χ(V̂A)− 1 =

∑

i

(−1)iβ̃i(V̂A) =
∑

i

(−1)iβ̃n−i−1(MA) = (−1)n−1(χ(MA)− 1).A segunda igualdade segue tomando a soma alternada em i na igualdade
β̃i(V̂A) =

∑

x>0̂
x∈LA

β̃i−dim (x)−1(∆(0̂, x)).Terminamos esta seção 
om o seguinte resultado, 
om 
otas inferiores 
ombi-natórias para o problema de pertinên
ia.Teorema 22 (Björner e Lovász '94, [4℄). Se A é um arranjo de subespaços linearesno Rn e T uma árvore de de
isão linear que testa pertinên
ia em A, então
|Ls| > |µLA

(0̂, 1̂)| e |Ln| > |µLA
(0̂, 1̂)|.Basta tomar os 
orolários 13 e 21(i) juntos 
om a equação (12).Exemplo 23 (Estimativa para µn,k(0̂, 1̂)). Consideremos o 
onjunto par
ialmenteordenado Πn,k do exemplo 19. Conven
ionamos que µn,k = µΠn,k

. Conven-
ionamos também que µk(n) = µn,k(0̂, 1̂), e que µn,k(σ, π) = 0 se algum de σ
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e a Πn,k. É 
onveniente estendermos a de�nição de µk(n) paraquando 1 6 n < k pondo µk(1) = 1 e µk(2) = µk(3) = · · · = µk(k − 1) = 0.A partir de uma re
orrên
ia para µn,k e usando té
ni
as de funções geradorasBjörner, Lovász e Yao mostraram que
exp

(∑

n>1

µk(n)
xn

n!

)
= 1 +

k−1∑

n=1

xn

n!
.Agora, se α1, α2, . . . , αk−1 são as raízes 
omplexas de 1 +
∑k−1

n=1 x
n/n!, então(16) µk(n) = −(n− 1)!

k−1∑

i=1

α−n
i .De fato, vamos de�nir as funções geradoras exponen
iais

Fk(x) =
∑

n>1

µk(n)
xn

n!
e pk(x) =

k−1∑

i=0

xi

i!
,e 
onsidere Sk(n, j) o número de partições do 
onjunto {1, 2, . . . , n} em j partesde tamanho no máximo k.É fato 
onhe
ido que

∑

n>1

Sk(n, j)
xn

n!
=

1

j!
(pk(x)− 1)j.De um resultado de Crapo ([13℄, pág. 159, ex. 30) temos

µk(n) =
n∑

j=1

(−1)j−1(j − 1)!Sk(n, j).Substituindo em Fk(x) temos que Fk(x) = ln pk(x).Agora, se αi, 1 6 i 6 k − 1, são as raízes (distintas) de pk(x) então pk(x) =∏
i(1− x/αi) e

Fk(x) =

k−1∑

i=1

ln

(
1− x

αi

)
= −

∑

n>1

xn

n

k−1∑

i=1

α−n
i .A 
omparação dos 
oe�
ientes de xn resulta na equação (16).Observamos que no 
aso k = 3 temos pk(x) = 1 + x + x2/2, que tem raízes

r1 = −1+i e r2 = −1−i. Portanto, µ3(n) = −(n−1)!((−1+i)−n+(−1−i)−n) =
−(n − 1)!(−1 − i)−n(in + 1). Assim, µ3(n) = 0 se n ≡ 2 mod 4. Para nossas
otas gostaríamos que µk(n) fosse grande mas, 
omo a
abamos de ver, isso nemsempre é verdade.Entretanto, µk(n) é grande o su�
iente em média. Para quaisquer n, k 
om
2 6 k 6 n existe m tal que n− k + 2 6 m 6 n e(17) |µk(m)| > (m− 1)!(k − 1)−m−1.



24 JAIR DONADELLIIsso porque podemos supor que |α1| < k − 1 e se es
revemos
q(x) =

k−1∏

i=2

(x− αi) =

k−2∑

j=0

bjx
jentão

q

((
µk(n− j)

(n− j − 1)!

)1/j
)

= −
k−2∑

j=0

k−1∑

i=1

bjα
−n+j
i = −q(α1)α

−n
1 = α−n+k−1

1 ,portanto, existe um j para o qual
∣∣∣∣bj

µk(n− j)

(n− j − 1)!

∣∣∣∣ >
1

k − 1
|α1|−n+k−1.Por indução, podemos provar bj = (k−1)!α−j−1

1 (pk(α1)−pj+1(α1)) e isso impli
aque |bj| 6 (k − 1)k−j|α1|−1. Conseqüentemente,
|µk(n− j)| > (n− j − 1)!(k − 1)−n+j−1.Esse limitante pode ser 
ombinado 
om um argumento de monotoni
idade donúmero de folhas em função da dimensão do espaço ambiente.De�na ℓs(n, k) (resp., ℓn(n, k)) 
omo o número mínimo de folhas sim (resp.,não) em qualquer árvore de de
isão linear para o problema dos k-iguais no Rn.Ambas as funções ℓn(n, k) e ℓs(n, k) são monótonas em n. De fato, tome m 6 n.Toda árvore de de
isão linear T para n elementos pode ser usada para obtermosuma árvore de de
isão linear para m elementos, adi
ionando-se a uma entrada de

m elementos, n−m novos elementos x, x2, . . . , xn−m, 
om x > 1 su�
ientementegrande.Vamos ver se a árvore de de
isão linear responde 
erto o problema dos k-iguais dentre m elementos. Se a resposta dada para uma 
erta entrada foi não,
laramente a resposta está 
erta. No 
aso da resposta sim, se os 
oe�
ientesdos novos elementos forem zero nos testes da raiz até a folha, então a de
isãofoi tomada sobre os elementos velhos da entrada e, portanto, a árvore respondeu
erto. Caso 
ontrário, o sinal da função é trivialmente determinada devido aes
olha do novos elementos e, portanto, a resposta também foi dada sobre de
isõesbaseadas nos elementos velhos da entrada.5. Alguns exemplosIn
lusão de 
onjuntos. Dados A = {x1, x2, . . . , xn} e B = {y1, y2, . . . , yn}de
idir se A ⊆ B.Uma árvore de 
omputação que de
ide 
orretamente, também de
idirá o 
asoparti
ular de B = {1, 2, . . . , n}; nesse 
aso
S =

{
(x1, x2, . . . , xn) ∈ R

n : {x1, x2, . . . , xn} ⊆ {1, 2, . . . , n}
}
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omponentes 
onexas, portanto, qualquer árvore de 
omputação (ou dede
isão 
om ordem �xa) tem altura Ω(n log n).Problema da mo
hila. Vimos no exemplo 5 que o problema da mo
hila éequivalente a de
idir pertinên
ia em um 
onjunto S ⊂ Rn tal que número de
omponentes 
onexas de Rn\S é 2(n2)+1, portanto, qualquer árvore de 
omputação(ou de de
isão 
om ordem �xa) tem altura Ω(n2).Conjuntos disjuntos. Dados A = {x1, x2, . . . , xn} e B = {y1, y2, . . . , yn} de-
idir se A ∩ B = ∅.Nesse 
aso
S =

{
(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn) :

∏

i,j

(xi − yj) 6= 0
}tem (n!)2 
omponentes 
onexas, portanto, qualquer árvore de 
omputação (ou dede
isão 
om ordem �xa) algébri
a tem altura Ω(n log n).Para o número de 
omponentes de S de�nimos

Sπ,σ =
{
(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ R

2n : xπ(1) < yσ(1) < xπ(2) < yσ(2) < · · · < xπ(n)

}
,onde π e σ são permutações, e temos ⋃π,σ Sπ,σ ⊆ S. De�nimos a função 
ontínua

fi,j(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = xi−yj e notamos que se z ∈ Sπ1,σ1
e w ∈ Sπ2,σ2

entãopara qualquer 
aminho que ligue z a w devem existir 
oordenadas k e ℓ e umponto x do 
aminho tal que fk,ℓ(x) = 0. Logo x /∈ S e podemos 
on
luir que
β0(S) > β0

(⋃
π,σ Sπ,σ

)
> (n!)2.Resultante. Dados x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn, 
omputar ∏i,j(xi − yj).Qualquer algoritmo para 
omputar esse produto 
om mais um teste para � 6= 0?�torna-se um algoritmo para 
onjuntos disjuntos. Portanto, qualquer árvore de
omputação (ou de de
isão 
om ordem �xa) algébri
a tem altura Ω(n log n).Fe
ho 
onvexo. Dados os pontos no plano p1, p2, . . . , pn ∈ R2 devolver a listaordenada no sentido anti-horário dos pontos que são os vérti
es do fe
ho 
onvexodos n pontos, denotada por FC(p1, . . . , pn).Um algoritmo para fe
ho 
onvexo resolve o problema ordenação: dados osnúmeros reais x1, x2, . . . , xn forme os pontos pi = (xi, xi

2) para todo i ∈ [n].Esses pontos estão na parábola y = x2 e, 
laramente, todos são vérti
es em
FC(p1, . . . , pn). O menor xi pode ser 
omputado 
om O(n) 
omparações e, a par-tir desse ponto, os vérti
es do fe
ho no sentido anti-horário é uma ordenaçãodas abs
issas. Portanto, qualquer árvore para fe
ho 
onvexo deve ter altura
Ω(n log n).
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k-iguais. Dados n números reais x1, . . . , xn e um inteiro k > 2 de
idir se existem
k deles iguais.O reti
ulado das interse
ções de An,k (veja equação (5)), para 2 6 k 6 n, éisomorfo ao reti
ulado Πn,k do exemplo 19. Se, sob esse isomor�smo, um elemento
x ∈ LAn,k


orresponde a uma partição em Πn,k 
om j blo
os, então dim (x) = j.Com os resultados que temos até agora podemos p�r o seguinte.Corolário 24. Se T é uma árvore de de
isão linear para o problema dos k-iguaisentão(i) |Ls|, |Ln| > |µn,k(0̂, 1̂)|, e(ii) |Ls|, |Ln| >∑i β̃i(∆(Πn,k)).Teorema 25 (Björner, Lovász '94, [4℄). Toda árvore de de
isão linear para oproblema dos k-iguais tem tamanho pelo menos max{
(
n
k

)
, (n/3k)n}, e altura pelomenos max{n− 1, n log3(n/3k)}.Esboço de prova. Seja T uma árvore de de
isão linear para o problema dos k-iguais que não realiza testes desne
essários.Para todo sub
onjunto 1 6 i1 < i2 < · · · < ik 6 n de índi
es, 
onsidere aentrada xi1 = xi2 = · · · = xik = 0 e as outras 
oordenadas não-nulas e duas-a-duas distintas. Para dois desses sub
onjuntos de índi
es distintos devemos terduas folhas sim diferentes, portanto, o número de folhas sim e 
onseqüentementeo tamanho da árvore é pelo menos (n

k

).Notemos que MAn,k
não pode 
onter um subespaço a�m de dimensão k então,se 
onsiderarmos uma folha não de T , a 
élula 
orrespondente não 
ontém umsubespaço a�m k-dimensional, portanto, devemos ter pelo menos n − k + 1 nósno 
aminho que leva a tal folha. Seja w o pai, em T , de uma folha não que
orresponde a uma n-
élula. Alguma folha w′ des
endente de w deve ter rótulosim, pois a árvore não faz testes desne
essários. Uma 
élula 
orrespondente auma folha sim está 
ontida em VAn,k

, logo tem dimensão no máximo n− k + 1.Assim, 
omo no raiz�w 
aminho em T nenhum teste resulta em igualdade (poisum �lho de w tem dimensão n), no w�w′ 
aminho em T devem existir pelo menos
k − 1 testes resultando em igualdade. Esses testes mais os n − k testes até wresulta em pelo menos n− 1 testes, isto é, a altura de T é pelo menos n− 1.Para k > n/3, os máximos do enun
iado do teorema o
orrem em (n

k

) e n− 1 e,portanto, ele está provado nesse 
aso. Vamos assumir k < n/3. Pela equação (17),es
olhendo m 
om n > m > n− k + 2 temos
ℓn(n, k) > ℓn(m, k) > |µk(m)| > (m− 1)!(k − 1)−m−1.
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res
ente para v > k − 1, temos
ℓn(n, k) > (n− k + 1)! (k − 1)−n+k−3 > (n− k)! k−n+k−3 >

(
n− k

3

)n−k

k−n+k−3

>

(
n− k

k

)n−k

3−n+kk−3 >

(
n

2k

)n/2

3−n =

(
n

18k

)n/2que, portanto, é um limitante inferior para o tamanho da árvore. O resultado naaltura segue tomando-se o logaritmo. �O limitante obtido na demonstração é um pou
o pior do que foi prometido noenun
iado do teorema. Usando 
ota do item (ii) do 
orolário 24 junto 
om osnúmeros de Betti 
al
ulados por Björner e Welker, equação (15) para t = ⌊n/(2k)⌋e i0 = · · · = it−1 = 0, resultam no limitante prometido.Yao [15℄ mostrou as 
otas Ω(n log(2n/k)) e Ω(n log(n/(k−1))+(n−k) log(n/(n−
k + 1))) sob árvore de 
omputação e árvore de de
isão algébri
as de ordem �xa,respe
tivamente, para o problema dos k-iguais.
k-divisibilidade. Dados n números reais x1, . . . , xn e um inteiro k > 2 de
idirse o número de xi's iguais a qualquer número real é divisível por k.Aqui, supomos que k divide n e assumimos que 2 6 k 6 n/2. Denote por
Dn,k o arranjo de todos os subespaços lineares Bπ, onde π é uma partição de
{1, 2, . . . , n} em blo
os de tamanho divisível por k. Então k-divisibilidade éexatamente o problema de pertinên
ia em VDn,k

. O reti
ulado das interse
çõesdesse arranjo tem a seguinte des
rição 
ombinatória:
Π(k)

n = {π ∈ Πn : todos os blo
os de π têm tamanho divisível por k} ∪ {0̂}.De�nimos o 
onjunto des
endente de uma permutação σ ∈ Sn por
{i ∈ [n− 1] : σ(i) > σ(i+ 1)}.Stanley (veja [13, Prop. 4.3, pág. 353℄) provou o seguinte resultado referente àfunção de Möbius µ(k)

n do reti
ulado Π(k)
n : |µ(k)

n (0̂, 1̂)| é o número de permutaçõesde [n − 1] 
om 
onjunto des
endente {k, 2k, . . . , n− k}. Com esse resultado emmão temos o seguinteLema 26 (Björner, Lovász '94, [4℄). Se t = n/k então
|µ(k)

n (0̂, 1̂)| > (n− t)!(t− 1)!

((k − 1)!)t
.Proof. Parti
ione {t, . . . , n − 1} em t blo
os A1, A2, . . . , At de tamanho k − 1.Considere a permutação que 
omeça 
om os elementos de A1 em ordem 
res
ente,seguido por qualquer elemento de {1, . . . , t − 1}; então 
hegam os elementos de

A2 em ordem 
res
ente, seguido por qualquer outro elemento de {1, . . . , t− 1}; eassim por diante até terminarmos 
om os elementos de At em ordem 
res
ente.
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onjunto des
endente 
erto. O número depermutações dessa forma é
(n− t)!(t− 1)!

((k − 1)!)t
.

�Imediatamente tiramos a seguinte 
on
lusão.Corolário 27. Se T é uma árvore de de
isão linear para o problema da k-divisibilidade, então o número de folhas sim de T , bem 
omo o número de folhasnão, é pelo menos
(n− t)!(t− 1)!

((k − 1)!)t
,onde t = n/k.Usando a igualdade de Stirling temos um resultado mais explí
ito.Teorema 28 (Björner, Lovász '94, [4℄). Toda árvore de de
isão linear para oproblema da k-divisibilidade tem tamanho pelo menos (n/(k + 4 log k))n e alturapelo menos n log3(n/(k + 4 log k)).5.1. Algoritmos baseados em 
omparações. Um fato interessante é que paraquase todos esses problemas existe um algoritmo simples baseado em 
omparaçõesdos elementos da entrada 
om 
omplexidade da mesma ordem que a 
ota inferiordada pelas árvores de de
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