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1. Introdugao

1.1. Teoria dos Grafos. Como ji é usual em combinatdria, denotamos
por [n] o subconjunto
n] ={1,2,...,n} CN,
onde N € o conjunto dos niimeros naturais. Também ¢ usual a seguinte notacao:
se V é um conjunto finito qualquer e 0 < k < |V, entdo usamos (Z) para
denotar a familia de todos os subconjuntos de V' com cardinalidade k, ou seja,

<Z>={U:U§Ve|U]:k}.

Usamos 2" para denotar
V]

V
2V =
U (x)
k=0
o conjunto de todos os subconjuntos de V.

Um hipergrafo G é um par ordenado G = (V, E), onde V = V(G), é um
conjunto finito cujos elementos sdo chamados vértices e E = E(G) C 2V é o
conjunto das arestas de G. Quando todas as arestas de G tém a mesma cardi-
nalidade, digamos que F C (Z), entao chamamos G de hipergrafo k-uniforme.
Quando quaisquer duas arestas de G tém no maximo um elemento comum
chamamos G de hipergrafo linear.

Um grafo é um hipergrafo (linear) 2-uniforme. Note que essa defini¢do de
grafo exclui os grafos com lacos e com arestas multiplas.

Usamos e (A4, B), onde A, B C V(G), para o numero de arestas em Fq(A, B),

Eq(A,B)={ec€ E(G):enA#DeenB#0}
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ou seja, as arestas de G que encontram A e B.
Dado um vértice v € V(G), chamamos de vizinhang¢a de v o conjunto

Ng(v) ={w e V(G): {v,w} € E(G)},

cuja cardinalidade denotamos por dg(v) e chamamos de grau de v em G.

Dizemos que H é um subgrafo de G, e escrevemos H C G, se H é um grafo
tal que V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Um subgrafo H é dito subgrafo induzido
se E(H) = E(G)N (V(QH)). Ademais, se U C V(G), entao U define naturalmente
um subgrafo induzido, que denotamos por G[U]; também, se F' C E(G) entao
G[F] = G[U], onde U = U cpe-

Dois grafos G e H sao isomorfos quando existe uma bijegao ¢: V(G) —
V(H), tal que {v,w} € E(G) se, e somente se, {¢(v),(w)} € E(H). Por uma
cdpia de H em G entendemos um subgrafo H C G que é isomorfo a H.

Um caminho em G é uma seqiiéncia vy, va, . . ., Up_1, v, de vértices v; € V(G)
dois-a-dois distintos tais que {v;,vi+1} € E(G), para todo i € [r —1]. O
grafo definido pelo caminho com r vértices e r — 1 arestas é denotado por P".
Um circuito em G é um caminho vy, vs,...,v, com a condicao adicional que

{v1,v,} € E(G). O circuito com r vértices e r arestas é denotado por C".
T

2
e chamado de grafo completo. Por K™® denotamos o grafo bipartido completo

O grafo com r vértices, r € N, e todas as ( ) arestas é denotado por K"
com 7 vértices numa particdo e s vértices noutra sendo as tnicas arestas as
rs arestas que ligam vértices de particoes distintas. Quando r = 1, o grafo
bipartido completo é chamado estrela.

Seja r > 1 um inteiro qualquer e consideremos duas fungbes quaisquer
¢: V(G) — [r] e ¢: E(G) — [r]. Chamamos essas fungoes de r-coloragdo dos
vértices e das arestas, respectivamente, de G. Também, chamamos ¢ de co-
loragao prépria dos vértices de G, se para toda aresta e = {u,v} € E(G) temos
|p(e)| > 1, ou seja, se sob a coloragdo ¢ nao existem arestas monocromdticas.
O menor r € N para o qual existe uma r-coloracao prépria dos vértices de G é
chamado o nimero cromdtico de G, sendo denotado por x(G).

De um modo geral, escrevemos G = G™ quando queremos ressaltar que o
grafo G tem n vértices.

1.2. Teoria de Ramsey. Dados os grafos I', Gi,...,G4 (¢ > 1), es-
crevemos I' — (G1,...,Gy) se, para qualquer g-coloracao das arestas de T,
p: E(T') — [q], existe i € [g] tal que

T~ '(i)] contém uma cépia de G,

ou seja, existe i € [g] tal que o subgrafo de I' induzido pelas arestas da cor

i contém um subgrafo H isomorfo ao grafo G;. Neste caso, dizemos que I' é
3



ramsey com relacao a ¢-upla (G, ...,Gy). Definimos o ndmero de ramsey
r(Gy,...,Gg) =min{n: K" = (G1,...,G,)}.
O Teorema de Ramsey afirma que existe n € N tal que K" — (G, ...,Gy).

1.3. Notacao assintética. Sejam f, e g, seqliéncias de nimeros reais,
onde f, > 0 para todo n suficientemente grande. Usaremos as seguintes
notacoes para o comportamento assintético dessas seqiiéncias:

e g, = O(fn), quando n — oo, se existem constantes positivas ¢ € R e
no € N tais que |g,| < ¢fy, para todo n = ng;

e g, = Q(fn), quando n — oo, se existem constantes positivas C' € R e
ng € N tais que g, > C'f,,, para todo n = ng;

e g, = O(fn), quando n — oo, se existem constantes positivas ¢, C' € R
e ng € N tais que C'f, < gn < ¢fn, para todo n > ny;

e g, =0(fn) se gn/fn — 0, quando n — oo.

1.4. Probabilidade discreta. Estaremos sempre considerando espagos
amostrais finitos, também, para nés, uma varidvel aleatoria X, num espaco de
probabilidade (£2,P), é uma funcao qualquer X: Q@ — R.

Escrevemos P {X = t} para a probabilidade do conjunto de todos os pontos
w € ) tais que X (w) =t, ou seja,

P{X=t}=P({weQ: X(w)=t}).

Definimos P {X > t} analogamente.

O walor esperado da varidvel aleatéria X, que denotamos por E X, é dado

pela média
EX = Y tP{X=t}.
tEX(Q)

Daqui por diante, serd importante termos em mente que estaremos tra-
tando com resultados assintéticos. Sendo mais preciso, estaremos diante de
situagoes como a que segue. Seja {(Q,,P,)}neny uma seqiiéncia de espagos de
probabilidade. Suponha que temos uma seqiiéncia de eventos A,, C §2,,. Entao,

estaremos interessados em saber resultados como,
P, (A,) > 1/2, para todo n suficientemente grande,

ou
lim P, (4,)=1.

n—oo
Também, se {A,}nen é uma seqiiéncia de eventos A, C €2, de modo que

P, (4,) — 1 quando n — oo, dizemos que ocorre A, quase certamente.
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Desigualdades, desvios e momentos. Para todo inteiro positivo k, o k-ésimo
momento de uma variavel aleatéria X é o valor esperado de sua k-ésima poténcia
E X*.

O método do primeiro momento é a ferramenta mais simples no uso da
esperanca e segue facilmente da sua definicao:

EX<t=P{X <t} >0
Note que se X > 0 e tg > 0, entao

EX= Y P{X=t} > to » P{X=t} = tP{X=>t},

X (Q) 1EX(@)
=10

donde concluimos a seguinte desigualdade.

DESIGUALDADE DE MARKOV. Se X ¢é uma varidvel aleatoria positiva e
t > 0 entao

EX
< —.

P{X>1t} <~ (1)

Note que, se { X}, }nen € uma seqiiéncia de varidveis aleatérias definidas sobre
a seqiiéncia {(,,P,)}nen de espacos de probabilidade de modo que E X,, — 0
quando n — 00, entdo nés podemos deduzir de (1) que P {X,, > 0} — 0 quando
n — o0 e, nesse caso, temos X, = 0 quase certamente.

A wvariancia de X é dada por

Var X =E(X —EX)?=EX? - (EX)>.
Dessa forma, se A é um real positivo, entao
P {\X ~EX|> A\ Var X} =P{(X ~EX)>> A2 Var X}.

Usando a desigualdade de Markov e fazendo a escolha apropriada para A, temos
um método de segundo momento.

DESIGUALDADE DE CHEBYSHEV. Para todo real ¢ > 0 e toda varidvel

aleatoria X temos
Var X
P{X -EX|>2cEX|<———5. 2
{} |/ }\82(EX)2 ( )
Da desigualdade acima, podemos facilmente concluir que se Var X = o((E X)?),
entdo X > 0 quase certamente, ou ainda, X = (14 0(1))E X quase certamente.
Muitas vezes s6 conseguimos provar que o lado direito de (2) tende a zero
polinomialmente. Quando queremos usar essa probabilidade um ntimero expo-
nencial de vezes, a Desigualdade de Chebyshev nao nos dé informagao suficiente
e temos que recorrer as desigualdades exponenciais. Usamos Bi(n,p) para de-
notar a distribuicao binomzal.



DESIGUALDADE DE CHERNOFF (7). Se X € Bi(n,p), A = 0 e ¢(x) =
(1+z)In(1 + ) — x, para todo x > —1, entdo

P{X-EX > )} <exp (—EXso (IE)\X>> S exp <—2(EXA_2M/3)>

e (3)
P{X -EX<-A}< Exo(2)) < N
S  OXP P\EX)) S\ T2Ex

Da equacao acima deduzimos que para todo A > 0

P{{X -EX|>AEX} <2exp(—p(AM)EX) < 2exp(—c\EX), (4)

onde cy = 3)\2/(6 + 2)).
Uma outra versao da desiguldade pode ser escrita a da seguinte forma.

DESIGUALDADE DE CHERNOFF (7). Se Xi,...,X,, sao varidveis aleatorias
independentes com |X;| <1 eEX; =0, A>0e X =), X; entao
2

P{X}A}<exp(_:\) e IP’{Xg—)\}<eXp(_i>\2>. (5)

Um martingal é uma seqiiéncia de vetores aleatorios Xop, X1,...X, que
assume valores num espaco euclidiano & tal que Xy = 0 e E|X;| < oo para
todo ¢ > 1, e E(Xz’Xo, e ;Xi—l) = Xz’—l-

DESIGUALDADE DE AZUMA-HOEFFDING (Hayes, 2003). Se Xo, X1,..., X,
é um martingal tal que | X; — X;_1| < ¢, entdo para todo a > 0
(a — Yo)®
P (| X, > a) < 2 BRSOV I 6
(15,0 > 0) < 2030~y ®

onde Yp = max{1l + max ¢;,2maxc;}.

1.5. Dois modelos de grafos aleatérios. Vamos denotar por G(n) o
conjunto de todos os grafos sobre o conjunto de vértices V = [n] = {1,2,...,n}.
Seja N = ().

Vejamos os dois modelos mais conhecidos para grafos aleatérios.

Grafo aleatorio binomial. O primeiro modelo que apresentamos é denotado
por G(n,p), onde 0 < p < 1. Nesse modelo o espago amostral é o conjunto
de todos os resultados possiveis do seguinte experimento. Dado p, com 0 <
p < 1, considere uma moeda com probabilidade p de dar cara. Comegamos
com o grafo sem arestas, isto é, o grafo ([n],0)) e, para cada {i,j} € ([3}),
lancamos a nossa moeda independentemente para cada par de vértices. Se
o resultado for cara colocamos a aresta {i,j} no grafo, caso contrario, nao

colocamos a aresta. Um grafo genérico definido desta forma é denotado por
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Gh,p € o chamamos de grafo aleatorio (binomial) com n vértices e probabilidade
de arestas p. Equivalentemente, temos G(n,p) considerando o conjunto G(n)
com a fungao de probabilidade

Py (J) = p*(1 - )",
para um grafo J € G(n) com e arestas.

Grafo aleatorio uniforme. O outro modelo para grafos aleatérios, denotado
por G(n, M), tem como espaco amostral o conjunto de todos os (Aj\g) grafos
sobre V' = [n] que tém exatamente M arestas, onde 0 < M < N. Tomamos
sobre esse espago a distribuicao uniforme, ou seja, se J € G(n) entao

run= (3

Escrevemos G, s para um grafo genérico sorteado uniformemente dentre todos
os grafos com n vértices e M arestas.

Equivaléncias dos modelos de grafos aleatdrios. Aqui daremos alguns resul-
tados de eqiiivaléncia assintética entre os modelos binomial e uniforme de grafo
aleatério. Para uma referéncia mais completa, com as demonstragoes, o leitor
deve consultar ?

Seja @ uma familia de grafos. Pela Lei das Probabilidades Totais temos

N
N\ u N—M
P{Gnpe Q= P{Gnu < Q} <M>p (L—p)" M.
M=0
Dizemos que Q é uma propriedade crescente se todo grafo que contém algum
grafo de @ também pertence a Q, istoé, H CGe H € Q=G € Q.

TEOREMA 1. Seja Q crescente, M = M(n) — oo e & > 0 fizo tal que
0<(1-0)p<(1+d)p<1, ondep=M/N.

(1) SeP{G,p € Q} = 1, entao P{Gpr € Q} — 1.
(2) SeP{G,p, € Q} = 0, entao P{Gp pr € Q} — 0.
(3) Se P{Gnm € Q} — 1, entdo P {G, 144y, € Q} — 1.
(4) Se P{Gnn € Q} = 0, entao P{G, 1_4), € Q} — 0.

Dizemos que @ é uma propriedade convera se H C G C Je H, J € Q
implicam que G € Q.

TEOREMA 2. Sejam Q wuma propriedade convexra e 0 < M < N. Se

P{Gy /N € QF = 1 entdo P{Gp € QF — 1.
7



1.6. Tranformada de Fourier. Sejam C* = C\ {0} o grupo multiplica-
tivo dos ntimeros complexos e G um grupo abeliano finito de ordem N. Um ca-
racter de G é um homomorfismo x: G' — C*. Como x(a) = x(Na) = x(0) =1
um caracter assume valores nas N raizes da unidade.

Note que o produto de caracteres (xp)(a) = x(a)p(a) é um caracter e,
entao, o conjunto dos caracteres de G com o produto definido acima e o elemento
unidade

Xo(a) =1 (Va € G),
chamado de caracter principal é um grupo, que é denotado por G e chamado
de grupo dual de G.

Algumas propriedades importantes dos caracteres seguem diretamente da

definicao. No seguinte resultado, temos as relagoes de ortogonalidade dadas em
(ii) e (iv).

PROPOSICAO 3. Sejam x, &, ¢ caracteres de G com x # xo € a, b, ¢
elementos de G com a # 0. Valem as sequintes relagoes de ortogonalidade.
i) Y x(g) =0
geG

(ii)) A soma Zf(g)cp(g) €0 se&# ¢ eN caso contrdrio.
geG

(i) ) ¢(a) =0.
ceq
(iv) A soma Z C(b)¢(c) €0 seb+#ceN caso contrdrio.
Ce@

DEMONSTRAGAO. Para o item (i), seja b € G tal que x(b) # 1 (que existe
pois x é nao-principal). Entao x(b) >-,cqx(9) = X jeax(b+9) = > ca x(9)
donde segue o resultado.

O item (ii) para £ = ¢ é imediato, caso contrario, segue do item (i).

Q»

Note que existe um isomorfismo natural G = @, dado pora € G— a €

~—

definido por a(x) = x(a). Assim, os itens (iii) e (iv) seguem dos itens (i) e (ii

O

formulados para o grupo G.

EXERCicIO 4. Mostre que se G é soma direta, digamos G' = H; ® H», entao
G~H ®Hy, DeZn=™=Zy (veja exercicio 64) conclua que G =2 @, para todo
G abeliano e finito.

Prova-se que G ¢ uma base ortonormal do espago vetorial das fungoes G —

C, denotado por C¢, de dimensdo N e com o produto interno

(.96 =y O Tag(a). ™)
acG
8



Logo, qualquer funcao f: G — C pode ser escrita como

fla)=) exx(a)  (Vacq)

xeé

e os coeficientes ¢, = (f, x)¢ s@o chamados coeficientes de Fourier.
A funcéo
fX)=Neg=>_ fla)x(a)  (¥x€G)
acG
é chamada de transformada de Fourier de f. A transformada inversa é facil-

mente calculada

fla) = Y eoxa) = Y- - FEN@) = 1 3 Foox(@).

x€@ xeG el

ExERrcicIo 5. Defina § € C¢ por

1, =0
5(@): Se a

0, caso contrario.

Mostre que

S0=1 (Wxed) e oa)= % S x(@) (Vaeq).

xX€G

TrOREMA 6 (Férmula de Plancherel). Para quaisquer f, g € C

(f.9)¢ = N{f,9)a-

DEMONSTRAGAO. Para cada a € G defina a fungao y,: G — C por x,(b) =
d(b — a). Dessa forma, temos que xq(p) = ¢(a) para todo ¢ € G e, por
ortogonalidade

1, sea=05b

(G Xilg = 3 3 P@elb) =

P 0, caso contrario.
peG

Por outro lado

1 SRy 1/N, sea=1b
(Xa> X0)G = N Z5(a —¢)o(b—rc) =

ceG 0, caso contrario.

Portanto, (Xa,Xs)g = N{Xa, Xb)c-
Agora, {x.: a € G} forma uma base de C%. Estendendo por linearidade

temos a férmula de Plancherel para quaisquer f,g € CC. O
9



A convolucdo das funcoes f,g € CE é

frgla)=>_ f(b)gla—b), (8)

beG

e é facilmente provada a identidade

fxg9(x) = F(x)900)- (9)

1.7. Matrizes reais simétricas. Assumimos que matrizes serdo sempre

quadradas. Se A é uma matriz sobre C entao denotamos por A* a sua transposta

conjugada. Chamamos A € C de autovetor se existe vetor coluna nao-nulo v,
chamado de autovalor associados de A, se

Av = Av. (10)

Equivalentemente, A é um autovalor de A se, e somente se, for raiz do polinémio
p(z) = det(A — xI), onde I é a matriz identidade. Dessa forma, pelo Teorema
Fundamental da Algebra, toda matriz tem autovalor. Agora, notemos que
multiplicando ambos os lados de (10) por v* temos

v Av = \v|?
e tomando o conjugado transposto nos dois lados da igualdade acima temos que
(VFAV)* = v¥(vA)* = v A*v = \|v|?,
portanto, se A = A*, entdo A é igual ao seu conjugado complexo \.

PROPOSICAO 7. Uma matriz n X n real e simétrica tem autovalores A\, Ao,
.o, Ap TEATS. g

Dizemos que uma matriz é ortogonal se seus vetores coluna sao ortonormais,
isto é, sao dois-a-dois ortogonais e de norma 1. O seguinte resultado é bastante
conhecido e pode ser encontrado na maioria dos textos de Algebra Linear como
Teorema Espectral (Real).

TEOREMA 8. Se A € uma matriz n X n real e simétrica entao existe uma
matriz ortogonal Q tal que A = QTDQ, onde D = diag(A1, A2, ..., ).

Esse resultado é equivalente a: Se A € uma matriz n X n real e simétrica
entao existe uma base do R™ formada por autovetores de A. Nao ¢ dificil provar
que essa afirmagao é equivalente ao teorema acima.

Se A é real e simétrica entao xTAx = xTQTDQx = y'Dy, onde y = Qx.
Observamos que se |x| =1 entdo |y| =1 e que yTDy = A\jy12 + Xoyo? + -+ +
Anyn2. Logo, de A\; = Ao > -+ >\, temos

A1 = max{x"Ax: x € R" e |x| = 1}. (11)
10



EXERCicIO 9. Mostre que se x1 é o autovetor associado a A1 entao
A2 = max{xTAx: x € R", x | x; e |x]| = 1}.

Finalmente enunciamos o seguinte resultado, conhecido como Teorema de

Perron-Frobenius para matrizes reais, simétricas e nao-negativas.

TEOREMA 10. Se A é uma matriz real nao-negativa entdo A tem um au-
tovalor real \1 > 0 e exite um autovetor positivo associado a \1. Além disso

IA| < A1 para todo \ autovalor de A e A = —)\; se e somente se A é da forma

0 B
<BT O) (12)

Para finalizar, dizemos que desses resultados podemos deduzir véarias pro-
priedades de grafos a partir do espectro da matriz de adjacéncias.

2. Um breve histérico

Quando Issai Schur trabalhava com distribuicdo de residuos quadraticos
em Z, conjecturou que se os nuimeros naturais fossem particionados em um
numero finito de partes entdao pelo menos uma das partes conteria uma pro-
gressao aritmética arbitrariamente longa. Esse resultado foi demonstrado por
van der Waerden (1927) e é um dos resultados pioneiros da Teoria de Ramsey.

O Teorema de van der Waerden pode ser formulado da seguinte maneira
que é equivalente ao enunciado acima por um argumento de compacidade (veja
Graham et al., 1980, Segao 1.5).

TEOREMA DE VAN DER WAERDEN. Dados o0s naturais k e r existe um
natural W = W (k,r) tal que se particionamos o conjunto {1,2,..., W} C N
em r classes, entdo pelo menos uma dessas classes contém uma progressao
aritmética com k termos.

Uma questao que surge naturalmente, e revelou-se muito dificil, é saber
quao rapido é o crescimento de W (k,r) como fungao de k e r. Pode-se deduzir
uma cota superior para W (k, r) que cresce muito rapidamente da demonstragao
de van der Waerden (1927). J& no caso r = 2 a velocidade com que W (k,2)
cresce é tao rapida quanto a funcdo de Ackermann Ay(k), que é definida para
todo natural k a partir de

2+k sem=1,
Ap(k) =42 sem>lek=1,
Apm—1(Ap(k—1)) caso contrério.

Uma demonstragao do Teorema de van der Waerden devida a Shelah (1988)

fornece W (k,2) < As(k), que melhora muito o limitante superior mas ainda
11



estd longe do melhor limitante inferior conhecido que é exponencial em k (Ber-
lekamp, 1968, mostrou que W (k + 1,2) > k2F).

O seguinte argumento probabilistico mostra que W (k, 2) > V2F. Para cada
elemento do conjunto [n] = {1,2,...,n} C N, sorteamos com probabilidade 1/2
uma dentre duas cores, digamos azul e vermelha, independentemente. Dessa
forma um subconjunto S C [n] é monocromético com probabilidade 2'~15I. Se
S é escolhido dentre as progressoes aritméticas com k termos, entao a proba-
bilidade de existir S monocromatico é menor que 1 dado que (n?/2)2'=% < 1.
Ou seja, vale que W (k,2) > V2E.

ExERrcicio 11. Generalize o argumento acima para mostrar que W (k,r) >

Vork=1,

Erdés e Turéan investigaram a grandeza do maior subconjunto de [n] que nao
contém uma progressao aritmética de k termos, a qual denotamos por 7(n), es-
perando melhorar a cota superior para W (k,r). De fato, r;(n) < n/2 implicaria
que W (k,2) < n. Mais ainda, se r,(n) < m(n), onde m(n) = (1 + o(1))n/logn
¢é a quantidade de nimeros primos menores ou iguais a n, entao terlfamos uma
progressao aritmética de primos arbitrariamente longa, resolvendo assim o que
na época era um velho problema da Teoria dos Nimeros (veja se¢ao 2.2).

Nessa investigacao eles notaram que deve ser possivel descobrir progressoes
aritméticas de k termos em qualquer subconjunto de inteiros suficientemente
denso. Essa conjectura, que tinha uma recompensa de Us$1000, foi resolvida
por Roth para k& = 3, (Roth, 1953) e por Szemerédi para k = 4 (Szemerédi,
1969) e em seguida para todo k (Szemerédi, 1975).

Essa linha de ataque ao problema revelou-se dificil e ndo contribuiu efeti-
vamente para determinagao de uma boa cota para o numero W (k,r). Mesmo
determinar se ri(n) = o(n) nao parecia facil.

O Teorema de Szemerédi (1975), um tour de fource em combinatéria, res-
ponde afirmativamente a conjectura de Erdés e Turan.

TEOREMA DE SZEMEREDI. Para todo inteiro k > 2 e todo real 0 < ¢ < 1
existe um inteiro ng = no(e, k) > 0 tal que, para todo inteiro n > ngy, se A C [n]
e |A| > en, entdo A deve conter uma progressio aritmética de k termos.

Atualmente conhecemos demonstragoes nao combinatérias para Teorema de
Szemerédi, como a que usa Teoria Ergddica e nao fornece cota para ng devido
a Furstenberg (1977), e a de Gowers (2001) que generaliza a prova de Roth
usando analise harmonica e da uma estimativa para ng que é

)
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A exata dependéncia de ng em ¢ e k nao é conhecida.

Respondida a conjectura de Erdés e Turan, o principal problema nessa linha
atualmente é descobrir a velocidade com que ri(n)/n converge para 0. Por
exemplo, atualmente sabemos que r3(n) = o((loglogn(logn)~1)'/?) (Bourgain,
1999) e que r3(n) > exp(—cy/logn), (Behrend, 1946) ¢ > 0.

ExERrcicio 12 (Szekeres). Considere o conjunto dos nimeros inteiros po-
sitivos cuja expansao ternaria contém somente digitos 0 e 1. Mostre que
esse conjunto nao contém progressao aritmética com 3 termos. Mostre que
r3(3% —1/2) > 2% e conclua que r3(n) > n'°8s2,

2.1. O impacto em Teoria dos Grafos. A demonstracdo do Teorema
por Szemerédi é puramente combinatéria, e uma das mais dificeis da combi-
natoria, e um passo importante dessa demonstragao é conhecido como Lema de
Regularidade de Szemerédi, ou simplesmente Lema de Szemerédi.

Ingenuamente, o Lema de Szemerédi diz que o conjunto dos vértices de todo
grafo pode ser particionado em um pequeno nimero de subconjuntos basica-
mente da mesma cardinalidade, de forma que muitos dos subgrafos bipartidos
induzidos por essas partes tém suas arestas distribuidas de maneira quase uni-
forme.

Esses subgrafos pseudoaleatorios satisfazem vérias propriedades locais de
grafos bipartidos aleatérios. Por exemplo, quase todo vértice tem grau préximo
ao grau médio (veja a Afirmacao 19 na pégina 19).

Os livros mais modernos de Teoria dos Grafos (Diestel, 1997; Bollobds,
1998) dedicam um capitulo ao lema de Szemerédi e, atualmente, é ferramenta
importante para varios resultados em Teoria dos Grafos e aplicagoes, como é
bem mostrado no survey Komlés and Simonovits (1996).

2.2. PA de primos. A famosa conjectura sobre a existéncia de progressoes
aritméticas de primos arbitrariamente longas foi resolvido por Green and Tao
(2008). Como os préprios autores dizem, o resultado tem trés ingredientes

principais sendo um deles o Teorema de Szemerédi.

TEOREMA 13 (Green and Tao, 2008). Os nimeros primos contém pro-
gressoes aritméticas de k termos para todo k € N.

3. O Lema de Regularidade de Szemerédi

Sejam G = (V, E) um grafo e A, B C V, subconjuntos disjuntos de vértices.
Lembrando que denotamos por eg(A, B) o numero de arestas de G com um
extremo em A e outro em B, definimos
ec(A, B)

= Tl

13



chamado de densidade do par (A, B) no grafo G. Escrevemos e(A, B) e d(A, B)
quando G estiver subentendido.

Na sua primeira versao, aquela usada na prova do Teorema de Szemerédi,
o Lema de Regularidade foi provado para grafos bipartidos.

LEMA. Dados reais positivos €1, €9, §, 0 e o existem naturais ng, mgy, N
e M tais que para qualquer grafo bipartido (AU B, E) com |Al =n > N e
|B| = m > M wale o sequinte. Ezistem conjuntos V; C A, para todo i < ng, e

Vij € B, para todos i < ng e j < mg tais que

o ‘A\UKn0 Vil <on, e ‘B\qun0 Vij| < om para todo i < ny, e

e para todos i < ng e j < mg e para todos T C V; e S C V;; wale o
sequinte. Se |T'| > e1|Vi| e |S| > e2|Vij|, entdo d(T,S) > d(V;,Vij) — 6
e e({u}, Vi) < (d(V3, Vij) + 0)|Vil, para cada u € Vi;.

Vejamos agora a versao plena do Lema de Regularidade. Para tal, primeiro
introduzimos mais algumas defini¢ées. Dados um grafo G = (V, E), um real ¢ <
1 positivo e A, B C V disjuntos, dizemos que o par (A, B) é (e, G)-regular, ou
simplesmente e-reqular quando G esta subentendido, se para quaisquer X C A
eY C Bcom |X|>¢|A| e |Y] > ¢|B| temos

|da(A, B) — da(X,Y)| <e.

Observe que quanto menor for €, mais uniforme é a distribuicao das arestas no

grafo.

EXEMPLO 14. Seja Bjs um grafo bipartido escolhido aleatéria e uniforme-
mente dentre todos os grafos bipartidos sobre o conjunto de vértices V' = [n]x[n]
e com M = n?/2 arestas. Para todo e, quase certamente o grafo B é e-
regular. O

ExERrcicio 15. Mostre o fato acima. Uma dica é mostrar que a probabi-
lidade de ocorrer (1/2 — &)n? < e(X,Y) < (1/2 + )n? para um par (X,Y)
de subconjuntos grandes, é exponencialmente pequena. Recorra a Desigual-
dade de Janson e a eqiiivaléncia entre os modelos binomial e uniforme de grafos
aleatorios dados na Introdugao.

EXEMPLO 16. Se d(A, B) < 2, entdo A e B formam um par e-regular, ou
seja, pares muito esparsos sao necessariamente regulares. De fato, se X C A
com |X|>¢|Al eY C B com |Y| > ¢|B|, entao

e(X.Y) _e(d4.B) _ SAIB| _ £|A|B

d(X,Y) = < < < <e.
(XTI XYl = XY elAlelB]
14



Agora, se A e B formam um par e-regular em G, entéo eles também formam um
par e-regular no complemento de G, logo, podemos concluir que pares densos,
com densidade maior que 1 — &3, também sio regulares. ]

Seja P = {Vy,V1,...,Vi} uma (k + 1)-particdo do conjunto de vértices V.
Dizemos que P ¢é uma (¢, k)-eqiiparticio se |V;| = |Vj| paratodos 1 <i < j <k
e |Vo| < ¢|V]. O conjunto Vjy é chamado conjunto excepcional e pode ser vazio.
Dizemos que a particdo P é uma eqiiparticao se for uma (e, k)-eqliipartigao
para algum ¢ e algum k.

Dizemos que a (g, k)-eqiiiparticao P é (e, k, G)-regular se é uma (g,k)-
eqiiiparticdo onde o nimero de pares (V;,V;) com 1 < i < j < k, que nao
sao (g, G)-regulares é no maximo z—:(g)

Szemerédi (1978) demonstrou uma versao do Lema de Regularidade para
grafos arbitrarios. A versao plena do Lema de Regularidade de Szemerédi é o
seguinte resultado.

LEMA DE REGULARIDADE DE SZEMEREDI. Dados um real 0 < e <1 e um
inteiro ko > 1, existem inteiros positivos ny = ng(e, ko) e Ko = Ko(e, ko) = ko
tais que se G = (V, E) é um grafo com pelo menos ng vértices, entdo existe uma
particao (e,k,Q)-reqular de V' com ko < k < Kj.

O conjunto excepcional é uma conveniéncia técnica para garantir que as
outras classes tenham exatamente a mesma cardinalidade (veja o Corolério 30
na pagina 27 para uma versao sem a classe excepcional).

O Lema de Regularidade permite até ~ ek? pares irregulares e Szemerédi
(1978) perguntou se o lema vale quando nao permitimos pares irregulares. Uma
resposta negativa foi dada por varios pesquisadores, como mostra o seguinte
exemplo descrito por Alon et al. (1994): considere o grafo bipartido G = (AU
B,FE) dado por A ={a1,...,ap,} e B={b1,...,by} e a;b; € E se e somente se
1< 4.

EXERCic1O 17. Mostre que para € > 0 suficientemente pequeno existe uma
constatnte ¢ = ¢(g) > 0 tal que qualquer partigao e-regular do grafo bipartido

G descrito acima necessita de pelo manos ck pares e-irregulares.

3.1. Uma idéia da prova do Lema. Vejamos uma idéia da prova do
Lema de Regularidade. Seja G um grafo de ordem n e suponha um par (4, B)
de subconjuntos disjuntos de vértices que nao é (¢, G)-regular. Ponha A; e By
subconjuntos de A e B, respectivamente, que atestam a e-irregularidade, isto
é, |A1| = €|Al, |Bi| = €|B| e |d(A1,B1) — d(A,B)| > . Sejam Az e Bs os

complementos de A1 e B; em A e B, respectivamente. Defina uma “densidade
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média” para essa partigdo do par (A4, B) pondo

a({A1, A2}, {B1, B2}) = —5 Zd Ay, Bj)?|Ai]| Byl (13)
i
A idéia fundamental na prova do Lema de Regularidade: quando hd muitos
pares irregulares, refinamos a particdo. Como ¢ definido na equagao (13) é
limitado superiormente e a densidade cresce substancialmente, apés um ntmero
finito de refinamentos teremos uma partigao e-regular de (A, B). Agora,

- 6(Ai,Bj)2 _ 1 6(A1,B1)2 €(Ai,Bj)2
a({A1, A2}, {B1, B2}) = ZZ]:n2|AiHBj| =22\ A +i§2 A8,

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz !
e(Ay, By)? n (Zi+j>2€(AiaBj)2> _
| A1 B > [Ail 225 1By
1 <€(A17Bl)2 L (e(4,B) — 6(A1,Bl))2)
| A1||B1] [AlIBl = [Aul|By] /)
Definindo § = d(A;, B1) — d(A, B) = e(A1, B1)/|A1||B1| — e(A, B)/|A||B|, iso-
lamos e(A1, By) e substituimos na equagao acima, ficando

a({A1, A2}, {B1,B2}) > nl?<

e(A,B)

n?q({A1, A2}, {B1, Bo}) >

|A1]|B1]
2
(e(4, B) = KBt 1B = 0| 4u| By
|A||B| — |A1]| B
A, B)? A, B)?
252’A1||Bly—|—6( y ) >€( ) ) —|—€4‘AHB|,

[AllBl ~ |A||B]
pois |Ai| > €|A|, |Bi| > ¢|B| e |[0| > e. Portanto q({A1, A2}, {B1,B2}) >
a(A, B) +'n~2| A||B].

Note que no caso do Lema de Regularidade estamos interessados quando
as partes envolvidas tém a mesma cardinalidade, ou seja, acima |A| = |B| e
particionamos os pares irregulares em partes de mesma cardinalidade. Dessa
forma, seguindo a bibliografia, chamaremos essa densidade média de indice da
particao que é definido como segue.

Definimos o indice da partig&o P ={Vo,V1,...,Vi} por

ind(P Z de,V

1<7,<j<]€

Observe que 0 < ind(P) < 1/2.

2
s 77’1 > (Zzosi)z, que segue da usual 3" a;2 Y b2 = (3 aibs)?.
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O indice mede o quanto a particao é regular. Se a particdo tem muitos
pares (A, B) irregulares nés podemos tomar X C A e Y C B que violam
a condigdo de regularidade em (A, B) e fazer deles elementos de uma nova
particao. No refinamento o indice cresce por uma constante aditiva fixa e como
o indice é limitado superiormente, apds um numero limitado de refinamentos
teremos uma particao e-regular. Essa idéia, que estd formulada no lema abaixo,

é o coragao do Lema de Regularidade.

LEMA 18. Sejam € < 1 um real positivo e P = {Vp,...,Vi} uma (e, k)-
eqiiiparticio de V(G) tal que 4% > 600>, Se mais que s(g) pares (V;,V;) de
elementos de P sao e-irregulares entao existe uma (1 + k4k)—eqiiipa7"tig:do Q de
V(G) com < |Vo| + n/4* vértices na classe excepcional e tal que

e

372.

A prova do Lema de Regularidade segue por repetidas aplicagdes do Lema 18.

ind(Q) > ind(P) + (14)
Por (14), temos que no t-ésimo passo

15

327

portanto, com no maximo 16e > passos temos uma equiparticio e-regular de V(G).

1
5> ind(P;) > ind(P) +

Na Secao 6 veremos uma versao do Lema de Regularidade de Szemerédi,
provada por Kohayakawa e Rodl independentemente, da qual podemos extrair
a versao acima de Szemerédi como um caso particular. La daremos uma de-

monstragao completa do Lema de Regularidade.

3.2. Limitacao quantitativa. A cota superior dada pelo lema para o
nimero de partes da eqiiiparticao, Ky, é extremamente grande, uma torre de
2’s de altura proporcional a e7°, que indica que esse resultado é quantitava-
mente ruim. A demonstragao do Lema de Regularidade envolve uma exponen-
ciacdo iterada 16e~° vezes (veja pag. 17), portanto as estimativas em muitas
das aplicagoes podem ser muito fracas.

Por exemplo, Chvatél et al. (1983) provaram o seguinte resultado (veja
secao 5.3) usando o lema. Dado A € N, todo grafo G = (V, E) de grau maximo
< A admite nimero de ramsey r(G, G) linear, ou seja, r(G,G) < ¢|V/|, onde
¢ = ¢(A) é uma constante positiva que depende s6 de A. Por conseqiiéncia do
uso do Lema de Szemerédi, a constante ¢ é limitada superiormente por uma
torre de 2’s de altura A. Graham et al. (2000) conseguiram uma demonstragao
desse resultado que evita o uso do Lema de Regularidade de Szemerédi e atinge

2 s
(log A) , onde a > 0 é uma constante.

o limitante superior ¢ < 2%
Em alguma aplicagoes seria util uma cota superior exponencial, por exemplo

algo da forma exp(c?), mas Gowers (1997) mostrou que tal cota nao existe, ou
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seja, mostrou que existem grafos G nos quais, para qualquer particao (g, k, G)-
regular dos vértices, tem-se que k é maior ou igual a uma torre de 2’s de altura
proporcional a log(1/e).

4. Como aplicar o Lema?

Suponha dados € < 1 real positivo e kg > 1 inteiro. A aplicagdo do Lema de
Regularidade sobre um grafo G com n vértices, para n suficientemente grande,
nos dd uma particao P = {Vp, V1,..., Vi } tal que

n n
1-— 7< igiv 1
(1-oF <Ml<] (15)

para todo i € [k]. Ainda, dado um real positivo p < 1, considere os pares
(Vi,V;), paral < i < j < k, que sdo (e, G)-regulares de densidade pelo menos p.
Entao, pondo |V;| = m para todo i € [k],
(i) Vo contém no maximo 1/2(en)? arestas e existem no méximo |Vp|mk <
enmk arestas que ligam vértices de Vj aos vértices das outras classes;
(ii) cada um dos no maximo E(g) pares irregulares contém no maximo m?
arestas;
(iii) entre os pares e-regulares de densidade < p hd < pm? arestas;
(iv) cada Vj, para i € [k], contém no méximo (’g’) arestas.

Seja G” = G"(P, p,e) o grafo obtido de G removendo as arestas descritas
nos itens (i)—(iv). Entao,
2

1 k 1
e(G) < 5(571)2 + enmk + §m2k2 + ?pm2 + §m2k +e(G"),

portanto, usando o limitante superior dado em (15) para |V;| = m (Vi € [k]),
temos que

2
e(G") > e(@) — % <p+4€ + > . (16)
Esse grafo G” obtido é muito util nas aplicagoes.

4.1. O Teorema de Roth — demonstracao combinatéria. Vejamos
uma demonstracao do Teorema de Szemerédi para k = 3. Ponha r(n) para a
cardinalidade maxima de um subconjunto de [n] que ndo contém uma progressao
aritmética de k termos, que abreviamos k-PA. Pelo Teorema de Szemerédi temos
que ri(n) = o(n). O caso k = 3 foi provado analiticamente por Roth em 1954.
Vejamos uma demonstragao combinatéria deste caso.

TEOREMA. Com a notac¢do acima



DEMONSTRAGAO. Comegaremos definindo um grafo onde aplicaremos o
Lema de Regularidade. Sejam X, Y e Z cépias disjuntas de [3n] e seja U C [n]
um subconjunto qualquer. Definimos o seguinte conjunto S = S(U)

S:{(x,y,z)eXxYxZ:y—x:z—y: ng EU}.
Seja G = (V, E) o grafo tripartido com 9n vértices obtido tomando-se V =
X UY U Z, e as arestas sao os pares de V' contidos em alguma tripla de S.

O numero de arestas em G é e(G) > 3|U|n, pois cada elemento de |U| gera
pelo menos n triplas em S e cada tripla contribui com 3 arestas.

O conjunto das arestas de G pode ser decomposto em e(G)/3 tridngulos
disjuntos nas arestas, os quais chamamos de triangulos ndao-espontaneos.

A terceira observagdao que fazemos é que, se G contém um tridngulo que
¢é espontaneo, entao U contém uma 3-PA. De fato, se z/,3/, 2’ formam um tal
triangulo, entao devemos ter ' — 2’ # 2/ —y/ e tomandoa =y —2' e b= 2" —/
temos a,b € U por defini¢do, e também “TH’ = % € U. Logo a,b, GTH’ é uma
3-PA em U.

Agora, vamos supor que |U| = an, para alguma constante « > 0, e vamos
provar que U deve conter uma progressao aritmética. Claramente, é suficiente
mostrar que o grafo G deve conter um triangulo espontaneo.

Escreva N = 9n. Temos e(G) > 3|U|n = 3an?, entdo podemos escrever
e(G) = 5(];] ), onde 8 é uma constante fixa e independente de n. Aplicamos o
Lema de Szemerédi em G para os parametros € = {5 e ko = {5_1].

Agora, observamos que o nimero de arestas nao contidas em pares com
densidade pelo menos p = 3/6 é, pela equagao (16) na pagina 18, no maximo

N? _ N?B _B(N

- < p—
24 3

Removendo essas arestas, obtemos o grafo G que ainda contém um tridngulo
T, pois existiam e(G)/3 = (];[) /3 triangulos disjuntos nas arestas (aqueles
nao-espontaneos) em (. Ainda, as trés arestas do triangulo 7" estdo contidas
em pares e-regulares com densidade pelo menos (3/6. Vamos supor, sem perda
de generalidade, que esses pares sao os dados por Vi, V5 e V3.

Agora, usamos o fato que muitos vértices em pares regulares tém graus

préximos.

AFIRMAGAO 19. Se (A, B) € um par e-regular com densidade d = d(A, B),
entdo para qualquer Y C B com |Y| > ¢|B],

[{z € A: e({z},Y)| < (d— )|V ]} ]| <elA]
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De fato, seja X o conjunto dos vértices z € A tais que |e({z},Y)| < (d —
e)|Y|. Entao, e(X,Y) < |X|(d — ¢)|Y], portanto, d(X,Y) < d — ¢ e pela &-
regularidade do par, concluimos que |X| < ¢|U|, provando a afirmagao.

Portanto, se (V1, V3) e (Va, V3) sdo e-regulares, entao existem pelo menos (1—
2¢)| V3| vértices em V3, cada um ligado a pelo menos (8/6—¢)|V;| vértices de V;,
para ¢ = 1,2. Fixe um deles, digamos z, e ponha N;(x) para o conjunto dos
vizinhos de x em V.

De 8/6 —e = 98/60 > ¢ temos, pela e-regularidade, que existem pelo
menos (3/6 — &)|N1||No| > (98/60)3|V1||Va| arestas ligando vértices de Ni(z)
com vértices de Na(x). Cada aresta corresponde a um triangulo contendo z.
Desde que, dois tridngulos nao-espontaneos nao tém dois vértices comum, entao
existem no méximo |Vi| = |Va| tridngulos nao-espontaneos contendo o vértice
x.

Portanto, para n suficientemente grande, o grafo G contém um tridngulo

espontaneo, ou seja, U contém uma 3-PA. U

OBSERVAGAO 20. Seguindo o argumento acima, se Vq, V5 e V3 sdo conjuntos
disjuntos de cardinalidade m que formam, 2-a-2, pares e-regulares de densidade
p, entdao nds temos o seguinte: pela Afirmacao 19, pelo menos (1 —2¢e)m vértices
v3 de V3 tém pelo menos (p — €)m vizinhos em V; e em V5. Dado que p > 2¢
temos, pela e-regularidade do par, pelo menos (p — €)3m? arestas ligando os
vizinhos de v3 em V; aos vizinhos desse vg em V5.

Dessa forma, o nimero de triangulos nessa tripla é pelo menos t3 = (1 —
2¢)(p — €)>m3. Note que t3 — p>m?, quando ¢ — 0. Agora, se essa tripla é
formada por grafos bipartidos aleatérios com probabilidade de arestas p, entao
o ntimero de tridngulos tende a p*m?, conforme m — oo.

Exercicio 21. Sejam Vi, V5 e V3 conjuntos dois-a-dois disjuntos com m
vértices cada e seja T, = (V1 UV U V3, E) o grafo tripartido aleatério onde cada
par uw com u € V;, w € Vj e i # j é uma aresta com probabilidade p € (0,1).

Mostre que o niimero de tridngulos em T}, é (1 4 o(1))p3m?>.

Na proxima se¢do vamos mostrar como obter uma copia de um grafo H a
partir de uma partigdo e-regular dos vértices de um grafo G.

4.2. Imersao via pares regulares. Quando temos um grafo G denso,
o Lema de Regularidade nos garante que se |V(G)| é suficientemente grande,
entao conseguimos uma copia de um grafo “pequeno” H em G.

Vamos fazer o paragrafo anterior mais preciso. Dados um grafo J, reais
p > ¢ > 0 e um inteiro positivo m, construimos o grafo G = G(J;m, p,¢) da
seguinte forma. Para cada vértice de J tomamos um conjunto independente com

m pontos. Agora, para cada aresta de J ligamos os vértices do respectivo par
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de conjuntos independentes de modo a formar um par e-regular de densidade
pelo menos p. Dado um inteiro ¢ > 0, denotamos por J(t) o grafo obtido
pelo procedimento acima quando os pares de conjuntos independentes cujos
respectivos vértices sao arestas em J induzem subgrafos bipartidos completos.

LEMA 22 (Komlés and Simonovits, 1996). Dados o grafo J, A >1ep >0
existem o, € > 0 e mg = 1 tais que para todo m = mgy qualquer grafo G =
G(J;m,p,e) contém uma copia de qualquer subgrafo H de J(|am]) com grau
mdrimo < A. Mais que isso, o numero de copias rotuladas de H em G € maior
que (em)".

DEMONSTRAGAO. Vamos supor, sem perda de generalidade, que V(H) =
{v1,...,vp}. Definimos

E=|V(J) e t=|am].

Além disso,

_\A
a:m, e<a e moze_l.
Consideremos H C J(t) pelo homomorfismo injetor ¢: V(H) — V(J(t)) e

vaios escrever

V(G) = VI(G) U---u Vk(G), com |VZ-(G)| = m para todo i € [k],
V(J(@) = VI(J) U---u Vk(‘]), com |Vi(‘])| = m para todo i € [k].

Vamos definir um homomorfismo injetor £: V(H) — V(G) indutivamente:
Passo 0: Para todo j € [h] ponha C;(0) = V;(G), onde 7 é tal que ¢(v;) €
V;(‘]).
Passo j: (j > 1) Escolha &(v;) € Cj(j — 1) tal que, para todo £ > j

se vj € N (ve) entdo|Ce(j — 1) N Na(&(v)))| > (p —€)|Ce(i — 1), (17)
e atualize os conjuntos
Ce(j —1) N Na(E(vy)  sevjue € E(H),

Co(j—1) caso contrario.

Co(j) =

Dessa forma, C(i) denota o subconjunto de vértice de G candidatos a &(v;)
no i-ésimo passo. Enquanto a imersao segue, C;(4) vai ficando menor até quando
&(vj) € Cj(j — 1) é escolhido.

Assim, queremos escolher &(v;) tal que Cy(j) nao seja pequeno, isto é, nao
muito menor que Cy(j — 1). Porém, pela Afirmagao 19, pagina 19, a menos de
e|C;(j — 1)| escolhas para £(v;), temos |Cy(j)| = (p — €)|Ce(j — 1)| para cada
£> 7.
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Para todo £ > j, defina dy; = |{i € [j]: vv; € E(H)}| e, portanto,

) >(p—e)¥m sedy >0
1Ce(5)] ’

=m se dg; = 0.

Logo, temos |Cy(5)| > (p — €)2m > em.
Entao, quando escolhemos &(v;) todos os vértices de Cj(j — 1), a menos de
Aem deles, satisfazem (17) para todo ¢ > j, e no maximo ¢ — 1 vértices ja foram

escolhidos. Conseqiientemente, temos pelo menos
1C;(G = 1) —Aem — (t—-1) > ((,0*6)A —Ae—a)m>=em
escolhas para £(v;). O

4.2.1. O lema “Blow-up”. Observe que o Lema 22 nos diz como descobrir
uma cépia de um grafo pequeno H" em um grafo grande G™ com h = h(n)
linearmente menor que n, dado que H tenha grau limitado. Tipicamente, o
grafo h tem tamanho fixo com relacao a n.

Um resultado de Komlés (1999) conhecido com Lema Blow-up mostra que
com uma hipétese extra sobre G conseguimos cépias de subgrafos geradores
(o« = 1) de G com grau méximo limitado. Esse resultado é um ingrediente
chave nos recentes sucessos de Ajtai, Komlés e Szemerédi contra conjecturas
dificeis como a de Alon e Yuster (Alon and Yuster, 1992; Komlés et al., 2001):

Para todo H existem ng e K tal que, se n = ng e o grau minimo de G™ ¢é pelo

<1 - x&f)) "

menos

entao G™ contém pelo menos (n — K)/|V(H)| cépias vértices disjuntas de H.
Um par e-regular (A, B) é dito (e, §)-super-regular se para todo v € A temos
|N(v) N B| > §|B] e, se para todo w € B temos |N(w) N A| > J|A|.
Definimos o grafo G = G(J;m, p,e,d) como acima, trocando na defini¢do
‘e-regular’ por ’(e,0)-super-regular’. O Lema Blow-up é o seguinte resultado
(para saber mais sobre o Blow-up Lemma veja Komlds, 1999).

TEOREMA 23. Dados J, A >1ed, p >0 existem o, € >0 e mg > 1 tais
que para todo m > my qualquer grafo G = G(J;m,p,e,d) contém uma copia

de qualquer subgrafo H de J(m) com grau mdzimo < A.

A prova desse teorema é dificil e envolve, numa primeira fase, uma versao
probabilistica do algoritmo desenvolvido na prova do Lema 22 e, quando “quase
todos” vértices estao imersos, os vértices restantes sao todos imersos de uma s

vez usando o Teorema de Konig-Hall (Diestel, 1997, Capitulo 2).
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4.3. O Lema de Regularidade em Teoria Extremal de Grafos.
Agora que estamos munidos de ferramentas e adquirimos um pouco de fami-
liaridade com o Lema de Regularidade vamos tentar entender melhor o papel
desse lema em Teoria Extremal de Grafos.

Um ponto central nas aplicagoes do Lema de Regularidade em Teoria Ex-
tremal de Grafos é o seguinte: dado um grafo G e fixado parametros p > ¢ > 0,
construimos o grafo cujo conjunto de vértices é uma particao dos vértices de
G e as arestas sao dadas pelos pares (g, G)-regulares de densidade pelo menos
p. Assim, os subgrafos pequenos desse grafo, em geral garantidos por algum
resultado extremal, também sao subgrafos de G. Esse fenomeno esta formali-
zado no Lema 22 acima. Veremos uma demonstracao do famoso Teorema de
Erdés—Stone baseada nesse paradigma e onde o resultado extremal usado é o
conhecido Teorema de Turén.

O Teorema de Erd6s—Stone, algumas vezes chamado Teorema Fundamental
da Teoria Extremal (cf. Bollobds, 1995), foi provado em Erdés and Stone (1946).
Esse resultado diz respeito a um problema da Teoria Extremal conhecido como
o problema do subgrafo proibido: dados um inteiro positivo n e um grafo H
determine o nimero méximo de arestas, denotado por ex(n, H), que qualquer
grafo de ordem n pode ter para nao conter uma cépia de H. Um grafo G que
nao contém H e com ex(n, H) arestas é dito grafo extremal.

Vamos analisar o caso H = K", para r > 1 inteiro. Um candidato natural
a grafo extremal é um grafo (r — 1)-partido completo. Suponha que A e B sao
partes de um grafo (r — 1)-partido com |A| — |B| > 2. Note que transferindo
um vértice de A para B temos um novo grafo (r — 1)-partido com |A| — |B|
arestas a mais. Dessa forma, estamos interessados no grafo (r —1)-partido onde
o tamanho das partes diferem de no maximo um vértice. Esse grafo é denotado
por T"~1(n).

Note que, para inteiros n, » > 1, temos

(T (n) < (1 -- ! 1) (Z)

De fato, prova-se que se n = (r — 1)k 4+ 4, com 0 < i < r — 1, entdo

(T (n)) = % <: - f) (n? — ) + (;) (18)

Em 1941, Turén provou que o grafo 7" ~!(n) é extremal com relacdo a conter

K". Mais que isso, esse grafo é iinico com essa propriedade.

TEOREMA 24. Para todosn, r > 1 vale que ex(n, K") = e(T""1(n)). Ainda,
todo grafo G de ordem n que ndao contém K" e com ex(n, K") arestas € o grafo

T"Y(n) (a menos de isomorfismos). O
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EXERCICIO 25. Mostre que o niimero de arestas no grafo de Turdn 7"~ *(n)
é dado pela equagao (18) e que esse grafo é o unico grafo extremal que nao
contém uma cépia do grafo completo K.

O Teorema de Erdés—Stone diz que se n for suficientemente grande, entao
um grafo de ordem n com uma fracdo p > (r — 2)/(r — 1) das arestas contém
nao s6 um K" mas um K" (t), isto é, o grafo r-partido completo com ¢ vértices
em cada classe, para todo inteiro positivo ¢

TEOREMA 26. Dados inteirosr > 2 et > 1 e um real 0 < p < 1, existe
ng > 0 tal que todo grafo com n = ng vértices e pelo menos

e(T""H(n)) + pn®
arestas, contém uma copia do K" (t).
Em outras palavras,
ex(n, K™(£)) = <1 -t 0(1)> (g)
O Teorema de Erdds—Stone tem o seguinte, bastante interessante, corolério.
COROLARIO 27. Para todo grafo H temos

= )

De fato, note que pela equagao (18) temos

(e =) e (e (e )

portanto,

P € ) R S

n—00 (g) r—1
Ponha r = x(H). Dessa forma H € T"~!(n), portanto, e(T""1(n)) < ex(n, H).
Por outro lado, H C K" (t) para t suficientemente grande, portanto, ex(n, H) <
ex(n, K"(t)). Fixe um ¢ para o qual vale essa desigualdade. Para todo p > 0

temos, pelo Teorema de Erd6s—Stone para n > ng,
ex(n, K"(t)) < e(T""1(n)) + pn?.

Entao, para n suficientemente grande temos

e(TT=Y(n)) o ex(n, H) - e(T"~Y(n)) n 2p

n = n n 17
(3) (2) (2) -3
portanto, segue o corolario.
Observamos que se L = {Hjy,..., Hs} é uma familia de grafos, entdo pode-

mos definir ex(n, £), de modo natural, como o nimero maximo de arestas para
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um grafo de n vértices nao conter algum grafo da familia £ como subgrafo.

Tomando r = min {x(H;): i € [s]}, se r > 3 temos que

ex(n, £) = (1 T 0(1)> <Z>

Essa descrigao assintética de ex(n, £) foi mostrada por Erdds and Simonovits

(1966). Essa forma geral do problema do subgrafo proibido, isto é, o problema
de determinar o nimero maximo de arestas de um grafo de ordem n que nao
contenha qualquer elemento de £ é conhecido como problema extremal do tipo
Turan.

Um esquema geral pode ser posto da seguinte forma. Seja G = G™ um grafo
denso, digamos que contenha n? arestas. Aplicamos o Lema de Regularidade
para obtermos uma (g, k)-eqiiiparticao P de V(G). Seja R o grafo definido
pondo um vértice para cada classe de P e uma aresta ligando cada dois vértices
que representam pares (g, G)-regulares com densidade pelo menos p.

Pela equacdo (16), pagina 18, pelo menos fn? — (p+4e +1/ko)n?/2 arestas
de G ligam vértices em pares regulares densos. H& no méximo (n/k)? arestas
em cada par, logo existem pelo menos (23 — p —4e — 1/kg)k? /2 pares densos em
P, ou seja, existe § = 0(f, p, &, ko) > 0 tal que e(R) > (1—9) (g) Se escolhemos
p, € e kg de modo que § é suficientemente pequeno, temos que H C R e pelo
Lema 22, temos H C G.

O grafo R = R(P,d,¢) descrito no paragrafo acima é chamado grafo redu-
zido. Compare o grafo G = G(R;m, p,e) construido no comego da Segao 4.2,
onde R é o grafo reduzido, com o grafo G”(P, p, ), definido na péagina 18.

Vejamos uma demonstracao do celebrado Teorema de Erdés—Stone. Lem-
bremos que o Teorema de Erdés—Stone diz que se G™ tem pelo menos (77~ (n))+
pn? arestas entdo o grafo G™ contém K’ (t). Usaremos o Lema de Regularidade
para mostrar que G" tem grafo reduzido denso o suficiente para conter K" e
usaremos o Lema 22 para concluir que K" (t) C G™.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA DE ERDOS-STONE. Sejam r, t > 2 (set =
1 temos o Teorema de Turdn) e seja G um grafo de ordem n e com pelo menos
e(T™~Y(n)) + pn? arestas. Escolha ¢ suficientemente pequeno, isto é, tal que

rt

cp=¢
241t

, e kg>p L.
Seja P = {Vp, Vi,..., Vi } a partigdo dada pelo Lema de Regularidade e escreva
|V;| = m, para todo i € [k].

Pela discussao na pagina anterior sabemos que o grafo reduzido R = R(P, p, €)

tem pelo menos (28 — p — 4c — 1/kg)k?/2 arestas, onde 8 = e(T"1(n))/n? + p.
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Portanto,

Tr—l 1 k,Q
e(R) > M(l_f)+5 r
(5) n 2
onde d = p—4e—p—1/ky > 0.
Agora, se n é suficientemente grande, temos que

¢(R) > <1—T11> k; o (19)

n— |V S o (1—¢)
k Ky Ky
portanto, por (19) temos e(R) > e(T"~1(k)), entdo K" C R e conseqiientemente
temos K" (t) C R(t) e, por (20) podemos aplicar o Lema 22 e teremos K" (t) C
G. O

em =¢ n>t-—1, (20)

Observe que provamos mais.

TEOREMA 28. Sejam H um grafo de ordem h e p > 0 um real. Para todo
n suficientemente grande, se

@ (- ) () oo

entdo o nimero de cépias rotuladas de H em G™ é maior que (en/Ko)", onde
e=¢(p) e Ko = Ko(e).

DEMONSTRAGAO. Seguindo a demonstracao do Teorema de Erdés-Stone
temos que

e(R) > <1_X(H1)—1+6> k;

portanto, pelo Corolario 27, na pag. 24, temos que H C R e pelo Lema 22, o
teorema. O

Em contrapartida, temos o seguinte resultado observado por Fiiredi, que
diz que se um grafo tem poucas cépias de um grafo fixo, entao ele pode ser
coberto com poucas arestas.

TEOREMA 29. Para todo grafo H de ordem h e todo real v > 0 existe
B = B(y,H) > 0 tal que se G = G™ tem no mdrimo Bn" cdpias de H, entio

podemos tornar G livre de H removendo no mdzimo yn? de suas arestas.

DEMONSTRAGAO. Aplicamos o Lema de Regularidade para e suficiente-
mente pequeno e ky > ¢~ '. Tome § = (¢/Ky)" e considere o grafo G" =

G"(P,,¢e) o grafo obtido de G removendo as arestas que nao interessam.
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Se H C G", entao H C R = R(P,~,e). Mas, pelo Lema 22 o nimero de
copias rotuladas de H em G é maior que

h
o> ()2 () -

Portanto, G” nao contém H. Observarmos que de G para G” jogamos fora no

maximo yn? arestas. ]

4.4. Variacoes sobre o tema. Como dissemos, a classe excepcional é
um dispositivo técnico para garantir que as outras classes da particao tenham a
mesma cardinalidade. De fato, podemos distribuir igualmente os vértices dessa
classe entre as outras classes de modo que a e-regularidade é preservada para
um ¢ ligeiramente maior. Vejamos uma versao sem a classe excepcional.

COROLARIO 30. Dados 0 < e <1 e ko > 1, existem ny = ny(e, ko) e Kj) =
K{(e, ko) tais que se G = (V, E) € um grafo com pelo menos n{, vértices, entdo
existe uma particio P = {Vi,...,Vi} de V tal que para todos 1 < i < j < k
temos ||Vi| — |V;|| < 1 e o mimero de pares (V;,V;) que nio sio (¢, G)-regulares
é no mdzimo 5(5), onde ko < k < K.

DEMONSTRAGAO. Dado um grafo G suficientemente grande, aplicamos o
Lema de Regularidade para £2/8 e kg e obtemos a particio Py = {Vo, V{,..., V21
Ponha n{ = ng e K}y = Ko. Sabemos que |Vy| < £2n/8 e que

82 n 0 n
L Y A e e Tk
<1 8)k\\‘/;\\k,paratodoz€[k]

Tome P = {Vi,...,V}} a partigdo obtida a partir de Py dividindo, o mais
igualmente possivel, os no méximo £2n/8 vértices de Vj entre as classes nao-
excepcionais de Py. Dessa forma, podemos escrever V; = V. UV com |V/| <
e2n/(8k), para todo i € [k].

Vamos mostrar que se (‘QO,VJ-O) é (£2/8,G)-regular, entao (Vi,V;) é (¢,G)-
regular.

Para i = j, ¢ € [k] distintos, seja X; C V; tal que |X;| > ¢|V;|. Entao,
podemos naturalmente escrever X; como a uniao disjunta XZQ U X/. Portanto,

2
3 n
1X0] = X — |X!] > elVil - W] = eV - (1 — )| | > ( - 8> B

Por outro lado, | X!| < |V/| < €2n/(8k). Também, [V?| > (1 — (2/8))n/k.
Vamos considerar a seguinte condicao de continuidade da densidade entre
pares

Exgercicio 31. Suponha A = A°UA’ e B=B°UB'. Se |4, |B°| > C e
|A'], |B'| < ¢ < C, entdo |d(A, B) — d(A°, B%)| < %.
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Para i = j, ¢ temos que
9 n 82 n 13
Xz (e—=)=>=%> |V
x> (- 5) 5> 51 5
Ainda,
|d(Ve, Vy) — d(Xe, X;)| <|d(Ve, V) — d(V2, V)| +
|d(X7, X3) = d(Xe, X;)| + [d(V?, V) — d(X7, X7)].

Do parédgrafo anterior e do Exercicio 31 tiramos que

I3

6

2 2
[A(Ve, Vi) = d(Xe, X5)| < 05—
(=-%

D ES

1>
8 e
)n+8 < e.
k

0

Uma versao do Lema de Regularidade afirma que se colorirmos as arestas
de um grafo, entdo podemos particiond-lo em um ndmero limitado de classes
de forma que quase todos os pares sao regulares em cada cor, simultaneamente.

Para tanto, defina d.(A, B) como a densidade das arestas de cor ¢ entre o par
(4, B).

TEOREMA 32. Dados um real positivo € < 1 e inteiros positivos r, kg = 1,
existem Ko = Ko(g, ko,7) e ng = no(e, ko, r) tais que para grafos G1,Ga,...,G,
sobre o mesmo conjunto V' de pelo menso ny vértices o sequinte vale. Eriste
uma (g, k)-eqiiparticao de V- com ko < k < Ky tal que pelo menos (1 — ¢) (g)
pares (Vi, Vj) sao (e, k,G.)- regular para todo c € [r].

Para demonstrar esse resultado, usamos a prova original substituindo a
definicao de indice por

ind(P) = 15 33" du(Vi, Vi)
c i,

Uma variante 1til em aplicagbes é o seguinte enunciado.

TEOREMA 33. Dado um real 0 < ¢ < 1 existe um inteiro Ko = Ky(e, ko)
tais que se G = (V, E) é um grafo e d € [0,1] € um nimero real qualquer, entdo
existe uma parti¢ao Vo, Vi,..., Vi de V(G) e um subgrafo G' = (V,E') de G
com as sequinte propriedades

(i) k < Ko;
(i) [Vol < elV];
(iii) Vi| = [Vaf = - = |V&l;
(iv) dgr(v) > da(v) — (d+¢€)|V| para todo v € V(G);
(v) G'Vi]=0; e
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(vi) G'[Vi x Vj], para 1 < i < j < k, sao e-regulares com densidade 0 ou

maior que d.

5. Algumas aplicagoes classicas

5.1. O Teorema de Ruzsa-Szemerédi. O préximo resultado, o Teo-
rema de Ruzsa—Szemerédi, também foi uma das primeiras aplicacées do Lema
de Regularidade. Na sua demonstracao Ruzsa and Szemerédi (1978) usaram a
primeira versao do Lema de Regularidade, aquela que se referia a grafos bipar-
tidos.

TEOREMA 34. Se H ¢é um hipergrafo 3-uniforme sobre n vértices contendo
en? hiperarestas, entdo existem 6 vértices que geram 3 ou mais hiperarestas,

para todo n = no(c).

DEMONSTRAGAO. Suponha que H um hipergrafo tal que quaisquer 6 vértices
geram menos que 3 hiperarestas. Vamos mostrar que e(H) = o(n?).

Construa um grafo G = G™(H) da seguinte forma: para cada {z,y,z} €
E(H) ponha {z,y}, {y,z} e {z,2} em E(G). Entao e¢(G) = 3e(H) e como seis
vértices geram no maximo duas triplas de H temos que o niimero de triangulos
em GG é 0 maximo (g) = o(n?), ou seja, para todo § > 0 o nimero de triAngulos
em G é menor que dn3.

Observe que o Teorema 29, pagina 26, no caso de triangulos diz que dado
um real positivo v existe um real positivo S tal que para todo G = G™ com no
méaximo An? tridngulos, existe B’ C E(G) com |E'| < yn? tal que a remocao
de E’ das arestas de G torna-o livre de tridngulos. Portanto, existe E’ tal que
G\ E' é livre de triangulos. Como os tnicos tridngulos de G sao aqueles gerados
por alguma aresta de H temos que e(H) < yn?, para todo real positivo . [

Vejamos agora uma versao equivalente do teorema acima. Um emparelha-
mento é um subconjunto de arestas duas-a-duas disjuntas. Dizemos que um
emparelhamento M em G é induzido se as Unicas arestas de G ligando vértices
de M sao aquelas de M.

TEOREMA 35. Se G™ ¢ a unido de n emparelhamentos induzidos, entdo
e(G") = o(n?).

DEMONSTRAGAO. Vamos provar a seguinte afirmagao: Seja 0 < ¢ < 1 ar-
bitrario e n > 2Ky /<2, onde Ko = Ko(¢, ko), é dado pelo Lema de Regularidade
para ko = 4e~!). Se para algum inteiro positivo k o grafo G™ é a unido de k
emparelhamentos induzidos, entao e(G™) < 5en? + ken.

Tome p = 2¢ e considere o grafo G” = G"(P, p,e), onde P = {Vp, ..., Vi} é
uma partigao (e, k, G)-regular dada pelo Lema de Regularidade. Vejamos que

todo emparelhamento induzido em G” contém no maximo en arestas.
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Tome I C G” um emparelhamento induzido em G”, ponha U = V/(I),
Uy =UnV;e A= {iec[k]: |U| > ¢|Vi|}. Também, ponha L = |J;c, U; e

S =U\ L. Entao
S| < U;| < e Len.
5] < %I il < %;\ S
Se |U| > 2en, entao |L| > |U|/2 e, portanto, existem u, v € L adjacentes.
Suponha, sem perda de generalidade, que u € Vj e v € V,. Entao d(Vi, Va) > 2¢
e como |U;| = ¢|V;] (i = 1,2) temos que d(Uy, Uz) > ¢, ou seja, existem mais que
e|Ur||Usz] = min {|Uy|,|Us|} arestas ligando vértices de Uy a Us, contradizendo
o fato de I ser induzido.
Logo, |U| < 2en donde segue que I contém no méximo en arestas. Portanto,
como e(G") > e(G™) — 5en? e G™ é a unido de k emparelhamentos induzidos,
segue que e(G") < 5en? + ken. O

EXERCic1o 36. Demonstre a equivaléncia entre os teoremas 34 e 35.

Essa versao do Teorema de Ruzsa—Szemerédi tem a seguinte conexao com
o Teorema de Roth sobre 3-PA. Seja f(k,n) o nimero méximo de arestas que
pode conter um grafo de ordem n que é uma uniao de k£ emparelhamentos

induzidos, ou seja,

f(k,n) = max {e(G”): G" = U M;, onde M; é emparelhamento induzido}.

1€[k]
Entao,
n,0n
n
De fato, tome ay, . .., a,,(,) uma seqiiéncia de inteiros positivos que ndao contém

uma 3-PA. Defina o grafo bipartido G = ([2n] U [3n], E'), onde
E={(x+ai,r+2a;): x €[n]eie|rs(n)}.
Entao |E| = r3(n)n e G = U, {(z +a;,x +2a;): i € [r3(n)]}. Resta obser-

var que cada fator da uniao é um emparelhamento induzido em G. Portanto,
f(n,5n) > r3(n)n. A desigualdade f(k,n) < 5en? 4 ken, para todo n suficien-
temente grande, prova que r3(n) = o(n).

O Lema de Regularidade, o Teorema de Ruzsa-Szemerédi e suas conseqiiéncias
foram generalizados para hipergrafos por Gowers ??Nagle et al. (2005); Rodl
and Skokan (2004) e independentemente por Rédl e eus colaboradores. Deno-
tamos por K' o hipergrafo k-uniforme completo de ordem ¢.

TEOREMA 37. Se um hipergrafo H k-uniforme de ordem n contém o(n')
cépias do hipergrafo k-uniforme completo K, entdo podemos tornar G livre de

K removendo o(n*) hiperarestas.
30



ExERcicio 38. Deduza o seguinte resultado do teorema acima.

TEOREMA 39. Se H ¢é um hipergrafo k-uniforme tal que toda aresta per-
tence a exatamente um subgrafo k-uniforme completo K**1, entdo |E(H)| =
o(|V(H)[).

Observamos que o caso k = 2 da Teorema 39 é o Teorema de Ruzsa-
Szemerédi. O caso k = 3 foi provado em Frankl and Rodl (2002).

Ajtai and Szemerédi (1974) generalizaram o teorema de Roth provaram o
seguinte resultado. A prova que apresentamos é de Solymosi (2003).

TEOREMA 40. Para todo § > 0 existe um natural ng tal que para todo
n = ng todo subconjunto de [n]?> com pelo menos dn? pontos contém um tripla
da forma {(a,b),(a +d,b),(a,b+d)} para algum inteiro d # 0.

DEMONSTRAGAO. Seja S C [n]? com pelo menos dn? pontos. Definimos o
grafo biprtido Gg = (AU B, E) tomando A e B como duas copias disjuntas de
{1,2,...,n} e um par (i,j) € A x B é uma aresta se forem um ponto de S.

Particionamos as arestas da seguinte forma, (7,7) e (k,¢) estdo na mesma
classe se, e sése,i+j=k+/. E f4cil de ver que cada classe é um emparelha-
mento.

Como |E(Gg)| = n? # o(|]V(Gs)|) temos que, para n suficientemente
grande, pelo menos um emparelhemanto nao é induzido. Logo, existem i,k € A
e j,0 € B com (i,7) e (k,¢) na mesma classe e arestas (i,¢), (k,¢) e (i,7) que
definem uma tripla como a que procuramos. ]

ExERcicio 41. Deduza o teorema de Ajtai-Szemerédi diretamente do Te-
orema 29, pagina 26 para tridngulos. Deduza o Teorema de Roth do Teorema
de Ajtai-Szemerédi.

Solymosi (2004) mostrou, usando o caso k = 3 do Teorema 39 demonstrado
por Frankl e Rédl, que um subconjunto de [n]? de densidade 6§ > 0 deve conter
um quadrado, ou seja, quatros pontos com coordenadas (a, b), (a+d, b), (a,b+d)
e (a+b,b+d), do qual o Teorema de Szemerédi par 4-PA é facilmente deduzido.

EXERcic1o 42. Mostre que o Teorema 39 implica o Teorema de Szemerédi.

ExERrcicio 43 (Sarkozy and Selkow, 2004). Dados ¢; > 0 e ¢p > 1 existem
no e n tais que o seguinte vale. Se G é um grafo de ordem pelo menos ng e ta-
manho pelo menos ¢;n? dado pela unido de emparelhamentos M, Mo, ..., M,,
com m < cgn, entao existem ¢ € [m] e A, B C V(M;) tais que

(1) (Ax B)ynM; =0,

1
(2) [Al = [B| = nn,
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(3) |E(G[A x B))| = (e1/4)| Al B].
Mostre a afirmagao (a dica é usar o lema de regularidade, versao Teorema
33) acima.

5.2. Um resultado do tipo Ramsey-Turan. Relembrando o Teorema
de Turan, no caso especifico do K4, nos diz que um grafo com n vértices G = G™
pode ter no méximo (2/3) () = n?/3 arestas para nao conter um grafo completo
com 4 vértices. Além disso, o grafo extremal é tripartido completo com = n /3
vértices em cada um dos conjuntos independentes.

ExXERcicIO 44. Denotamos por «(G) o tamanho do maior conjunto inde-
pendente, ou seja, a cardinalidade do maior subconjunto de V(G) que nao induz
aresta. Mostre que todo grafo J de grau médio > «(J) contém triangulo.

Uma das primeiras aplicacoes do Lema de Regularidade é o seguinte resul-
tado do tipo Ramsey-Turédn demonstrado por Szemerédi (1972).

TEOREMA 45. Se G™ ndo contém K* e a(G") = o(n), entdo e(G") <
n?/8 + o(n?).

DEMONSTRAGAO. Vamos supor que n é suficientemente grande. Suponha-
mos também que e(G™) > (1/8 + &) n?, para alguma constante positiva £, e que
a(G™) < dn para toda constante positiva 6. Vamos mostrar que tal grafo deve
conter um K*.

Aplicamos o Lema de Regularidade para ¢ = £/7 e kg = (E_q e podemos
supor, para Ko = Ky(g, ko) dado pelo Lema de Regularidade, que

2
e(G") > (; +6€> n?  a(G") < l%) (n—1) e n> %.

Seja P uma partigao (g, k, G)-regular dos vértices de G dada pelo Lema de
Regularidade. Seja |V;| = m, para todo i € [k]. Note que a(G) < e?m. Toma-
mos p = 2¢ e consideramos o grafo reduzido R = R(P, p,e). A demonstragao
segue em dois casos.

Primeiro, suponha que e(R) > k?/4. Pelo Teorema de Turan o grafo R
contém um tridngulo, digamos Vi Vs, VoVs e ViV3. Sabemos que pelo menos
uma fragdo 1 — 2¢ dos vértices de Vi tém pelo menos (p — €)m vizinhos em
Vo e em V3. Fixe um tal v € V; e ponha X seus vizinhos em V5 e Y seus
vizinhos em V3. Agora, |X|, |Y| > em, portanto, |d(X,Y) — p| < &, donde
tiramos que e(X,Y) > e3m?. Usamos esse fato e o exercicio acima, lembrando
que a(G) < €%m, para concluir que G[X U Y] contém triangulo e, portanto,
G[V1 UV, U V3] contém K*. Com isso terminamos o primeiro caso.

Agora, podemos supor que e(R) < k?/4. Tome G” = G"(P, p, ), o grafo ob-

tido a partir de G nao considerando as arestas descritas em (i)—(iv) na pagina 18.
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Por (16), pagina 18, temos que e(G"”) > (1/8 + )n?. Entao,
e(G//)

m2

Yo dVi V) = > e(G")(n/k)7 > (1/8 + e)k?,

1<i<j<k
e no méximo k?/4 dessas densidades sdo ndo-nulas, portanto, a média dessas
densidades nao-nulas é maior que pu = 1/2 + 4e. Logo, existe um par com
densidade maior que . Sem perda de generalidade, assumimos que d(Vy, Vo) >
L.

Vamos mostrar que H = G[V; U V3] contém K*.

Pelo menos (1 — &)m vértices de V; tém, cada um, mais que (p — €)|Va| =
(1/2+ 3e)m vizinhos em V5. Escolha dois deles, digamos x, y € V7, adjacentes.
Isso pode ser feito pois podemos tomar £ pequeno o suficiente para que (1 —
g)m > 6em. Entdo |N(z) N N(y) N Va| > 6em > %m, portanto, existem
z, w € N(x) N N(y) adjacentes. Dessa forma, K* C H C G. O

Bollobéas and Erdés (1976) contruiram uma seqiiéncia de grafos (H™)pen
com K* ¢ H" a(H™) = o(n) e e(H™) > n%/8 — o(n?), ou seja, a constante 1/8
é a melhor possivel.

O problema de determinar

max {e(G"): KP € G" e a(G") = o(n)},

foi resolvido por Erdés and Sés (1969) para p impar e foi completamente resol-
vido, usando o Lema de Regularidade, por Erdés et al. (1983).

De uma maneira geral, um Problema extremal do tipo Ramsey-Turdn tem a
seguinte formulacao: sejam £ = {Ly,..., L, } uma familia de grafos, ¢c: E(G") —
[r] uma 7-coloracao das arestas de G™ tal que para todo i € [r] ndo temos um
L; monocromatico da cor i e a(G™) < m, para m = m(n). Nestas condicoes,
qual é o nimero maximo de arestas que G™ pode ter? Note que, pelo Teorema
de Ramsey, se m ¢ fixo entao nao existe um grafo com as propriedades acima,
logo o caso que interessa é m — 0o, com m = o(n). Para uma coletéanea de re-
sultados e aplicacoes da Teoria de Ramsey-Turan veja o trabalho de Simonovits
and Sé6s (2001).

5.3. Grafos com nimero de Ramsey linear. Vejamos uma aplicagao
em Teoria de Ramsey. Denote por r(H) o menor nimero natural tal que para
todo grafo de ordem r(H), ou o grafo contém uma cépia de H ou o seu com-
plemento contém uma cépia de H. Naturalmente, r(H) é o nimero de Ramsey
r(H, H) como foi definido na secao 1.2.

O seguinte resultado é devido a Chvatél et al. (1983). Ele diz que o nimero

de Ramsey, r(H), de um grafo com grau limitado é linear no tamanho do grafo.
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TEOREMA 46. Para todo inteiro positivo A existe uma constante ¢ = c¢(A)
tal que para todo grafo H™ com grau mdximo < A vale que

r(H") < en.

DEMONSTRAGAO. Fixamos kg = r(K2T1) e escolhemos ¢ tal que

(1/2 — )2 1 1
S ——FV 5 )
STAT2 ¢ S mo1

para todo r > kg. Tomamos

Ky
B e(1—¢)’
onde Ko = Ky(e, ko) é dado pelo Lema de Regularidade.
Seja G um grafo G de ordem N = cn > ng(e, ko), seja P = {Vp,..., Vi}
uma partigao (e, k, G)-regular dada pelo Lema de Regularidade, seja m = |V

c

para todo i € [k]. Observamos que,

N — |Vl 26N—EN >an’s(l—e'f)
k Ky Ky

Tomando o grafo reduzido R = R(P,0,¢) temos que

em =e¢ =n. (21)

R e L (S S R L

portanto, pelo Teorema de Turdn, temos K C R.
Defina uma 2-coloracao das arestas de R por

AZUL se d(V;,V;) = 1/2,

c(ViVj) = .
VERMELHO caso contrario,

para todos i, j € [k] distintos.

Denote por R* e RY os subgrafos induzidos em R pelas arestas de cor AZUL
e cor VERMELHO, respectivamente. Entao, esses sao os grafos reduzidos para os
paramétros (P,1/2,¢) em G e em G, respectivamente.

Pela definicao kg = r(KA“) temos KX(H) C K* monocromético, portanto,
ou H" C R*(n) ou H™ C RY(n). Logo, por (21) e pela escolha de € podemos
usar o Lema 22, pagina 21, para concluir que H® C G ou H" C G. O

5.4. Grafos universais. Por toda esta segao v, d, o, € e 5 denotam reais
positivos menores que 1.

Diferente do que vimos até agora, os resultados desta secao dizem respeito
a subgrafos induzidos. Neste caso, existe uma versao para o grafo reduzido,
o grafo reduzido induzido I(P,[,€) e uma versao “induzida” do Lema 22 que
diz que todo subgrafo H C I induzido do grafo reduzido induzido I é subgrafo

induzido do grafo G original.
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O grafo reduzido induzido I(P, 3, €) é definido como na Segao 4.2, pagina 20,
com a condicao extra que

0 < B <1/2 e para todos Vi, V; € P temos que B < d(V;, V) <1—p.

Vejamos, sem nos aprofundarmos nos detalhes, que um subgrafo induzido
de I é um subgrafo induzido do grafo original G.

Sejam G' = G™ um grafo, P = {Vp, Vi, ..., Vi } uma particdo do seu conjunto
de vértices. Seja H um subgrafo induzido de I = I(P,[,¢) com conjunto
de vértices V(H) = {Vy,,..., Vi, }. Agora fazemos como no Lema 22, vamos
escolher vy, ..., v, € V(G) tal que G[{v;}!_,] é uma cépia induzida de H em G.

Ponha Cj(0) = V4, o conjunto de vértices candidatos a v;. No i-ésimo passo

escolhemos v; € C;(i — 1) tal que para todo j > i temos

Na(o) N Ci(i — D] > (8- e)Ci(i — 1) se Vi, Vi, € E(H)
Na(v) NCii—1)| < (8+2)Cy(i— 1)] se ViV, & E(H),

e fazemos a atualizacdo C;(i) = Cj(i — 1) N Ng(v;).

Dessa forma, v; é adjacente a mais que (8 —¢)|C;(i —1)| ou néo é adjacente
a mais que (1 — (8 +¢))|C;(i —1)| = (8 —¢)|C;(i — 1)| vértices de Cj(i — 1)
dependendo se V, ng é ou nao uma aresta de H.

Dizemos que um grafo G tem a propriedade P(k, m,3,¢), para0 < 5 < 1/2,
k e m inteiros, se seu conjunto de vértices V(G) pode ser particionado em k
subconjuntos Vi, ..., V) de mesma cardinalidade m tal que todo par (V;, V) sao
e-regulares com densidade maior que 8 e menor que 1 — 3, para todo 1 < 7 <
j < k. Um grafo que contém todos os subgrafos de ordem k como subgrafo
induzido é chamado de k-universal.

LEMA 47 (R6dl, 1986). Dados 0 < 8 < 1/2 real e k > 0 inteiro existem gj, =
e(k,B) e mg = m(k,B) tal que todo grafo G com a propriedade P(k,m, [, €k),
com m = my, € k-universal.

DEMONSTRAGAO. A prova é por inducao em k, para todo 3. Para k = 2
tome my = |1/8] =2 e e = 5.

Suponha que o resultado vale para todo inteiro positivo < k e para todo
0 < B <1/2. Dados k + 1 e § tome ¢ = e(k, 5/2) e my = m(k, 3/2), para os

quais vale o lema, e defina

ex+1 = €(k + 1, 8) = min {2(]{;14_1), gfk:} e

mk+1:m(k+1,ﬂ):max{2 [77;;{‘ ,k+1}.
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Seja G um grafo com a propriedade P(k + 1, m, 3,ex+1), onde m = myy.
Escolha um vértice ug41 € V41 com mais que (d(Vi41, Vj) — €k+1)|Vj| € menos
que (d(Viy1,V;j) + €x+1)|Vj| vizinhos em Vj}, para todo j € [k].

Agora, para todo j € [k] escolha B; C Vj tal que

() 1B;] = [Bm/2] > ms,
(ii) se vjvpt1 € E(H) entdo wugt1 € E(V}, Vit1), para todo u € Bj e, se
vjvpy1 € E(H) entao u, upy1 & E(Vj, Viy1), para todo u € Bj.

Queremos aplicar a hipdtese de inducao em Bi, ..., Br. Vamos mostrar que
os pares (B;, Bj) sao (ey, G)-regulares.

Sejam X; C B; e X; C B; subconjuntos com pelo menos uma fragao ¢, dos
vértices. Temos, assim, | X;| > x| B;| = (2ex+1/8) [Bm/2] = €x+1m, e também,
analogamente, | X;| > ex11m. Como o par (V;,V;) é ej41-regular temos

|d(Xi, X;) — d(Bs, Bj) < |d(Xy, X;) — d(V3, Vj)| 4 [d(Vi, V;) — d(Bs, Bj)| <

< 2€k+1 < k.

Logo, por indugao, existem uy,...,ux, com u; € B; para todo i € [k], tal que
uju; € E(QG) se, e somente se, v;v; € E(H), portanto, Glui, . .., uy1] € isomorfo
a H. ]

Erdés (1979) perguntou se, dado um inteiro positivo k, existe J tal que todo
grafo G de ordem n suficientemente grande e tal que para todo S C V(G) com
|S| > n/2 vale que

() ()39 (2)

entdo G contém K*.
Dizemos que um grafo G tem a propriedade (7, d, o) se para todo S C V(G)
com |S| = 7|V (G)| temos

(0 — ) (‘g‘) < ¢(G[S)) < (o + ) <|§‘>.

Rodl (1986) provou o seguinte resultado que responde na afirmativa a per-
gunta de Erdds. De fato, ele provou um resultado mais forte que aquele con-
jecturado.

TEOREMA 48. Para todo inteiro positivo k e para todos o e vy, existe §
e existe um inteiro positivo ng tal que todo grafo de ordem n = ng com a

propriedade (y,0,0) contém todo grafo de ordem k como subgrafo induzido.

ESBOGO DA DEMONSTRAGAO. Observe que se o grafo GG, tem a propriedade
(7,9, 0) entao o seu complemento satisfaz (v, d, 1 —o). Também, como podemos

considerar os complementos dos grafos em questao, vamos supor o < 1/2.
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Suponha

4 4 3
- — 7. 22
k>max{a,4_7a,1_’y} (22)
Ponha myg =k e
1
e = min{mo,e(k‘,aﬂ), 1- m”;‘)jg}
. o 1 To 1 o 9 1
- A A
0 mm{4 et R VA M2}
M
Ny = max{ [1 — 5—‘ m(k,a/2),n0(5,mo)},

onde M = M (g, mq) e ng(g, mp) sdo dados pelo Lema de Regularidade. Por (22)
temos que € e d sdo positivos.

Seja G, para n > Ni, com a propriedade (7,4, 0) e uma particao (g,t, Gy, )-
regular P = {Vj,...,V;} dada pelo Lema de Regularidade. Prova-se que

% <d(V;, V) <1-— % para todos i, j € [t], (23)

donde deduzimos o teorema da seguinte forma: o nimero de arestas do grafo
reduzido R(P, d,e) para d = 0 é maior que (1—¢)(}) e, pelo Teorema de Turn,
podemos conluir que K" C R.

Sejam Vg, ..., Vs, pares 2-a-2 (¢, Gp)-regulares. Temos |Vs,| > Ni(1 —
e)/M = m(k,0/2) e e < e(k,0/2). Logo, Gy, satisfaz a (k,m(k, ), 3,e(k,53))
para § = 0 /2. O

Ro6dl também provou o seguinte resultado.

TEOREMA 49. Para todo inteiro positivo k e para todos o e § com d < o <
1 — 9, existe v e um inteiro positivo ng tal que todo grafo de ordem n > ng
com a propriedade (v, d,0) contém todos os grafos de ordem k como subgrafo

induzido.

DEMONSTRAGAO. Antes de demonstrarmos esse teorema, observe que se
o1 —max{a—i—é—l,l—a—i—é}
2°2

entao, se Gy, satisfaz (v, d,0) também satisfaz (y,d1,1/2) e podemos assumir
que 0 < § < 1/2. Portanto, é suficiente provarmos o teorema para o = 1/2 e
para todo k e todo 6 < 1/2.

Defina § =1/2 — 0 e assuma que k > 3/8. Seja mgy o menor inteiro tal que
qualquer trés coloracdo das arestas do K™ induz algum K* monocromético.

Ponha
1
€ = min {mol,ek (k, 26m> }
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e sejam My, ng e a partigao Vp,...,V; de V(G) dados pelo Lema de Regulari-
dade, onde G é um grafo com

M,
Ny = max {no, Omk}
1—¢
vértices e com a propriedade (7,0, 0) para
k(1 —e¢)
==
Se R é o grafo reduzido para d = 0 temos e(R) > (1—¢) (;) > (1— mol_l ) (;),

portanto, pelo Teorema de Turan temos que K™ C R, ou seja, existem classes
Vigs -+« s Vs, tal que todo par (Vs,, Vs;) é (g, G)-regular.

Para tal K™, considere ¢: E(K™0) — [3] uma 3-coloracao de suas arestas
dada por

() w({i,j}) = 1se d(Vs;, Vs;) < B/2;
(i) @({i,j}) = 2se B/2 <d(Vi;, Vi;) <1—=05/2; e
(iil) o({7,5}) =3 se d(Vi,;, Vy;) 2 1 = 5/2.
Vejamos que nao pode ocorrer K* monocromatico da cor 1 ou 3. Primeiro,
para cor 1. Se G' = G[U; V] temos, onde V, sio os vértices do K* mono-
cromatico e pondo m = |V,

A (< N ) L ol ) LA D N O
Para a cor 3 temos
ty, 2 B
no mA-5 . g 1 1
d(G) = @) > 1 5 k<2+6.

Como |V (G")| = £|V(G)|(1 —¢) = 7|V(G)| contradizendo o fato de G ter a
propriedade (vy,d,1/2).
Para a cor 2 temos que G satisfaz a propriedade (k,m,3/2,¢), para m >

my. De fato, para todos ¢ e j temos
ND No 1—¢ Momk
V/ = V/ 2 1 - 2 ]. - _— 2 =

e d(Vy, Vs;) € (8/2,1 — 3/2) com esses pares ei-regulares por definigao. O

mg

6. Um Lema de Regularidade para grafos esparsos

Para uma seqiiéncia de grafos com e(G,) = o(n?) o Lema de Regularidade
nao fornece informacao alguma. Ele aproxima G,, pelo grafo vazio pois o nimero
de arestas que desprezamos é quadratico no nimero de vértices. Nesta secao

veremos uma variante do Lema de Regularidade para grafos esparsos.
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Fixe um grafo G = (V, E). Para uma particao Q de V' dizemos que G é
(Q, n)-uniforme, para 0 < n < 1 fixo, se para algum p € [0,1] e para todo
A, B C V disjuntos quando Q ¢ trivial ou pertencentes a partes diferentes da
particao se Q nao é trivial, e tais que |A|, |B| = n|V/|, temos a seguinte condigao
de pseudoaleatoriedade

lec(A, B) — p|A||B|| < np|A||B].

Se Q ¢é trivial e n > 0 estd fixo, o grafo aleatério G, ¢ um exemplo de
grafo (Q,n)-uniforme; neste caso de partigao trivial dizemos simplesmente 7-
uniforme. Um grafo aleatério Gy, com p = p(n) = C/n é n-uniforme quase-
sempre, para C' dependendo somente de 7.
Para um subgrafo gerador H de G definimos a densidade relativa de H em
G no par (A, B) de subconjuntos disjuntos de V' por
din (A, B) = ern(A,B)/eq(A,B)  seeg(A,B) >0, (24)
0 caso contrario.
Dizemos que o par (A, B) de subconjuntos disjuntos de V' é (e, H, G)-regular
se para todo X CAeY C B com |X| > ¢|A| e |Y]| > €| B| temos

‘dH’G(A, B) — dH7g(X,Y)| < €.

Dizemos que uma particao (g, k)-equipotente Vp, Vi,. .., Vi dos vértices de G é
(e, H, G)-regular se o nimero de pares (V;,V;), para 1 < i < j < k, que nao
sao (g, H, G)-regulares é no maximo 5(5) O seguinte resultado foi provado por
Kohayakawa em 1991 (veja Kohayakawa, 1997, por exemplo), e independente-
mente, por Rodl.

TEOREMA 50. Dados um real positivo € < 1 e inteiros mg, [ > 1, existem
constantes positivas n = n(e,mo,l) e M = M(g,mg,l) = mg tais que para todo
grafo (Q,n)-uniforme G, onde Q é uma l-particio de V(G), se H C G é um
subgrafo gerador de G, entao existe uma (k + 1)-particao (e, H,G)-reqular de
V(G) que refina Q, com mo < k < M.

O papel da particaio Q@ é unicamente de controlar a particao dada pelo
teorema no caso de grafos [-partidos. Note que essa versdo implica o caso
denso se tomamos G = K"; por esse motivo dedicamos a Secao 6.3 a uma
demonstracao desse caso esparso, incluindo sua versao para o Lema 18.

Vejamos uma variante do caso esparso. Sejam G = (V, E) fixoe 0 <n < 1
e 0 < p < 1. Dizemos que G é n-superiormente-uniforme com densidade p se
para todos A, B C V disjuntos com |A|, |B| > n|V| temos

ec(A, B) < (1+n)plA]|B|.
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Definimos a p-densidade entre A e B em G por
€G (Av B)
plA[|B|

e escrevemos d,(A, B) se G é subentendido. Note a relagao entre a definicao de

dap(A,B) =

p-densidade com a de densidade de G relativa & G, (eq. (24)).
Para 0 < ¢ < 1e A, B C V disjuntos nao-vazios dizemos que (A, B) é
(e, p)-regular se para todos X C AeY C B com |X| > ¢|A| e |Y| > ¢|B| temos

|dp(A, B) — dp(X,Y)| <e.

Uma particao (g, k)-equipotente P = {Vy, V1, ..., Vi } do conjunto de vértices
V é (g,p)-regular se |Vy| < |V e no maximo 6(5) pares (V;,V;), para 1 <i <
j < k, ndo sao (e, p)-regulares.

Temos entao a seguinte versao esparsa que € 1util nos casos em que o grafo

esparso nao é subgrafo de algum grafo n-uniforme fixo.

TEOREMA 51. Dados 0 < ¢ < 1 e mg > 1 existem constantes positivas
n =mn(e,mg) e M = M(e,mp) = myg tais que qualquer grafo n-superiormente-
uniforme G com densidade 0 < p < 1 admite uma (k+1)-particao (g, p)-regular
de V(G), com mog < k < M. O

6.1. O caso esparso em Teoria Extremal de Grafos. Considere a
seguinte generalizacao do problema do subgrafo proibido. Sejam G e H grafos
e defina ex(G, H) como o nimero méximo de arestas que um subgrafo de G
pode ter para que H nao ocorra como subgrafo. Formalmente,

ex(G,H) =max{e(J): HZ J C G}.

Dessa forma, ex(n, H) = ex(K", H).
No caso de subgrafos extremais de grafos aleatérios, isto é, quando G =
G p, 0 resultado mais simples conhecido é o seguinte, de Babai et al. (1990).

TEOREMA 52. Se F,, € um subgrafo de Gy, 1/ com o mdzimo possivel de
arestas sem conter K3 e B, é um subgrafo bipartido de G172 com o mdzimo
possivel de arestas, entao e(F,) = e(By). Ainda, F,, € bipartido quase-sempre.

O

Também é sabido (de Babai et al., 1990) que se H é 3-cromadtico, fixado
0<p<l,eF, CGyyélivrte de H com o nimero méaximo de arestas, entao

e(By) < e(Fp) < e(By) + o(n?)

quase-sempre. Ainda, removendo o(n?) arestas de F;, podemos torné-lo bipar-
tido. Esse resultado generaliza-se para grafos r-cromaéticos.

Kohayakawa et al. (1997) conjecturaram
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CONJECTURA b53. Para todo grafo ndao-vazio H de ordem pelo menos 3 e

1/d2(H)

para todo 0 < p =p(n) < 1 tal que pn — 00 quando n — oo, onde

J)—1
dg(H):maX{e‘(J‘)_2: J C H, |J| 23},

temos que

ex(Gpp, H) = <1 — + o(l)) e(Gnp) (25)

X(H) -1

vale quase-sempre.

Os casos H = K? e H = C* foram, essencialmente, provados por Frankl
and Rodl (1986) e Fiiredi Fiiredi (1994), respectivamente.

Em Kohayakawa et al. (1997), Kohayakawa, Luczak e Rodl provaram o
caso H = K* e observaram que uma aplicacao simples do Teorema 51 prova a
conjectura quando H é uma floresta. O caso H = C! foi provado por Haxell,
Kohayakawa e Luczak Haxell et al. (1995, 1996). De fato, nesses casos foram
verificados a Conjectura 54 abaixo

Vejamos como a versao esparsa do Lema de Regularidade, o Teorema 50, se
aplica no caso dessa conjectura. Seja J um subgrafo do grafo n-uniforme G, .
Pelo Teorema 50, temos uma particao (e, J, Gy p)-regular P de V(G p).

Se sabemos que para algum v > 0 temos

e(J) > <1 _ X(Hl)l + 7) (G-

entdo é facil encontrarmos |H| partes de P que “formam uma cépia’ de H
e no caso p constante, podemos mostrar que essas partes geram uma cépia
de fato de H (cf. Lema 22). Infelizmente, esse nao é o caso quando p — 0
conforme n — oo; aqui muito “trabalho extra” precisou ser feito nos resultados
parciais conhecidos (Haxell et al., 1995, 1996; Kohayakawa and Kreuter, 1997;
Kohayakawa et al., 1997).

Vejamos uma conjectura (Kohayakawa et al., 1997) que implica (25). Sejam
m um inteiro positivo e H um grafo com V(H) = {vy,...,v,}, para h > 3,
0<p=pim)<lesejaV,, = (V;)?:l uma familia de conjuntos 2-a-2 disjuntos,
cada um de cardinalidade m. Dados reais 0 < e < 1e 0 < v <1 e um inteiro
positivo T dizemos que um grafo h-partido F' com partigao V(F) = Vi U---UV},

e com T arestas é um
(E, v, H7 Vma T)_gra‘fo

se, para todo 1 < i < j < h, todo par (V;,V}) é (e,p)-regular e se v <
drp(Vi, Vi) < 1 sempre que vv; € E(H).
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CONJECTURA 54. Dados 0 < a < 1 e 0 < v < 1 existem constantes
e =c(a,y) >0 eC = Cla,y) tais que se p = p(m) = Cm~Y%eH) " entio o
nimero de (e,v, H; Vi, T')-grafos livres de H é no mdzimo

Ry, 2
ol (5)m
T
para todo T e todo m suficientemente grande.

Vamos assumir a Conjectura 54 e vamos provar a Conjectura 53.
Seja & > 0 dado. Vamos mostrar que existe um K positivo tal que se
p= Kn~Yd(H) entzo

1 n’p
eX(Gn,p,H) = (1 — m + 5> 7,

vale quase-sempre.
Tome

PO)

2e(;)
e 0 < v < §/5. Entao, pela Conjectura 53 existem ¢ > 0 e C' > 0 tais que,
quaisquer que sejam m e T, o nimero de (g,7, H; V,,,, T')-grafos H-livres é no

ol <(Z)Tm2>

. Podemos assumir que € < §/5.

maximo

sep > C'm—1/d2(H)

Agora, sejam n e My dados pelo Lema 51. Assuma que n < § < 5 e tome
K = (My)Y/4%UD ¢,
Seja G um grafo n-superiormente-uniforme com densidade p = Kn~1/d2(H)

de ordem n suficientemente grande. Entao, todo subgrafo de G com pelo menos

(= Sam=r+0)

arestas contém um subgrafo isomorfo algum (g, ~y, H; V,,, T')-grafo, onde n/My <
m < n/myg, para todo T e para my = max{5/d, k1}, onde k; é tal que

1 k
< e
mathrmex(Gy, p, H) < (1 -1 + g> <2>

para 9 < /5 e todo k > k.

De fato, seja F' C G com pelo menos (1 — 1/(x(H) — 1) + §)n?p/2 arestas.
Claramente, F' é np-superiormente-uniforme com densidade p.

Seja P = (V;)F_, a particdo (¢, p)-regular (&, k)-equipotente dada pelo Lema 51.
Ponha m = |V;|, para todo i € [k]. Seja R = R(P,~,¢) o grafo reduzido de F.

Se
@ (o gt )

42



entdo F' contém um (e,v, H; V,,, T)-subgrafo para algum 7. Agora, suponha
que e(R) < (1 —-1/(x(H)—1)+ o) (g) Dessa forma,

o) < ( ben? 4 k() +2(8) (2 () (1) +

(1 - ﬁ*‘@) (§)>(1+77)p

<(55+%+’y+(1—m+9)+7])%p
+ n

= (1_X(1})71+Q+T7+7+5E

< (1 — s+ 5) np
uma, contradicao.

Portanto, todo subgrafo de G com pelo menos (1 —1/(x(H) — 1) +§)n?p/2
arestas contém algum (g,~, H; V,,,, T')-subgrafo.

Observe que nao ¢ dificil provar que o grafo aleatério G, 5, é n-superiormente-
uniforme quase-sempre. Dessa forma, resta provar que para quaisquer inteiros
positivos m e T', com n/My < m < n/myg, um (e,7, H; V,, T')-subgrafo de G,
contém H quase-certamente.

Como p(m) = Km~Y/%H) > Cm~=1/eH)  podemos usar a Conjectura 53.
Qualquer (g,7, H; V,,, T)-grafo tem pelo menos e(H)ypm? arestas. Fixe T >
e(H)ypm? e fixe m, com n/My < m < n/my.

Entao, o nimero esperado de (e,7, H; V,, T')-subgrafos de G, livres de

H é no maximo

nhmpTaT (2)m2 < nhm pae(?)m < nhm ae(2) — 0(1)

T )= T e(H)y ’
que, somando sobre todo m e todo T, ainda temos que o nimero esperado
de (e,v,H; Vy, T)-subgrafos de G, livres de H é o(1). O resultado segue

da desigualdade de Markov. Portanto temos que a Conjectura 53 implica a
Conjectura 54.

6.2. Progressoes aritméticas em subconjuntos esparsos dos intei-
ros.

6.3. Uma demonstracao do caso esparso do Lema de Regulari-
dade. Se Py e P; sao partigoes equipotentes de V', entdo dizemos que P; re-
fina Py se toda classe nao-excepcional de P; estd contida em alguma classe
nao-excepcional de Py. Se Py é uma particao arbitraria, entao Py refina Py se

toda classe nao-excepcional de P; estd contida em alguma classe de Py.
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Comegamos pelo lema abaixo que é uma forma defectiva da desigualdade de
Cauchy-Schwarz e que é importante na demonstracao do Lema de Regularidade.

LEMA 55. Sejam di,...,d, reais. FEntao para todo inteiro ndo-negativo

m<n

o) Rz

Em particular, se

entao

1 — 1 «
EZdz = agZdi,
i=1 =1
n

ZdiZ 711(1+(a—1 ><idl> _ (27)

DEMONSTRAGAO. Ponha S, = 3" d; e Q, = >, d;*. Entéo

" 2 & S, 5,2 S,2
Z(d—) =Z<dﬂ—2din+n2) Qn ==, (28)

=1 =1

portanto,

2
= 1 - (Sn — Sm)?
_ j: 2 2: ) _ n m ‘
" i=m+1dl /n_m<i:m+1dl> n—m

Entao

2
On = Qo+ (Qn — Q) > Sm 4 (S0 = Sm)”
m n—m

1,9 nm Sn Sm 2
Llge,mm (S Sy

n—m n m

e demonstramos (26). Agora, provar (27) é facil. Observe que (28) é a desi-
gualdade usual de Cauchy-Schwarz. O

Fixe G = (V,E) e Q@ = {Ui,...,U;} uma l-particdo de V. Assuma que G

¢ (Q,n)-uniforme para algum 0 < n < 1. Seja p = p(G) tal que, para todos

A, B C V tais que A e B sao subconjuntos de partes distintas de @, ou disjuntos
se Q é trivial, e |A], |B| = n|V| vale que

lec(A, B) — p|A||B| < np|Al|B.
Vejamos um resultado de continuidade sobre dp g e d%I,G'

LEMA 56. Fize 0 < § < 1072, Sejam A, B C V tais que A e B sdo
subconjuntos de partes distintas de Q, ou disjuntos se Q € trivial, com 0|A|,

S|B| >n|V]. Se X CAeY CB,|X|>(1-0)|A| e|Y|>(1-0)|B|, entio
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(i) lduc(X,Y) —dpc(A, B)| < 59,
(ii) |dme(X,Y)? — duc(A, B)?| <95
DEMONSTRAGAO. Vamos provar (¢). Observe que n < ¢, entao

er(X,Y) _ en(A, B) —2(1 + n)pd|Al|B]
eG(X7Y) - eG(AvB)

dH,G(va) =

>dy (A, B) — 251 NS 4y 6(A,B) - 36,
—1

Por outro lado,

e (A, B) ern(A, B)
IncXY) S R V) S T npX|Y
< eH(A, B) < 1 +’I7
ST mp( - 0)2A[B] S - o)
gdeg(A, B) + 59,

dic(A,B)

portanto temos (7). A prova de (ii) é similar. O

Fixe uma constante 0 < ¢ < 1/2 e um subgrafo gerador H C G. Seja Py
uma (m-+1)-particio equipotente de V que refina Q, com 4™ > £=°. Assumimos
que 7 < 1o = no(m) = 1/md™*! e que n = |V| > ng = ng(m) = ma'+2m,

Definimos uma particao equipotente P; de V a partir de Py da seguinte
forma. Para cada par (e, H, G)-irregular (VS(O),V;(O)) de classes de Py, com
1 < s <t < m, escolhemos X = X(s,t) C VS(O), Y =Y(s,t) C Vt(o) que
atestam a irregularidade do par, isto é, tais que | X]|, |Y| > E|V5(O)\ = 5]‘/;(0)|,
e |dra(X,Y) —daa(Vi” V) > &

Fixado 1 < s < m, os conjuntos X (s,t) em

(X=X(s,t)cVD:1<t<me (V;(O), V;(O)) nao é (e, H, G)-regular}

definem um particao natural de VS(O) em no maximo 2™~ ! partes. Vamos chamar
essas partes de dtomos de V9. Tome g = 4™ e ponha ¢ = HV |/qj para
qualquer 1 < s < m. Note que ¢ > nn. Trivialmente, podemos escolher uma
particao P de V que refina Py tal que
(i) VO(O) é uma classe de Py,
(ii) para todo 1 < s < m, todo dtomo A C VS(O) contém exatamente
||A]/c| classes de P1,
(iii) para todo 1 < s < m, o conjunto v
HVS | /c] classes de 731

contém exatamente g =

Observe que ¢ = 4?™ < |V ] = cq+r, com r < ¢, portanto, UV:?(O)VCJ =
qg = 4™. Entao, podemos assumir que P; tem exatamente m4™ classes nao-

excepcionais e, é ficil provar o seguinte lema.
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LEMA 57. A particao Py = {Vo(l), .. .,Vn%)} definida a partir de Py como
acima € equipotente e refina Py, com m; = mq = md™ e ]V | < ]V | +
nd=™m. ([l

No que segue, para 1 < s < m, sejam Vs(i), para 1 < i < ¢, as classes de
P1 que estao contidas na classe VS(O) de Py. Também, para todo 1 < s < m,

pomos C = U1<z<q V (/L)

Fixe 1 < s < m. Note que |Cs| > ]VS | —(c—=1) > |Vs(0)| —q_1|Vs(0)\ >
|V;(0)|(1 —¢ ). Como gt <1072 eq 1|Vs( | > ¢ > nn, pelo Lema 56 temos,
di1,c(Cs, Co) — dp.c(VO, V)| < 57 (29)
e
d1.6(Cs, C)? — dira (VIO V)] < 9¢7, (30)

para todo 1 < s <t < m.
Seguindo a idéia da prova no caso denso, definimos o indice ind(R) de uma
parti¢ao equipotente R = {Vp,...,V,} de V por

. 2
1nd(R) = ?”72 Z dH,G(%v‘/})Qv
1<i<j<r

e observe que 0 < ind(R) < 1. Os préximos lemas mostram que para P; definido
como acima temos que ind(P;) > ind(Py) + €°/100. A prova do primeiro lema
é baseada na desigualdade de Cauchy-Schwarz.

LEMA 58. Suponha 1 < s <t <m. Entao
5

1 & (0)\2
*22:: Vi(5)? > duc(VO,V, )—m-

DEMONSTRACAO. Seja (VS(O), Vt(o)) um par de conjuntos de Py. Entao,

XX etV = 3 3
=11 Vi)

ea(Vs(i), Vi(4)) e (Cs,C't)
/Z 1+77 .

)?pIVa@IVe()l (1 +n)plClICH|

1_
>y o(Ca C)) > dy.a(Ca, Cy) — 2
T a,6( t) = dua( ) — 21

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

1 . .
— Z di,a(Vs(i),Vi(4))? = du,a(Cs, C)* — 4n,
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€, por (3O)a temos
i’G(CS’Ct) > dH,G(V:s( )7 [t( ))2 )

e o lema segue de 9¢~! + 41 < £5/100. O

A desigualdade no Lema 58 pode ser melhorada se (Vg(o), Vt(o)) é um par
(e, H, G)-irregular. Formalizamos isso no seguinte lema, que é provado usando
a forma defectiva de Cauchy-Schwarz (Lema 55).

LEMA 59. Seja 1 < s <t <m tais que (V(O) V( )) ndo € (e, H, G)-regular.
Entao

et &5

1< 2 0) 1,(0)\2
ﬁz; i), Vi(4))" = duc(Vs, V, )+E_ﬁ'

DEMONSTRAGAO. Sejam X = X(s,t) C Vi ey = Y(s,t) C Vt(o) COmo
definido acima e sejam X* C X e Y* C Y tais que cada um é uma uniao de
classes de P; e maximal com esssa propriedade.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

qs qt
X =Jvi) e Y =JW0)
i=1 Jj=1

Da maximalidade que assumimos temos que |X*| > |X| — 2™ Y~ 1) >
1X|(1 - 2mte/IX]) > |X|(1 — 2™ Y/ge) = |X|(1 — 1/e2™*1). Da mesma
forma, |Y*| > |Y](1 — 1/e2™*1). Também, note que 1/e2™+ < 1072 e que
|X|/e2m L |V /e2m Y > on.

Pelo Lema 56, temos

5

|dH,G(X*,Y*) — dH,G(Xa Y)| < €2m7+1’

e sabemos, de (29), que
i1, (Co, Cr) = dun (V) V) < 567"

Desde que |dpya(X,Y) — dH,G(Vs(O),Vt(O)” > cebg !l +5/e2m L /2,

temos
|dic(X™,Y™) —duc(Cs,Cy)| > /2. (31)

Ponha d;; = dp,c(Vs(i), Vi(j)), para todo i € [g]. Na prova do lema anterior
verificamos que

q
D dij = —quHGws,Ct) (1= 2n)¢*duc(Cs, Cr).
=1 j=1
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Da mesma forma,

dij < (1 +30)¢*du,c(Cs, C);

2

q

=1 j=1

qs  qt
Z Zdw (1—-2n)qsqda,c(X*,Y") e
i=1 j=1

qs gt
D diy < (1+30)gsqudma(X*, V7).
i=1 j=1

Note que ggm = | X*| > | X|-2""te > £|Vs(0)\ —2m=1e > eqc—2m 1, entdo
gs > eq — 2™ > eq/2. Da mesma forma, ¢; > eq/2.
Ponha p = qsqtq™2 > €*/2 ¢ dgt =dpc(Cs, Ct). Por (31), temos

5 oTISECHEY (R 1S53
S
d;
ij 2 2 ij
i=1 j=1 1+377q dC =1 j=1
. q
>p <1+ 02>Zdij,
3ds,t j=1
ou senao, temos
3 SPSECHLY (RN 1555
S
1- di;
’Lj \ 2 (¥
i=1 j=1 1+37I ¢ 2dsc,t i=1 j=1
<o(1-—=5) >
SdSt =

Neste ponto, usamos a forma defectiva da desigualdade de Cauchy-Schwarz
para concluir que

q q 2
DIETS (a2 450 ~n).

i=1 j=1
portanto,
1 LU
7 Z Y dua(Vi(i), Vi(5))?
i=1 j=1
£2p
>d Sy -n 4
1,G(Cs, Cr)* + 10
>du (VI V) + 40(% + )
5
>d (0) (0) _ £
e estd provado o lema. O
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O seguinte resultado, que segue dos Lemas 58 e 59, é o correspondente do
Lema 18 para o caso esparso.

LEMA 60. Suponha m >1 e 0 < e <1/2 sao tais que 4™ > 1800 5. Seja

42m+1 - onde

G = Gy, um grafo (Q,n)-uniforme de ordem n > ng = no(m) =m
Q ¢é uma particao de V(G) em 1 classes, e assuma que n < ny = no(m) =
1/m4™*t. Seja H C G um subgrafo gerador de G. If P = {Vqy,...,Vin} € uma
particao equipotente (e, H, G)-irreqular de V(G) que refina Q, entdo existe uma

particao Py = {Vy,..., V., } equipotente de V(G) tal que
(i) Py reﬁna 77,
(i) m

i) V3] € ol

(iv) ind(P1) > ind(P) + 55/100.

DEMONSTRAGAO. Sejam P como descrito no lema e P; = {Vb, U V44 1} o}
refinamento construido a partir de P como descrito nesta secao (V; =V, ! ).
Vamos mostrar que P; satisfaz (i)-(iv).

Pelo Lema 57, s6 precisamos verificar (iv). Pelos Lemas 58 e 59, temos

[}
LS

ind(Py) =

z> y
i: =1

2% z > 6(V(0), Vi)

1<s<t<m %]
2 g5 m\ e
> duc(Vs, Vi)? — — —
m <1<s§t:<m( Ve 1) 1OO> +€<2)40>
5 5
€ €
>ind(P) — -+
ind(P) = 155 " 50
&5
> ind ;
ind(P) + 100
e estd provado o “coragao” do Lema de Regularidade. ([l

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 50. Seja G = G,, um grafo (Q, n)-uniforme,
= {Ui,...,U;}, e H C G um subgrafo gerador. Assuman > M, e e < 1/2.
SeJam mg = 1 el > 1 inteiros dados.
Tome s > 1 tal que 4% > 1800e7°, s > max{2my,3l/c} e e4°~ 1 > 1.
Defina f(0) = s e, indutivamente, f(t) = f(t — 1)4/¢=1),
Agora, tome tg = [100e°| e N = max{nof(t): 0 <t <to} = f(tg)2f o) +1
My = max{6l/e, N} e n = n(e, ko,l) = min{nof(t): 0 <t < to} = (1/4)f(to +

1) > 0.
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Também, seja T o conjunto dos inteiros ¢ > 0 tais que existe uma (k + 1)-

particao Py = {Vp, V1,..., Vi } de V(G) tal que
(i) P: reﬁna Q,
(i) 5/41 < k < £(0),

(iii) ind(7P, ) te?/100, e

(iv) [Vo] < en(l—2741).

Tal particao existe para t = 0: tome ¢ = [n/s| e R a parti¢ao de V(G) em
blocos de cardinalidade ¢, exceto possivelmente um que terd cardinalidade no
méximo ¢ — 1 e tal que cada U; contém ||U;|/c| blocos de R. Agrupando os
no maximo [ blocos de R de cardinalidade no maximo ¢ — 1 em Vj temos (iv)
Vol <l(c—1) <le<l]ne/(3l)] < ne/2, pois n = M > 6l/e. Claramente, (i)
e (i7i) valem. Vamos verificar (i).

Temos m < n/c < s = f(0) e sabemos que existe i € [[] tal que |U;| > n/l,

>[5 (w20

Se uma particdo P; existe, entdo t < tg = |100e~?|, pois ind(P;) > 1. Considere

portanto,

t o maior inteiro para o qual P, existe. Afirmamos que Py é (e, H, G)-regular:
caso contréario, o lema anterior implica a existéncia de P;41, contra a maxima-

lidade de ¢. O

6.4. Uma variante. Na demonstracao da versao para grafos esparsos do
Lema de Szemerédi o fato do grafo ser (1, D, p)-esparso, sendo, portanto, a p-
densidade de um par limitada, isto é, d,(U, W) < D, foi usado para garantir que
o indice de uma particao é limitado superiormente, ou seja, ind(II) < D?. Entao
poderiamos chamar de esparso um grafo no qual toda particao fosse limitada.

Essa alternativa foi tomada por Luczak (2000) que provou a seguinte vari-
ante do Lema de Szemerédi para grafos esparsos. Seja G um grafo, f: [0,00) —
[0,00) uma funcao e II = (V1,...,V;) uma eqiiiparticao de V(G). Defina o
indice da particao II por

indf(IT) =
1<i<j<k

villv;
’ |’2]‘f(dp(v;«v‘/]))a

Vi

e chame o grafo G de (f, L,b)-esparso, para reais L e b > 1, se para toda k-
eqiiipartigao II de V com 2 < k < L, temos ind¢(II) < b. Aqui, a p-densidade
de um par de subconjuntos disjuntos é tomada para o fator de escala p =

e(G)/IV(G)P.

LEMA 61. Dados uma fungdo positiva e estritamente convexa [ e reais

e >0eb > 1, existe um L tal que todo grafo G de ordem pelo menos L
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e (f,L,b)-esparso admite uma parti¢ao balanceada (e,k)-regular para algum
1/e < k< L. O
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7. Conjuntos pseudoaleatérios

Comecamos este capitulo fazendo algumas consideragoes gerais sobre carac-
teres e transformada de Fourier em grupos abelianos finitos. Seja G um grupo
abeliano de ordem N e A C G um subconjunto. Denotamos por A, também, a
funcao caracteristica do conjunto A, isto é, A(x) = 1 se x € A e, caso contrario
A(z) = 0. Com essa notacdo A(x) ¢ a transformada de Fourier da funcio A no
caracter x.

Lembramos que que Géo grupo dual dos caracteres de G e que é uma base
ortonormal das fungoes de G em C. Também, se f: G — C, entdo a norma
definida pelo produto interno definido em (7), pag. 8,

1/2
Ifle = V{F, Fa = GZf(a)f(a)) :

e

Note que, para A, B C GG, temos
e em particular |A| = N|A|% = ||A\HQ§ e ||ﬂ]@ = V/N|fla como conseqiiéncias
de férmula de Plancherel. Observamos também que E(Xo) = |A|]. Daqui por

diante, sempre que for possivel omitiremos os subscritos em (-,-) e | - |.
Por outro lado,

NJAP = 3" A0 A0) = Y JAOP < AP + (N - 1) ( max \%c)!) ,

XE@ XE@ Xo#AXEG
ou seja,
- (N - |Ar>|Ar>“2
Ay)| > (22U
;Ig;;l ()| < N1
Definindo
®(A) = max{[A(x)]: X # x0, x € G} (33)

e t = min{N — |A|,|A|}, temos para todo A C G que /t/2 < P(A) < |A|.
ExERrcicio 62. Mostre que ®(A) = ®(G \ A) para todo A C G.

Logo, para todo A C G

";” < B(A) < |A]. (34)

EXEMPLO 63. Vamos supor que |A| = m < log;, N e consideremos a partigao
do ZN

k—1
zx = U i+ 07). (35)
=0
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Para cada t € Zx associamos a m-tupla (P,(t))sca, onde P, é a parte que
contém at (mod N).

Como k™ < N temos que existem t; e to em Zy tais que P,(t1) = P,(t2)
para todo a € A. Dessa forma a(t; — t2) (mod N) € (—N/k, N/k) para todo

acAe
2mia(t; — ¢t 2
P(A) > Zexp (W) > |A|cos (]:) .
acA
Em particular, se ®(A) < |A|/2 entao |A| > logg N. O

O nosso objetivo agora é estudar a relacao entre ®(A) e a uniformidade da
distribuigao de A. Vamos investigar a relagao entre ®(A) e a discrepancia da
distribuicdo de A no Zy.

Tome w = exp(27i/N) a N-ésima raiz primitiva da unidade. E facil provar
que a funcao w;: Zy — C* dada por

wj(a) = wi® (Va € Zn)

é um caracter de Zy para todo j € Z. Daqui em diante, para simplificar,
escreveremos sempre A(t) para A(w;), a transformada de Fourier no caracter
wt € Zy. Essa notacao é justificada pelo seguinte exercicio.

EXERcicIO 64. Mostre que

(1) w; = wj se, e somente se, i = j (mod N);
(2) Zn = {wo,w1,...wN-1} = ZN.

Vejamos mais alguns exemplos onde calculamos A para A C Zn.

EXEMPLO 65. Para um intervalo I = [a + 1,a + m] C Zy temos que

m
~ 1—wm 2 N
7 _ (a+s)r| _ < < =
() ;w 1—wr 1 —wr| = 27’
pois |1 — exp(if)| > 20 /7, para todo 6 € [0, 7]. Tomamos 6 = 27r/N. O
EXEMPLO 66. Sejam a1, as, ..., a,, elementos do conjunto A em ordem cres-

cente e tal que |aj/N —j/m| < €, para algum ¢ € (0,1). Usando a desigualdade
|exp(iz) — exp(iy)| < |z — y| temos | exp(27ia;/n) — exp(2mij/m)| < 2me. So-
mando para todo j

N m m m i
AL =D e v |=D e ™ =D e | <2melAl

J=1 J=1 J=1

Do mesmo modo podemos obter que |A(t)| < 2met|A|, que ndo é muito

informativo para t grande. Agora, supondo por um instante que N é primo,
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temos para todo t # 0

N-1 N-1
aenla)] = |30 AW w)| = |3 tAb)®)| = [FAQ)),
b=0 b=0
e repetindo os cédlculos do comego desse exemplo temos |t/z\4(1)| <2meldl. O

ExERcicio 67. Mostre que ®(kA) = ®(A) para todo k com mdc(k, N) = 1.

Para “medir” a distribuicdo de A definimos a discrepdancia de A em I por
|[ANnI| |1

Al N
Note que estamos falando de |P{x € I|x € A} —P{z € I} | com relagao a dis-
tribuicdo uniforme de probabilidades. Tomando Z C 22V definimos

Da(l) = \ (36)

DA(Z) =max{Dy(I): I € T}.
Além dessas defini¢oes, ainda temos
zA={xa:a€ A} (mod N)

e Iy denota a familia dos intervalos do Z .
Finalmente, definimos que A é e-uniforme (mod N) se para todo x € Zy
com mdc(z, N) = 1 vale que

D:EA(IN) <e€

PROPOSIGAO 68. Se A C Zy € e-uniforme (mod n) para todo n tal que
n|N entio ®(A) < e2w|A|.

DEMONSTRAGAO. Se mdc(t, N) = 1 entdo ¢t tem um inverso multiplicativo
em Zy e |A(t)] = ]15/1\4(1)] < 2me|A|, como no exemplo 66.

Vamos supor que mdc(t, N) = d > 1. Dessa forma, existem m e n tais que
t =md e N = nd, logo

|;4_\(t)’ _ 27r1ta Z eQw;’ma _ e27r7ia < 27T5’A|7
acA acA a’eA’
onde A’ =mA (mod n) e a desigualdade é como no exemplo 66. O

Por outro lado, se ®(A) < eN entdo ZT|A\(’I‘)’4 < e2N%, e |[A] > 6N
implicam D4 (I) < e¥/2671. De fato,

(eN)2N? > ®(A)2N? > &(A Z |A(r) Z (37)
donde tiramos o seguinte
3/4
Al _ 1 7 1 )[4/
r#0 r#0 r#0
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a igualdade vem de (32) e a desigualdade é a conhecida desigualdade de Holder.
Pela estimativa do exemplo 65

|A||1] L onan1/4 [ nra)3 3/4
— <
|A|DA(I) ‘\Aﬂﬂ N | S (e N) (N > (38)

ou seja, Da(I) < e'/?67 1,
Na préxima se¢do mostramos que conjuntos tipicos tém ®(A)/|A| pequeno.

7.1. Coeficientes de conjuntos aleatérios. Vamos mostrar que um sub-
conjunto A escolhido aleatoriamente de maneira uniforme em 2¢ tem ®(A)
pequeno.

TEOREMA 69. FEscolha € > 0. Com probabilidade 1 —O(N~€) o subconjunto
A C G satisfaz

®(A) < 3y/(1+ e)tIn N,

onde t = min{|A|, N — |A|}.

DEMONSTRAGAO. Podemos assumir |A| =t < N/2. Se m € Sy é uma per-
mutacao escolhida aleatodria, independente e uniformemente entao consideramos

797r(t)}
Dessa maneira Xg = A(x) é uma varidvel aleatéria com valor esperado

o conjunto A = {gr(1), Gr(2)s - - -

)
~

E Xy = 0 para x nao-principal.
Para todo 1 < ¢ < ¢ definimos

X;=E <X(X)\gw(1)7 e ,gw(iq)) :

e como |x(g) — x(h)| < 2, para quaisquer g, h € G temos que |X; — X;_1] <2 e
da equagao (6), pag. 6

P (| X¢] > a) < 2exp <—(“gt4)2> < 2exp <—gi) : (39)

Tomando a = 34/(1 4+ €)tIn N temos
P ((I)(A) >3/ + s)tlnN> <NP (HXtH >3/ + e)tln)
<2Nexp(—(1+¢)IlnN) (40)
=2NN~-(1+) — O(N~%).

O

O seguinte exercicio mostra que o resultado também vale no modelo bino-

mial de subconjunto aleatério.
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ExERcicio 70. Seja A C G um subconjunto aleatério obtido escolhendo-
se cada elemento de G = {go,...,gn—1} com probabilidade 1/2. Tome ¢;,
1 < i < N, a varidvel aleatéria com valores em {—1,1} onde 1 significa que g;
foi escolhido. Defina

-1

) N-1
=" ; L x(o) = % > ux(gi)-
i=0

=0

Use a Desigualdade de Chernoff (5), pag. 6, na parte real e na parte imaginaria

de ¢ para mostrar que ®(A) < /(1 + )N log N com probabilidade 1—O(N %),
para todo € > 0.

7.2. Pseudoaleatoriedade no Zy. Em Chung and Graham (1992) foi
provado que para todo A C Zy as seguintes propriedades, que sao satisfeitas
quase certamente para subconjuntos aleatérios do Zjy, sao equivalentes.

Soma exponencial: Para todo j # 0, j € Zy, vale que

[AG)] =] D Alw;(t)| = o(N). (41)

Translacao fraca: Para quase todo z € Zy

A 2
AN (A+a)| :]J+0(N). (42)
Translacao forte: Para todo B C Zy e quase todo x € Zy
B
|[AN(B+x)| = | ]”V | + o(N). (43)
2-padrao: Para quase todos z,y € Zy
A 2
‘(A—:U)ﬁ(A—y)‘: ZA(t+x)A(t—|—y)=|]\[’+0(N). (44)
teEZN
k-padrao: Para quase todos x1,x9,...,Tr € Zy
- Al
ﬂ — ;) ZHAYH‘% V- T +o(N). (45)
=1 teZyn i=1
2-representagao: Para quase todo x € Zy
A]?
D At)A(tr) = ~ o(N). (46)

k-representacao: Para quase todo = € Zy

K
> HA = + o(N). (47)

t1+to+-+tp=x 1=1
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2t-ciclo:

Z A(xl + xg)A(xg + xg) v A(£C2t—1 + $2t)A($2t + 331) = ‘A|2t + O(NQt).
T1,22,..-,T2t

(48)
Densidade relativa: Para todo B C Zy

2
Y BW|BN(A-t)|= Y B)Bu)At+u)= IAIA?I +o(N?). (49)

teZn tu€Ln

Essas propriedades sao satisfeitas para subconjuntos aleatérios do Zy de
cardinalidade 6N com probabilidade 1 — o(1). Um subconjunto que satisfaz
alguma dessas propriedades é chamado de pseudoaleatorio.

EXEMPLO 71 (k-representacdo = soma exponencial = translagdo forte).
Definimos a matriz M = (m;;) por m;; = A(j — i) para todo i,j € Zy.
Claramente temos m;i1 41 = m;;, onde a soma dos indices ¢ mod N. Uma
matriz com essa propriedade é chamada de circulante e cumpre o seguinte
resultado.

ExERrcicio 72. Uma matriz circulante tem autovalores e autovetores

Ajo= mew] ZA i)w;(1 (50)

vj = (%(0)7%(1)7---7%(1\[—1))= (51)

para j € Zy, respectivamente. Além disso, MMT = MTM.

Agora, continuando no nosso exemplo, M* na posicio (i, ) é

mf,j = Z M 01 Moy g " My _g,0, 1 Moy, q,5
V1,V2,...,Vx—1€EZN
= ‘{’1)1,’1)2,... s Uk—1: A(’Ul — 7,) = A('UQ — Ul) == A(] —vk_l)}‘
52
=Y A A Alw) 2
urtuz+-Fup=j—1i
k
|]\l + o(N*1)  para quase todo j —i € Zy.
A matriz (MMT)* dada por b;; =, mﬁemzj satisfaz
b | ‘Qk + O(N2k_1).
7.7 N

Assim, trago((MMT)k) = > )\Zk |A|%* 4+ o(N?F). Como \g = |A| temos
Z )\Qk N2k
J#0

donde A(j) = Aj = o(N), para todo j # 0.
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Vejamos a segunda implicacao. Podemos supor que |A|,|B| > N, para
algum 9 > 0, pois de outro modo a implicacao é trivialmente valida.

Seja B um subconjunto de Zy e denotemos por B o vetor coluna carac-
teristico de B.

Definimos o vetor

N 1
v(B) = B- Zx. (53)
[BI(N—[Bl) N —|B|
Portanto v(B) e ZN s@o ortogonais e
|BI(N — |B) 1
B = Z B) ). 4
~ N BN +v(B) (54)

A matriz M = (m; ;) é como acima. Logo, por defini¢do, a i-ésima linha de
MB é 3, A(j —1)B(j) = |(A+i) N B|. Também,

_ |A]lB] |B|(N — |BJ)
MB = N 7N + N Mv(B).
Suponha que existe € > 0 tal que
Y AN (B +=)| = (|Al|B|/N)| > 3¢|4||B. (55)
Definimos

_ |A]|B| Al B
W= {y. ‘\Am(Ber)\ N TSy (56)

Al||B
W = {yGW:\Aﬂ(B+y)\>(1+€)||]\|[|} (57)
w’ = W' (58)

Por (55), podemos assumir que |WW| > 2¢|A| e assim, sem perda de generalidade,
que |W'| > ¢|A|.
De modo andalogo a (53) e (54) temos

N 1
w" = W'~ 7 59
vV = meme ey Y T N N (59)
"o |W//‘(N_ ‘W//D 1 "
W= ~ NI T ) (60)

Agora, usando (+,-) para o produto interno usual no RV temos

(W', MB) =Y W"(i)ymi;B(j) = Y A(j —i)B()
1,J W
=Y anB )z 0+ 02wy
vew 58



Por outro lado,

(W”, MB) =
W (W' |(N —[W')) n AlIB| |B|(N —[B])
< N 7N + N V(W ), N 7~ + N MV(B)
[W'[A[|B] | [W'|(N — [W'])|B|(N — |BJ)
S—y  t e D(A) [v(W)]v(B)].
(62)
Calculando as normas temos
1 1 1/2
vl = (5 + =)
(63)
., 1 1 1/2
[v(W")| = <‘W” + N — |W”) )
e a ultima linha da equagao (62) fica
WAl B|
1! MB :’
W'|(N — |[W'\)|B|(N — |B 1 1 12 /9 1 1/2
WY = DB = 1B g (1 N
N B N —|B| W'l N —|W|
~WJAIIBl | (IW'|(N — [W/])[B|(N — |BJ))"/?
= N + 2 D(A)
[W'||A[|B] | N
<—m— + —®(A).
N T %A
(64)
Finalizando, de (61) e (64)
4 "|B|lA
D(A) > <€U’V]\U2!H > 4253 N. (65)

Dessa forma, provamos uma versao quantitativa do que queriamos:

AFIRMACAO 73. Dados o, 3, > 0 existe €' tal que & — 0 com ¢ — 0
de modo que o sequinte vale. Para todo A C Zy de cardinalidade alN, se
P(A) < eN entao >, Dpio(A) < €N, para todo B C Zn de cardinalidade
BN.

Chamamos a atencao para o fato de “translacao forte” = “2-representagao”
segue imediatamente da definigdo e que “2-representagao” = “k-representagao”
pode ser provado sem muita dificuldade usando inducao em k > 2 e a desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz. Com isso, temos a equivaléncia dessas quatro

propriedades:
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translagao forte = 2-representacao
soma exponencial <= k-representacao
Na sec¢ao 7.6 mostraremos indiretamente que “densidade relativa”, “2-padrao”
e “2t-ciclo” sao equivalentes. O restante das equivaléncias sao deixadas como
exercicio. O

Se A C Zy é pseudoaleatério entdao também é pseudoaleatdrio o conjunto
AN, onde I é qualquer intervalo no Zy de comprimento SN, para 5 > 0.
De fato, como em (38), ®(A) < eN implica em

AN |A“ 1/2 p—1
——| <l
1]
Vamos usar que se A C Zy é pseudoaleatério e A = AN[0,n) com n = SN
entao
Al B Al A
AN (B S i e} PG L B L8 | NG
lan o) - 28 <oy e |- om

e indicar uma prova de que A’ satisfaz “translacao fraca”. Em Chung and
Graham (1992) foi provado uma versao quantitativa usando o resultado acima,
deixaremos os detalhes para o leitor.

Sejam I, I, . .., I; intervalos de mesmo comprimento (V) que particionam
0 Zy. Escrevemos A; = ANI; para todo i € [¢]. Da definicao de A} e da hipétese
sobre as densidades temos que

/ "2
' Al A A'[A] A

AN (A +x \_Z\A NA+a)] e = =" +on). (67)

Note que AN (A, +z) C Zy é igual a A’ N (A, + ) C Z,, exceto para
um indice j € [¢], supondo que o comprimento dos intervalos é suficientemente
grande. Assim, para quase todo x e todo i, i # j
| Al Af] A A7]

N

/ / _
A0 (4 + )| L

=||AN (A + )| — =o(N). (68)

Queremos estimar [|A’ N (A’ + z)| — [A'[*n™!| como o(N) para quase todo

x. As duas ltimas equacoes acima nos dao

/ /12
= T iF]
(69)
A'llA
SN ]Aﬂ(A;+a:)|—7| ]’\l |‘: ?).
T Qg

Do fato de A ser pseudoaleatério sabemos que A+ a é pseudoaleatdrio para

todo a € Zy, portanto, podemos concluir que A N [a,a + n) é pseudoaleatério
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em Zy. Também é pseudoaleatdrio o conjunto A’ definido por A’(i) = A(c+di)
para 0 < i <n e mdc(d, N) = o(N).

7.3. 3-pa’s em conjuntos pseudoaleatoérios. Vamos considerar o pro-
blema (seguindo Ajtai et al. (1986)): Dados A, B,C C G quantos solugoes tem
a equacao

r+y+z2=0, (70)
onde (z,y,2) € Ax BxC.

O numero de solugoes da equagao (70) é (veja Exercicio 5, pag. 9)

S = > S(z+y+2)
(z,y,2)EAXBxC

=950 (D SENPCIEEE

XE@ (J:,y@)EAXBXC’

-5 3 BED DR N NE (71)

xe@G \(z:4,2)€EAXBXC

-+ (Z A<x>x<x>> > Bu)x() (Z c<z>x<z>>
xe@ \zeCG yeG zeG
=+ > AWBWEW).
xeG
Portanto, o nimero de solugoes é

- MH';HC‘ +% > AXBMCK). (72)

XEG, x#Xx0

S

O préximo passo é estimar o desvio ’S — N1 A|B||C||

v Y ABrC <y X 1AIBOICH)
X€G, x#x0 X€G, x#x0
S
X€G, x#x0

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
1/2 1/2
Y IAIBOI< | D 1AP Y IBOP| (73)
x€G xe@ xe@
o lado direito da desigualdade acima ¢ igual a (N|A|2N|B|?)Y/2 que, pela

observagao que segue a equacao (32), pag. 52, é igual a N+/|A||B|.
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Concluindo

‘S—M”ff"c" < ®(C)/JA[BI. (74)

ExERrcicio 74. Mostre que ®(A) = ®(A + b) para todos b € G e A C G.
Conclua que a equagao acima vale para o nimero de solucoes de x +y + z = a,
onde (z,y,2z) e AxBxCeac€G.

EXERcicIO 75. Mostre que o nimero de solucoes de x1 + - - - +x = 0, com
x; € AZ' - G, é

k
[ Ax[| Ao - - [Ax| | 1 T
N + N Z AHAZ(X)
xo#xeG =1
EXERCICIO 76. Denote por Q(A) o nimero de quadruplas (a,b,c,d) € A*
tais que a + b = ¢+ d. Mostre que Q(A) = N~13_ |A(r)|*. Mostre que para
A de cardinalidade 0 N
(i) se ®(A) < eN entdao Q(A) < (0* + £20)N3;
(ii) se Q(A) < (6* + &)N? entdo ®(A) < /4N,
(iii) se Q(A) < §*N3+ o(IN?3) entdo para qualquer progressio aritmética P
modulo N vale |AN P| = §|P|+ o(N).

Nao ¢ dificil provar que se A C {1,2,..., N} é um subconjunto aleatério
com |A| = JN, entdo o nimero esperado de progressoes aritméticas de trés
termos em A é §3N2. Agora, o niimero de progressoes aritméticas mod N em
A é igual ao nimero de solugbes da equagdo = + z = 2y (mod N) e se A tem a
propriedade da “soma exponencial” entao

[#(3-pA (mod N) C A) — 6°N?| = o(N?). (75)
EXERcic1O 77. Mostre que se ®(A4) < eN entao
|#(3-PA (mod N) C A) — §°N?| < edN>.

Notemos que (z,y,z) € A pode ser uma 3-PA trivial com =z = y = 2z ou
sobreposta, com x = z. Por exemplo, no ultimo caso encaixa-se a 3-PA (1,4,1)
no Z@.

Um truque para termos uma estimativa para o nimero de progressoes sem
sobreposicao é considerar B = AN (N/3,2N/3]. Tomamos como S o nimero de
triplas (z,y,2) € Ax Bx B tal que z+2z = 2y (mod N). No maximo N solugoes
sdo triviais, i.e., a razdo é zero. Assim, nimero de progressoes aritméticas em
A satisfaz,

53
#(3-PA C A) — —N?| = o(N?), (76)

9
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pois “soma exponencial” implica discrepancia de A no intervalo pequena e,
portanto, ’|B| - 5N/3‘ = o(N). Em particular, A contém uma progressao nao
degenerada de trés termos tao logo N > 9573,

ExXERcicIO 78. Mostre que se ®(A) < eN entédo
|#(3-pA C A) — §|B|*| < eN|B|.

LEMA 79. Se AC{1,...,N—1}, N > 26673, |A| = 6N e ®(A) < (6%2/16)N
entdo A contém uma 3-PA.

DEMONSTRAGAO. Para ®(A) < eN sabemos que ||B| — 6N/3| < \/eN/9
(veja(38)). Se e < (1/16)6% entdo |B| = §N/4 e portanto

53 1343 1363
3-pA C A) > §|B|> —eN|B| > —N? — N2> ——_
#(3-P ) 2 0|BI" —eN|B| > 75 16 - 36 16 - 36

como ha < N PA’s triviais, segue o resultado. O

N2> N

)

7.4. A demonstracao de Roth. Vamos supor que existe r € [N — 1] tal
que A(r) > eN e mostrar que A tem densidade alta numa progressao aritmética
genuina de ~ v/ N termos. Definimos

P = P(q) ={hq: [h| <m} C Zy, (77)

tal que ¢|P| < N e temos

N-1

N-1
AN (P+u)| |A B AN (P +u)|
1 N-1
=17l D AN (P + u)|wy(u)
u=0

)

1 —s 1~ =
ZW]A* P(t)| = ﬁ|A(t)P(t)

portanto,
— |P(r)| AN (P+u)| |4
dpiy(A >eN , d dpiy(A) = —-"—+—— — —
’ P+ ( )(T)’ € |P| onae P+ ( ) |P| N (78)
Vamos supor que
existe P = P(q) com q|P| < N tal que |P(r)| > |P|/2. (79)

Como cada a € A pertence a P + u para exatos |P| valores de u € Zy
concluimos que ), [AN (P +u)| = |A||P]

N-—1
Z dP-l—u(A) =0
u=0
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e, portzmto2 de (78) e (79),

N—
Z\dm N+ dpra(A) = 3 [dpiaA)] > [dpra(A)()] >
u=0

| M

Assim, para algum u temos

e
’dP+u(A)’ + dPJru(A) P

55
que, por sua vez, implica em dp4,(A) > €/4. Concluindo esta etapa, reescre-
vemos a implicagao como

€
> — .
yAmw+uﬂ/@+4ym (80)
PROVA DA EQUAGAO (79). Considerando as colegbes de pares
{G,ir):i€{0,...,N=1}} ou {((n—1) —4,ir): i € {0,...,N — 1}}

numa particao de {0,1,..., N —1}? em L N — 1J2 <N, quadrados, segue do
principio da casa dos pombos que existem £ e k, 0 < ¢ < k < N — 1, tais que
k—0<VNer(k—1/¢) <vVN (mod N). Tomamosq—k:—ﬁedeﬁnimos

:{MJM<U%Y1NH.
< Z ’wr(hq)—l‘gf.

|hl<|P|/2

Temos

|[P(r) — | PI| <

ZP -1

0

PROPOSIGAO 80. Se |A(r)| > eN para algum r # 0 entdo existe uma pro-

gressio aritmética em Z com pelo menos (1/32)eV/N termos e tal que
AN (P +u)| > (6+ %) 1P|

DEMONSTRAGAO. Tomamos P como a progressao acima e a escrevemos
como uniao de duas progressoes aritméticas genuinas P = P; U P, onde |P;| <
| Pyl

Se |P1| < (/8)|P2| entao |[AN Py = (0 +¢/8)|P| = (§ + ¢/8)|P2|. Senao
|P1|,|P2] > (¢/8)|P| e, portanto, A deve ter densidade > 0 + ¢/8 em uma
delas. O

LEMA 81. Se AC {l,...,N—1}, N > 26073, |A| = 0N. Ou A contém uma
3-PA genuina, ou existe uma PA P C Z com pelo menos (62/512)V/N termos e
tal que

128

2diretamente da definicao de f vale que S lf@)] = |f(k)|, para todo k # 0.
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DEMONSTRAGAO. Se A nao contém uma 3-PA entdo, pelo Lema 79, temos
existe r € [N — 1] tal que A(r) > (62/16)N. Pela proposicio anterior, existe
uma PA P com pelo menos (1/32)(62/16)v/' N termos e com

2/1
|AN(P+u)| > <5+5 é 6> |P|.

0

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA DE ROTH. Vamos mostrar um subconjunto
A C{1,2,...,N—1} com pelo menos 6 N elementos e N > exp exp(Cd~!) entdo
A contém uma 3-PA, para alguma constante positiva C.

Se A nao contém uma 3-PA entdo tomamos uma PA P; C 7Z dada pelo
Lema 81. Identificamos P, com {1,2,..., N; — 1} simplesmente enumerando os
elementos de P;, e A1 ~ AN P;. Sabemos que A7 nao contém 3-PA nao-trivial,
|A1| = 61Ny com Ny > (62/512)V/N e §; > 6 + 62/128.

Iterando k = 128/§ vezes teremos Ay C {1,2,..., Ny} com densidade o >
d+4. Iterando mais k/2 vezes a densidade salta de 24 para 49. Dessa forma, apds
(128/6)(1 4+ 1/2 + - + 1/2°71) passo atingiremos densidade pelo menos 2°6.
Conseqiientemente, teremos densidade maior que um em 256/ passos, uma
contradicao desde que N seja suficientemente grande de modo a nao termos
jogado fora todos os elementos.

Depois de k passos teremos uma progressio com pelo menos (62/512)? N 1/2
termos, entdo precisamos de N/ 2* > 6745122, Tomando logaritmos

lg N > 2F1g(6715122) = 22500 (41g 5" + 18), (81)

_ 585~ 1
como 41gé~! 4+ 18 < 2% ' & suficiente escolhermos N > 22°°% ; ou, ainda,
N > expexp(1805~1). O

ExEercicio 82 (Gowers, 2005). O seguinte exemplo mostra que uma simples
generalizacao do argumento de Roth nao funciona para progressoes aritméticas
com 4 termos.

Para o conjunto A = {z: |22| < 10000} C Zx temos que ®(A) = O(v/N log N)
enquanto que o numero de progressoes aritméticas (em Zy) de 4 termos é maior
que 10716 N2,

(i) Prove que se f(x) = wq(2?) entdo ]fA‘(t)| = /N para todo t.
(i) Tome I = [~ [N/10000], [ N/10000]|]. Mostre que A(z) = I(z?). Es-
creva A(z) em termos dos coeficientes de Fourier de I.
(iii) Use (i) e uma estimativa para os coeficientes de I.

Agora, mostre que o ntimero de 4-PA’s em A é > 10716 N?2,

Gowers (2001) redefiniu a nocao de pseudoaleatoriedade para generalizar o

argumento de Roth. No caso de 4-pPA, A é chamado de e-uniforme se ®(A) < eN
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e de 2-quadraticamente-uniforme se AN A + k é e-uniforme para pelo menos
(1 —&)N valores de k. O resultado de Gowers para conjuntos pseudoaleatérios
é: Se A de cardinalidade SN ¢é (< 27298512 quadraticamente-uniforme entdo
A contém uma 4-PA para todo N suficientemente grande.

EXEMPLO 83 (Gowers, 2001). O conjunto A = {s € Zy: |s*| < N/10} ¢é
uniforme mas nao é quadraticamente-uniforme. Se s € AN A+ k entdo s €
5 {s € Zn: |s — k/2| < N/5}, portanto AN A+k nao é uniforme para qualquer
que seja k. Nao daremos as demonstracoes.

ExERcicio 84. O objetivo desse exercicio é dar uma cota inferior para
r3(N). O resultado é de Behrend (1946).

(1) Seja S(0,r) C R™ a esfera de raio r e centro na origem do sistema car-
tesiano. Tome M = |N 1n g 2|, n = y/log N, e considere a intersec¢ao
A=[M]"NnS,r).

Mostre que existe r no intervalo [\/n, /nM] tal que
M M2

>
41> n(M? —1) —

(Dica: principio da casa dos pombos.)

(2) Prove os seguintes fatos a respeito da projecao p: A — [N] dada por
p(z) = 2M)71 3" xp(2M)F: (i) p é injetora; (ii) se p(z) + p(y) =
p(2z) entao x +y = 2z, e (iti) max{p(z): v € A} < (2M)™.

(3) Mostre que [p(A)| = N exp(—logn —nlog2 — (2/n)log N).

(4) Use o fato de uma reta encontrar S(0,r) em no méximo dois pontos
para concluir que p(A) nao contém 3-PA.

O

7.5. Um Lema de Regularidade para grupos abelianos. Green (2005)
provou um resultado do tipo do Lema de Regularidade para grupos abelianos.
Nessa secao vamos mostrar esse resultado restrito ao grupo G = Z4 de ordem
N =2"

Comegamos com algumas observacoes elementares sobre andlise de Fou-
rier nesse grupo. Primeiro, Z; = {-1,1}. Para x,g € G definimos x4(z) =
(=1)@®) = (=1)9"" e nao ¢ dificil mostrar que G = {xq: g € G}. Disso temos
que a transformada de Fourier de f é dada por f(g) = S, fl@) (=19

Para o subgrupo H C G usamos a notacao usual para as classes laterais,
ou seja H +g = {x +g: 2 € H}. Ainda, denotamos por Ag,, a fungao
caracteristica do conjunto AN H + g. Com essa notagao A/Hrg(t) =Y (AN

(H +9))(@)xe(2) = Lgep (Ang) () ()" .
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Com essa notacao, dizemos que g é (¢, A, H)-reqular se ®(Ap1q) < elH|, e
dizemos que H é e-regular para A se mais que (1 — )N elementos g de G sdo
(e, A, H)-regular.

TEOREMA 85. Dados 0 < € < 1/2 e A C G. Ezistem um inteiro Ko =
Ko(e™3) e subgrupo H C G de indice < Kq que é e-reqular para A.

DEMONSTRACGAO. Definimos

ind(A, H) = 1 Z |Arigl )
TN\
e observamos que 0 < ind(A,H) <1
Vamos mostrar que existe uma seqiiéncia G = Hg O H; 2 -+ D Hj de

subgrupos tal que |G/H;| < 21¢/Hi—1l ¢ ind(A, H;) > ind(A, H;_1) + €%, sempre
que H;_1 nao é e-regular.

Se H C @ nao é regular para A existem pelo menos eN elementos g € G
tais que ®(Ap4q) > €|H].

Se g1,92 € H+g entao Ap44, € uma translacao de A4, e isso implica em
@(t) = z@(t)(—l)(grgl’t) o que implica que os coeficientes de Fourier
sao grandes nos mesmos pontos t € G. Isso implica que existem K, ¢ <
K/|G/H| <1/2,t; € H, i € [K], e classes laterais H + g; tais que A/HTg( t;) =
e|H| para todo g € H + g;.

Seja H' = {x € H: (z,t;) = 0 para todoi € [K]} subgrupo de H. E
imediato que |G/H'| < 2|/l Vamos mostra que ind cresce como afirmado.
Primeiro, observamos que H’ (t;) = |H'|. Agora

N|H'[*|H|ind(A, H') Z Aol =D D [Amrsgen
g heH

2
=Y > D A@-g-hH ()
g h z
:ZZ<AH+g*HI(h))2
g h
=Y 3 A, OPIE ()P

9 cH
=N|HP|H'Pind(A, H) + 3N Ay ()P H ().
g t#£0

Para finalizar

SO A (P H (¢ \2>Z S AW PIH ()

g t#0 i=1 geH+yg;
€2K|H‘2‘Hl‘2 2 ESN’H’2|H/’2
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Portanto, ind(A, H') > ind(A, H) + £3.
Como no caso do Lema de Regularidade, a prova do teorema segue de
iteradas aplicagoes desse resultado. Os detalhes ficam a cargo do leitor. O

Sejam A C G um subconjunto e H C G um subgrupo e-regular para A.
Remova de A cada g € A tal que
(i) Ag4g nao é e-regular, ou
(ii) [Am+gl < (20)'/%|H|.
O conjunto reduzido resultante, é denotado por A’ é a construcao equivalente,
nesse caso, a de grafo reduzido.

EXERCICIO 86. Mostre que |A’| > |A| — 3¢Y/3N.

Chamamos de triangulo uma tripla (a,b,c) € A3 tal que a + b+ ¢ = 0.
Analogamente ao teorema 29 para triangulos

TEOREMA 87 (Green, 2005). Se A C G é um subconjunto com pelo menos
o(N?) tridngulos entdo podemos tornar A livre de triangulos removendo o(N)

elementos
ExERcicio 88. Demonstre o teorema.

Green (2005) mostrou a seguinte conexao com o Lema de Regularidade de
Szemerédi. Seja G = (X UY, E) com X e Y cépias disjuntas de Z% e ab € E se
e somente se a +b € A onde A C Z7.

Seja H um subgrupo de Z% e e?-regular para A e vamos mostrar que se
x1 — 2 é (e, A, H)-regular entdo o par (H + x1, H + x2) é (¢,G) regular.

Tomemos subconjuntos U + z; C H + x; de cardinalidade |U + z;| > €|H],
i =1,2. O ntmero de arestas em (U + x1,U + x2) é o ntimero de solugoes de
ut+v—a=0, (u,v,a) €U+ xz1 xU+x2 X A, ou seja

;11 S" AT+ 2 ()T + 22(t)

_ ;’ > Antrar— e OUOT (),

e(U+z1,U+xz0) =

e, portanto temos
|da(U + x1,U + x2)—de(H + x1, H + 23)| =
1

W Z AH vz —2s (t)ﬁ(t)ﬁ(t)
40

_ 1
©|HUP
e?|H|

DL/
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Como para cada i hd no méximo ek? j’s para os quais z; — z; ndo é (¢, A, H)-
regular, temos que V(G) é particionado pelas classes laterais H + x;, i € [k].

7.6. Conexoes com grafos. Chung and Graham (1992) provaram ainda
que as propriedades mostradas na secao 7.2 sao equivalentes com certas pro-
priedades de grafos. Estudaremos essas propriedades na proxima secao. Por
enquanto, veremos algumas conexoes.

Definimos o grafo G 4 cujos vértices sao os inteiros de Z e ij é uma aresta se
e somente se i+ j € A. Supomos que A é pseudoaleatorio e fixamos § = |A|/N.

A primeira propriedade é que, por “densidade relativa”, para qualquer sub-

conjunto de vértices U C Zy

Z > U( A(i+ ) = |U\2+o(N2). (83)
ZEZNJGZN
Nao é dificil mostrar a reciproca, ou seja, se e, (U) é como na equagao acima
para todo U, entdao A tem a propriedade “densidade relativa”.
Pela “2-padrao”, para quase todos i,j € Zy vale que |[N(i) N N(j)| =
3| Al 4+ o(N), logo
S ING )| — 02N | = o(N?). (84)
IE€ELN JELN
Aqui também vale a reciproca.
Mais uma conexao é dada pela “2t-ciclo” que é equivalente a dizer que o
numero de circuitos de comprimento 2t em G4 é

#(C* C Ga) = AP + o(N*) = (1+0(1))(6N)™. (85)

Se G5 é o grafo aleatério no modelo binomial com probabilidade de aresta
J, entdo as equagoes (83), (84) e (83) valem com probabilidade tendendo a 1,
quando N — oo, para qualquer 0 < § < 1 constante.

Como as propriedades de subconjunto do Zy sao equivalentes, provamos
que en G4

e(U) = g|U]2 +o(N?) & > |IN({)NN(j)| - 6°N| = o(N?)
1,JELN
& #(C*) = (1+0(1))(5N)*

8. Grafos pseudoaleatorios

Na se¢ao anterior vimos trés propriedades em grafos que sao equivalentes.
Nessa se¢ao, Teorema 89 abaixo, veremos uma cole¢ao de propriedades, que
incluem essas trés, e que sao equivalentes para grafos de densidade p, 0 < p < 1.
Um grafo que satisfaz alguma (portanto, todas) dessas propriedades é dito grafo

pseudoaleatorio.
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No que segue adotamos as seguintes notacoes, N5(H) e Ng(H) denotam
o numero de cépias induzidas e nao necessariamente induzidas de H em G",
respectivamente. Denotamos por Ng(z) o conjunto dos vértices adjacentes ao
vértice z em G. Usamos A = A(G) para a matriz (azy), yev(q) de adjacéncias
de G e A1, ..., Ay sao seus autovalores reais. Denotamos por AAB a diferenca
simétrica dos conjuntos A e B, ou seja, AAB = (AUB)\ (AN B).

TEOREMA 89. Para todo p € (0,1) fizo sao equivalentes:
Pi(s): Para todo grafo H de ordem s, para s > 4 inteiro fixo,

Nén(H) = (1+ 0(1)n*pe (1 — p) )=,

Py(t): Parat > 4 inteiro par,
ny _ n’p 2 t t t
e(G )—T—I—o(n ) e Ngn(C") < (np)' +o(n).
P3: Se A1 = |A\2] = -+ = |\y| sdo os autovalores de A(G™), entdo
n 71,2]? 2
e(G") > < + o(n*), A= (1+o0(1))np e Ao = o(n).
P4: Para cada U C V(G"), temos

e(U) = g\m? + o(n?).
Ps: Para cada U C V(G™), com |U| = |n/2], temos
e(U) = (’g’ + 0(1)) nZ.
Pe: Para todo xz,y € V(G™), se S(z,y) = V(G™) \ (N(z)AN(y)), entdo
> ISy = @* = (1= p)*)n| = o(n®).
z,yeV
P7: Para todos z, y € V(G")
> |IN(2) N N(y)| - p*n| = o(n®).

z,yeV
]

Note que P2 vale somente para circuitos pares. O seguinte exemplo mostra
a diferenca, neste contexto, entre circuitos pares e circuitos impares. Sejam
G um grafo com 4n vértices e Vi, Vo, V3, Vy subconjuntos disjuntos de V(G),
cada um de tamanho n. Em V; e em V5 colocamos todas arestas, entre V3 e Vj
colocamos todas as aresta e entre V3 U V5 e V3 UV, colocamos as arestas com
probabilidade 1/2. Esse grafo nao é pseudoaleatério, entretanto, valem P1(3)
e P2(2t + 1) para todo t fixo.

Todas essas propriedades sao facilmente verificadas valerem para o grafo

aleatério Gy, quase-sempre. Como foi observado em Chung et al. (1989), um
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fato bastante interessante é que P2(4) é forte suficiente para termos pseudoa-
leatoriedade.

ExeEMPLO 90. Nesse exemplo, mostraremos algumas das implicacoes entre
as propriedades enunciadas no teorema acima, notadamente, que envolve os
autovalores da matriz de adjacéncias.

Primeiro, assumimos P3. Denotamos por dy, ds, ..., d, os graus do vértices
de V(G™) = [n]. Pondo v = (1,1,...,1)T temos de (11), pdgina 10, que

vIAv > d;  2e(G™)

e assim podemos concluir que
n
Z \d; — np| = o(n?). (87)
i=1

Exercicio 91. Conclua de (87) que G™ é quase-regular, ou seja, quase
todos® os vértices tém grau (1 4 o(1))np.

Agora, vamos mostrar que as arestas estao bem distribuidas. Seja S C V

um subconjuto de vétices e s seu vetor (coluna) caracteristico. Observamos que

n n n

STAS = Z ZSjSiaj,i = st(z) = 26(5), (88)
i=1 j=1 i=1

onde dg(i) é o grau de ¢ em G[S]. Pelo Teorema Espectral temos que se

X1,X2,...,X, € uma base ortonormal de autovetores, com \; o autovalor as-

sociado a x;, entao

n n
T T T
A= E AiXiX; = AMX1X1 + g Aixix; = A1 + B,
i=1 i=2
onde a tultima igualdade é uma definicao.
Se a; é a coordenada de s na base ortonormal de autovetores, ou seja,

i = (5,%) = 8T, entio 3, a2 = |s] = |S]. Como s = ¥, aux; temos
n
sTAjs=ai\; e s"Bs= Zajz)\j, (89)
j=2

e resta estimar os «;’s.
Denotamos por u o vetor ﬁl de modo que
5]

a1 = (s,u) — (s,x; —u) = —n+<s,x1—u>

NZD

3Relembrando que quase todos nese caso significa todos menos o(n) deles.
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e portanto, por Cauchy-Schwarz e por |x; — u| = o(1), cuja demostracao adia-

remos, temos

S
a1 = ) < ol = ul = o150,

Também temos |sTBs| < |Ag| >t a?] < |Ae]|S|. Juntando essas estimativas
com as equagoes (88) e (89) fechamos com

S 2

’2|p + o(n?).

Restou ainda |x; — u| = o(1) para provarmos.

e(S) =

Ix1 —uf? = (x1 —u,x1 —u) = (u,u) + (x1,x1) — 2(u,x1) = 2 — 2(u, x1).

Portanto, se u =), #;x; entdo devemos estimar j3;.

Consideremos os vetores

(1) Au = ﬁ(dl, dg, ce ,dn)T,

(i) d = ﬁ(dl —np,dz—np,...,d,—np)" = Au—npu =3, Bi(\i —np)x;.
Pelo exercicio 91 temos que |d| = o(n) e por (ii)

n

ld]? = ZﬁQA —np)? Z (\i—np)® = (np—o(n Zﬁ2 (np—o(n))*(1-47)

logo
|d|?
Bi=2piz>1— ——
Lo (np — o(n))?
(]
d|?
—uf?=2-2 22 2”7: 1).
|x1 — u p1 < + (p — o(n) 2 o(1)

Nosso proximo passo é deduzir Pg a partir de P2(4). No i-ésimo elemento
da diagonal de A* temos o nimero de passeios fechados com quatro arestas que
comecam em i, logo, tr(A%) = N(C*) + o(n*). Também, tr(4*) = 77 A2
Assumindo que o nimero de cépias de C* é o esperado, ou seja, assumindo
P3(4), temos

Z)\ < nipt +o(n?). (90)

Como acima,

vIAv Y d;  2e(G")

A > =np+ o(n), (91)
IvI? n
ou seja,
n
nipt +o(n?) < M <) N <nfpt 4 o(nh) (92)
i=1
portanto, |A\1| =np + o(n) e |A2| = o(n). O
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Simonovits and Sés (1991) acrescentaram mais uma propriedade a lista de
Chung, Graham e Wilson. FEles provaram que Pg abaixo é uma propriedade
pseudoaleatéria de grafos.

Pg: Para todo real positivo ¢ < 1 e todo inteiro positivo kg existem inteiros
positivos ng = no(e,mp) e Ko = Ko(e,mp) tal que G™, para n > ng, admite
uma particao (g, k, G")-regular Vp, V1,..., Vi, com kg < k < K, tal que

(Vi, V) é (e,G™)-regular e |d(V;,V;) —p| <e¢

nao vale para no maximo e(g) pares (V;,V;), com 1 < i< j<k.

Vamos mostrar que P4 = Pg. Seja G™ uma seqiiéncia de grafos e assma
que para todo todo X C V temos e(X) = | X|*p/2 + o(n?).

Sejam € e kg dados. Ponha Ky = k = kg. Considere Vy, ...,V arbitrarios
com |Vo| < ke |V;| = |n/k]. Seja N1 = Ni(e, k) tal que eNy > k.

Para quaisquer U, W C V(G") disjuntos
e(UW) = e(UUW) = e(U) = e(W) = ([U] + [W|)*5 — [UPE = WS + o(n?)

= [U[|[W|p + o(n?),
logo, existe No = Na(e, k) tal que para todo n > Na
1—¢)2e3
|e(U, W) — p|U||W]| < (kQ)nQ.

Definimos ng(e, k) = max{Ny, Na}, assim para n > ng nds temos |Vj| <

kE<eNy <ene(l—e)n/k<|Vi| para todo i € [k].

ExERcicio 92 (Ps = P3). Mostre que para t € N a propriedade Pg implica
P2 (2t) (veja observagao 20, pag. 20).

Outra propriedade equivalente as acima foi posta por Kohayakawa (2003)
e foi usada para projetar um algoritmo 6timo para verificar regularidade no
sentido de Szemerédi. Dizemos que um grafo J é (g, A)-uniforme, para 0 < o <
1e A €R, se para todos U, W C V(J) disjuntos vale

(U, W) — o|U|[W]|| < Ay/o|VI|U||W]. (93)

Um grafo G satisfaz a propriedade Pja(e), para € € (0,1), se G e J tém o

mesmo conjuntode vértices e
> [INa()ANG ()| — p°n| < pPnee(). (94)
ij€E(J)

Dessa forma,

PROPOSIGAO 93. Pja(o(1)) é uma propriedade pseudoaleatoria.
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A existéncia de grafos uniformes pode ser estabelecida por meios construti-
vos (grafos de Ramanujan, por exemplo).

Outros parametros foram introduzidos por Chung and Graham (1991) como
a discrepancia e o desvio definidos por

dise(G") = ;Wénva(én) e(GMW]) — (G| e

dEV(Gn) = H (EC4 - 004) )

onde ECy4 é o niimero de tuplas (a,b,c,d) € V* tais que uma quantidade par
dos 2-subconjuntos {a,b, }, {b,c}, {c,d} e {d,a} sao arestas de G", e OCy é o
equivalente para quantidade impar de arestas.

PROPOSIGAO 94. dev(G™) = o(1) € uma propriedade pseudoaleatoria.

Terminamos essa secao deixando como exercicio algumas propriedades da-

das em Chung and Graham (1991) envolvendo esses conceitos.

ExXERcicio 95. Demonstre as seguintes afirmacoes
(i) disc(G™) < dev(G™)Y4 e dev(G™) < 16 disc(G™)Y/4;
(i) e(G") > %p (1 — dev(GM)1/4);

(iii) N(C*) < (np)*(1+ dev(Gm)H/)*;

A1 — np| < npdev(G™)M/4;

A2| < ndev(G™)V/S,

)
)
(iv)
(v)

9. Construcoes explicitas

Um grande ntimero de construgoes sao baseadas em propriedades de residuos
de inteiros, por exemplo, se ¢ é uma poténcia de primo entao (a(qfl)/ 2 (a
1)(a=1/2) vale (£1,+1) aproximadamente ¢/4 vezes e mais ou menos de forma
independente para a escolhido aleatoriamente.

Dizemos que um inteiro a é um residuo quadrdtico médulo um primo p > 3
se p nao divide a e

a=z> (mod p)

para algum inteiro . O simbolo de Legendre, (-/p), é definido da seguinte
forma: se p divide a, entao (a/p) = 0, sendo

+1 se a é residuo quadratico de p,
(a/p) =

—1 se a nao é residuo quadratico de p.

Os seguintes resultados sao teoremas basicos de dlgebra facilmente encon-

trados em livros texto (por exemplo Ireland and Rosen, 1990, cap. 5).
74



(a) Metade dos inteiros a tais que 1 < a < p — 1 sao residuos quadrdticos
de p.
(b) Se d divide p — 1, entdo z =1 (mod p) tem exatamente d solugdes.
(¢) Para todo primo p vale a? = a (mod p).
Desses trés resultados, temos que o conjunto dos residuos quadraticos de p é
igual ao conjunto das solugoes de
-1
27 =1 (mod p).

Portanto, se p nao divide a, vale que

(a/p) = a7 (mod p), (95)

e, se p também nao divide b, temos que

p—1 p—1

(a/p)(b/p) = a"T b7 = (ab)"T = (ab/p). (96)

Dizendo de outra forma, a é um residuo quadratico se z2

= a tem solucao
no corpo Zp, p impar.
Denotamos por F, o corpo finito de ordem ¢ poténcia de primo. Um caracter

do grupo (g, +) como definido na secao 1.6 é chamado de caracter aditivo.
ExXERcICIO 96. Mostre que se G = (Fp, +) entao ®(aA +b) = ®(A), a # 0.

Um caracter multiplicativo de Fy = (F, \ {0},-) é uma funcao v: F; — C*
tal que

v(a-b) =~(a)y(b),

para todos a,b € F,. Como conseqiiéncia da definicdo temos y(1) = 1 e

y(a~!) = y(a). Usualmente, a funcio é estendida para o 0 pondo v(0) = 0.

ExeEMPLO 97 (Caracter residuo quadratico). Um exemplo de caracter mul-
tiplicativo é y(z) = 2(@1/2 que vale 1 nos quadrados de Fy, vale 0 no 0 e vale
—1 nos outros elementos do corpo. Em particular, quando g é primo nds temos

que y(z) = (z/q). O

EXEMPLO 98. O caracter yp(a) = 1 para todo a # 0 é chamado de trivial.
U

ExERCICIO 99. Mostre que Y, v(a) = 0 para todo y nao-trivial, onde a
soma ¢ sobre todos os elementos de IF,.

Como o grupo multiplicativo Fy ¢ ciclico, se g € um gerador do grupo entao
~v fica completamente definida por v(g). A ordem de um caracter multiplicativo

~ é o menor inteiro positivo n tal que y(a)™ = 1, para todo a € Fg.-
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Exgercicio 100. O conjunto E‘% dos caracteres com a multiplicagao yd(a) =
v(a)d(a) é um grupo ciclico de ordem p — 1. Mais que isso,

Fr={\ .. a2 a1 (97)
onde A(g) = exp(27i/(p — 1)). Observe que \P~! é trivial.
ExeRrcicio 101. Se a # 1 entao existe um caracter v € I/Fi tal que y(a) # 1.

O seguinte exercicio nos dard um citério para o ntimero de solucoes de
z" =a, a € F, para p— 1 divisivel por n.

ExERrcicio 102. Se p = rn+1 e a nao é uma n-ésima poténcia entao existe
um caracter vy tal que 4™ é trivial e y(a) # 1.

Agora, consideremos p da forma rn + 1 e seja v = A®=D/" X como (97)
acima. De 7(g) = exp(2mi/n) caracter, temos que ezistem n caracteres cuja
ordem divide n pois os caracteres v!, ..., 7"~ 4" = 7 sdo distintos. Ainda, se
a € Fj e a= 2" para algum x € F}, entdo y(a) = y(x)" = 1. Logo

S @) =n

pnde a soma é sobre todo v cuja ordem divide n.

Agora, se a # 2", para todo x € [y, entao a = ¢’ com n A€ e, para v dado
no exercicio 101 temos que v(a) = v(g)* # 1. Logo, a soma S = 3" ~i(a) sobre
todo i € {1,...,n —1,n} é zero pois v(a)S = S. Logo,

n, seac{z":zel;}
> y(a) = 7 (98)
— 0, caso contrario.
v€F}
=1

PROPOSIGAO 103. Se n|p—1 entdo o nimero de solugées de 2™ = a, a € F),
¢ > v(a), onde a soma € sobre todo caracter cuja ordem divide n.

DEMONSTRAGAO. Dos dois pardgrafos acima, sabemos que resta provar o
caso a = 0. Nesse caso, a equacao s6 tem uma solucdo e a soma do enunciado
resulta em 1 pela contribuicao do caracter trivial. ([l

ExERcicio 104. Seja p um primo impar. Mostre que o ntimero de solucoes
de 22 =amno Z, é 1 + (a/p).

ExEeRrcicio 105. Sejam p primo e d = mdc(n,p — 1). Mostre que o ntimero
de solugoes de 2" = a, a € F), é > v(a), onde a soma é sobre todo ~ tal que
~4 é trivial. (Dica: Em F, a equagao " = a tem solugao se, e somente se,
alp—1)/d — 1)
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ExERcicio 106. Mostre um isomorfismo entre os subgrupos
(i) {v €Fp:q" = 1},
(ii) U+ = {7615/‘%: Yo = 1} onde U={zeF,: 2" =1}, e
(iil) F3/U.
Para demonstrar a pseudoaleatoriedade de alguns exemplos de conjuntos,

usaremos o seguinte resultado.

TEOREMA 107. Se x e vy sao caracteres de Fy, aditivo e multiplicativo res-
pectivamente, entao a soma de Gauss sobre F,

G(x,7) = > x(a)y(a)

a€lFy

satisfaz
(i)

(i)

(iii)
)

G(x0,7%) = q— 1, onde xo € principal e vy trivial;
G(x0,7) =0 se vy # o5
G
e

( 7/70) =—1se X ;é X075
nos outros casos |G(x,v)| = \/q.

DEMONSTRAGAO. Vamos provar somente o tltimo item.

GeVI? = Gl,71G(x7)
= Y x(b-apy(ba)

a,belfy
= Y xlac—a)y(c)
c,a€lf?
= > 40> xlalc—1))
cEIE‘;; aEIF‘;;
= YW@-1)- Y o)
1#cEeFy
= y(D)g— > _ ()
CE]F;
= v(l)g=gq

0

COROLARIO 108. Se x € um caracter aditivo ndao-principal e p = nr + 1

primo entao

> G| < (n—1)y/p.
yeFy
7



DEMONSTRAGAO.

> G6| < D IG06Y) < =1+ (n—1)yp.
vEF} ~vEF;
=1

O

Usaremos, também, o préximo resultado famoso devido Weil e usado para
deduzir a hipétese de Riemann para curvas sobre corpos finitos.

TEOREMA 109 (Teorema de Weil). Seja f(X) € Fy[X] um polinémio com
m zeros distintos e que ndo seja da forma c(g(X))?, onde g(X) € Fy[X], c € F,
e d € a ordem do caracter multiplicativo x. Entdo

S x(f(@)| < (m—1)ya. (99)

z€lF,
]
ExeEMPLO 110 (Chung and Graham, 1992). Defina para p primo
Q2 = {xQ: T € Zp} C L.

Vamos mostrar que ()2 satisfaz a propriedade “soma exponencial”.
Primeiro, notemos que x(a) = (a/p) é um caracter multiplicativo do corpo
Z,, dos residuos médulo p. Para j # 0,

@) = 5 S0+ (t/p)es(t) = 5 3 (4/)os(t) = 5 3wty (t)
tELy tEL, teZ,
Usando o teorema 107 temos ]@\2(])] = |G(wj, x)| = /D/2- O

ExEMPLO 111. Generalizando o exemplo anterior, defina para p primo da
forma rn + 1
Qn={a":z€ Z;} C Zy.

Para wj, temos

S G =Y wila) Y @) =n Y wia)Qn(a) = nQn(w;)

Ve A€y ~eZE a€Zy

onde a primeira igualdade segue da definicao da soma de Gauss e a segunda
da equagao (98), lembrando que usamos @, (a) para a fungao caracteristica do
conjunto Q.

Usando o corolario 108 temos

_ 1
|Qn(wj)] < EZ G (wj,7)| <
Y
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Usando exercicio 96 podemos concluir que a@, + b é pseudoaleatorio para
todo a # 0. O

EXERcicIO 112. Mostre que se p é um primo qualquer, entao Q, = Qq,
onde d = mdc(n,p — 1).

EXEMPLO 113. Outro exemplo de Chung and Graham (1992) é AQ,, C Z,
para A formado por ¢ < n elementos de Z; tais que se a,b € A entao ab™' € Q,.

Nesse caso,
— 1 1
AQn ()| = | AQu(a)wi(@)| = — 3~ S wilaa™)| < = 3~ 0(aQn).
a acA| © a€A
de onde segue que |AQ, (5)| < (t/n)®(Qn) = O(/D). 0

EXEMPLO 114 (Grafos de Paley). O grafo de Paley, @5, é um dos exemplos
de grafos pseudoaleatérios mais conhecidos. Ele é definido para todo primo
p =1 (mod 4) pondo V(Q%) = Z,, o corpo finito de ordem p identificado com
{0,1,...,p—1}, e as arestas sao dadas por E(Q5) = {{i,j}: i — j € Q2}. Note
que da escolha de p temos que (—1/p) = (—1)P~D/2 =1 ¢ isso quer dizer que
{i,j} € E(Qp) estd bem definido pois

(i—j/p)=1%(i—j/p)(=1/p) =1&( —i/p) =1

Agora, observe que k € V(Q,) é adjacente a i, j € V(@) distintos, ou nao-

adjacente a ambos se, e somente se, ,l::; é um residuo quadratico de p. Mas,

para quaisquer um dos (1/2)(p — 1) — 1 residuos quadraticos a, de p, diferente
de 1, existe um tunico k tal que

b _
- 14 J l, =a.

k—j — k—j

Assim, S(i,j) = 1/2(p — 3), portanto, Pg vale.

Um resultado simples e util sobre propriedades de quase todos os grafos é o
seguinte: dados ¢,5 € N, para todos subconjuntos de vértices disjuntos U e W,
|U| <i, |W| < j, existe v g UUW tal que vu € E, para todou € U, e vw € E,
para todo w € W. Essa propriedade vale para G, para todo p € (0,1) fixo e
todo 4,7 € N, com probabilidade 1 — o(1).

Vamos ver o que acontece nos grafos de Paley. Denotamos por x(z) = (z/p)
o caracter residuo quadrético. Sejam U, W C Z,, disjuntos com |U|+ |[W| = m.
Para todo v € Z, seja

W, UW) =[] A+ xw—uw)x J] 1 =x@-w)), (100)
uelU weW
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portanto, facilmente verificamos que

2m. sevue ENVuelU), wgENMveW)evgUUW
h(v,UW)=<2m"1 sevuc ENMuecU), vwg ENweW)eveUUW

0, caso contrario.

Desenvolvendo o produto em (100) verificamos

h(v, U W) = l—i-z Hxv—u 1—1—2 ‘WI|HXU—

U'CU uel! W'CW weWw!
U'#0 W'D
TS oSN () JREES)
W'CW U'CU zeU'UW!

W) U'AD

e somando cada lado sobre todo v € Z,

EjthW = > S ™S x( 11 x(’v—Z))
W/'CW U'CU v zeU'"Uw’
WD U'Z0

e usando o Teorema de Weil, concluimos que

SO (1 IRTE |

WICWU'CU I v zeU'uw’
W40 U'#£0
<D D U+ W - 1)y
W/'CW U'CU
WD U0

=(m2mt — 2™ —1)/p.

Seja S o numero de vértices v € U U W tais que vu € E (Vu € U) e
vw ¢ E (Yw € W). Por definicao,

2mS =| Y A, U,W) <m2m
vgUUW
COIHO ’ZUEUUW h(’l), Uv W)l < m2m_17
m m-—2
’ ‘—— > hwUW)—p| < T+ TS (101)
vgUUW

ExERrcicio 115. Mostre os seguintes propriedades dos grafos de Paley
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(i) @5 ¢ (p— 1)/2-regular, vértices adjacentes tém (q — 5)/4 vizinhos em
comum e vértices ndo-adjacentes (¢—1)/4. Também, existem (¢—1)/4
vértices adjacentes a i e nao adjacentes a j, para todos i # j nao-
adjacentes.

(ii) Se |U| + |[W| = m < (1/4)logp e S e como (101) acima, entao QF
contém uma copia de todos os grafos de ordem m como subgrafo in-
duzido.

Para U, W C Z, disjuntos, vamos mostrar a discrepancia na distribuicao
das arestas em Q5[U] e Q5[(U, W)]. Para isso, comegamos com um exercicio

cujas assercoes serao usadas no proximo lema.

ExeRrcicio 116. Sejam x e 7y caracteres aditivo nao-principal e multiplica-
tivo, respectivamente, do Z, e sejam ¢ € Z, e T' C Z,. Mostre que

(1) ()G (x,7) = Zg ¥(x)x(cz);
(i) Yo, [Yter x(tx)|” = pIT.

LEMA 117. Se «y é um caracter multiplicativo nao-trivial de Z, e U,W C Zy
entao

33 Au—w)| < VO[], (102)

uelU weWw

DEMONSTRAGAO. Usando defini¢oes, o exercicio anterior e a desigualdade
de Cauchy-Schwarz

S S Aw-w)| = 6N S - w)

VP

uelU weW uelU weW

=D > > A@)x((u—w)z)

uclU weW =z
=D A=) Y x(uw) Y x(wa)

T uelU weWw
<22 x(ua)|| 3 x(wa)

z |ueU weW

o\ 1/2 o\ 1/2
< 2|2 x(wa) 2| 2 x(wa)
r |ueU r |weW
—olU2 W,
a tltima linha é conseqiiéncia do item (ii) do exercicio. O
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COROLARIO 118. Se U, W C Z, sio disjuntos entdo

LUN| 1
car@)- 3 (1)) < J1v5

e

VolU[[W],

Terminamos este exemplo com duas observagoes. Primeiro, que @} difere

1
e (U.W) - 5|UIW]| <

N

do grafo aleatério de ordem p e probabilidade de aresta 1/2, G}, ; /2, no seguinte:
Graham and Ringrose (1990) provaram que o tamanho do clique méaximo de
Qb é tao grande quanto logplogloglogp para infinitos valores de p, enquanto
que o valor esperado de é (1 + o(1))logp (Bollobas, 1985). O

ExeEmpLO 119 (Grafos de Ramanujan). Seja G um grupo e S C G um
subconjunto finito de G tal que S = S~!. O grafo de Cayley é o grafo C(G, S)
com V(C)=Ge

E(C)={{g,h} CG: gh™' € S}.

Por exemplo, C(Zg4,{—1,1}) é um circuito com d vértices e C(Zy, {e;}!" ),

para e; = (0,0,...,1,...,0), é o n-cubo.

EXERCICIO 120. Determine os grafos C(Zg, {2, —2}) e C(S3, {(123), (132), (12)}).
O gupo S? é o das pemutacoes de trés letras. Mostre que os grupos nao sao
isomorfos e que os grafos de Cayley sao isomorfos.

EXERcicIO 121. Determine o grafo C(Z%,{(1,0),(—1,0),(0,1),(0,—1)}).

Nao ¢ dificil provar que o grafo C(G, S)
e & |S|-regular;
e nao tem lago se, e somente se, a identidade eg nao pertence a S; e
e ¢ conexo se, e somente se S gera G, ou seja, g =81---S3--- S, S; € S
para todo ¢ € [k], para todo g € G.
No caso de G ser abeliano, podemos determinar os autovlaores e autovetores
do grafo de Cayley da seguinte forma. Se A = A(C(G,S)) é a matriz de
adjacéncias indexada por G, x um caracter de G e v, = (x(9))gec entao

(Avy)g =D (A)gnx(h) = > x(h) =) x(h—g) = <Z X(h>> x(9)-

helG heS—g hes hesS
Da ortogonalidade dos caracteres podemos concluir que
A= x(h)
hesS

sao os autovalores que corresponde aos autovetores v, de A.
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Por exemplo, para p = 2nr + 1 primo, e S = @), as n-ésimas poténcias
do Zy, temos |, x(z")| < (n — 1){/p e, portanto, os autovalores nao triviais
Al = O(y/p). Por outro lado, um conhecido teorema de Alon e Boppana diz
que esse resultado é étimo. O seguinte exercicio mostra uma versao mais fraca
desse teorema.

ExERrcicio 122. Seja G™ um grafo d-regular com autovalores \; > Ao >
- > A\,. Na posicio i da diagonal de A? temos o grau do vértice i, logo
tr(A?) = nd.
Mostre que tr(A?) < d? + (n—1)A2, onde A = max{|\z|, [\n|}. Conclua que
A= (1—o0(1)Vd.

Com a notacao acima, dizemos que um grafo d-regular é um Grafo de Ra-

manujan se
A< 2vVd—1.

Lubotzky et al. (1988) construiram grafos de Ramanujan como grafos de
Paley definidos da seguinte maneira. Sejam p e g primos impares distintos.
Seja GL(2,p) o grupo das matrizes 2 x 2 invertiveis com entradas do Z, e
SL(2,p) o grupo das matrizes 2 x 2 de determinante 1 com entradas do Z,.
Como é usual, denotamos por PGL(2,p) o grupo quociente GL(2,p) médulo
os multiplos escalares da matriz identidade al, e PSL(2,p) o grupo quociente

SL(2, p) médulo
10 -1 0
0 1)°\0o -1/

Um teorema de Jacobi diz que um inteiro positivo n pode ser representado
como soma de 4 quadrados de 8Zd|n 4de maneiras. Assim, existem p + 1
seqiiéncias (a1, a9, as,aq) com a; > 0 fmpar e ag,as, ayq inteiros pares tais que

a? 4+ a3 + a3 + a3 = p. A cada seqiiéncia a associamos a matriz

a1 +tas a3z + tag
—asz +iay4 aj —ta9
de PGL(2,p), onde i é um inteiro tal que i = —1 (mod p). Seja S o conjunto
dessas p + 1 matrizes.
Caso (p/q) = 1. O grafo XP? = C(PGL(2,p),S) é (p + 1)-regular sobre
q(q® — 1)/2 vértices com cada autovalor, além de p + 1, é no maximo 2,/p.
Caso (p/q) # 1. O grafo X7 = C(PSL(2,p), S) é bipartido, (p+ 1)-regular
sobre ¢(q? — 1) vértices. Cada autovalor, além de p+1 e —(p+1) é no maximo
2,/p.
A determinagao do espectro desses grafos depende de uma boa estimativa

para o niimero de solucdes de sobre a? + 4¢%a3 + 4q2a§ + 4q%a? = p* dada
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por Eichler e Igusa uma expressao para o nimero de solugoes dessa equacao
quadratica em funcao dos autovalores de XP4. Os detalhes sao bastante técnicos
e podem ser vistos em (Lubotzky et al., 1988). O

Referéncias

Ajtai, M., Babai, L., Hajnal, P., Komlés, J., Pudlak, P., Rédl, V., Szemerédi,
E., and Turdn, G. (1986). Two lower bounds for branching programs. In
Proc. 18th STOC, pages 30-38.

Ajtai, M. and Szemerédi, E. (1974). Sets of lattice points that form no squares.
Studia Sci. Math. Hungar., 9:9-11.

Alon, N., Duke, R. A., Lefmann, H., Rédl, V., and Yuster, R. (1994). The
algorithmic aspects of the regularity lemma. J. Algorithms, 16(1):80-109.
Alon, N. and Yuster, R. (1992). Almost h-factors in dense graphs. Graphs and

Combinatorics, 8:95-102.

Babai, L., Simonovits, M., and Spencer, J. (1990). Extremal subgraphs of
random graphs. J. Graph Theory, 14(5):599-622.

Behrend, F. (1946). On sets of integers which contain no three terms in arih-
metical progression. Proc. Nat. Acad. Sci., 32:331-332.

Berlekamp, E. R. (1968). A construction for partitions which avoid long arith-
metic progressions. Canadian Mathematics Bulletin, 11:409-414.

Bollobas, B. (1985). Random graphs. Academic Press Inc. [Harcourt Brace
Jovanovich Publishers|, London.

Bollobas, B. (1995). Extremal graph theory. In Handbook of combinatorics,
Vol. 1, 2, pages 1231-1292. Elsevier, Amsterdam.

Bollobés, B. (1998). Modern Graph Theory. Springer-Verlag, New York.

Bollobas, B. and Erdés, P. (1976). On a Ramsey-Turdn type problem. J.
Combin. Theory Ser. B, 21:166-168.

Bourgain, J. (1999). On triples in arithmetic progression. Geom. Funct. Anal.,
9(5):968-984.

Chung, F. R. K. and Graham, R. L. (1991). Quasi-random set systems. Journal
of the American Mathematical Society, 4(1):151-196.

Chung, F. R. K. and Graham, R. L. (1992). Quasi-random subsets of Z,. J.
Combin. Theory Ser. A, 61(1):64-86.

Chung, F. R. K., Graham, R. L., and Wilson, R. M. (1989). Quasi-random
graphs. Combinatorica, 9(4):345-362.

Chvatél, C., Rodl, V., Szemerédi, E., and Trotter, Jr., W. T. (1983). The
Ramsey number of a graph with bounded maximum degree. J. Combin.

Theory Ser. B, 34(3):239-243.
84



Diestel, R. (1997). Graph theory. Springer-Verlag, New York. Translated from
the 1996 German original.

Erdés, P., Hajnal, A., Sés, V., and Szemerédi, E. (1983). More results on
Ramsey-Turdn type problem. Combinatorica, 3(1):69-82.

Erdés, P. and Sés, V. (1969). Some remarks on Ramsey’s and Turdn’s theorems.
In et al., P. E., editor, Combinatorics, Theory and Applications, volume 4, pa-
ges 395-404, Ballatonfiired. Proceedings of the Colloquium on Mathematical
Society Janos Bolyai.

Erdés, P. (1979). Some old and new problems in various branches of combinato-
rics. In Proceedings of the Tenth Southeastern Conference on Combinatorics,
Graph Theory and Computing, pages 19-37, Florida Atlantic Univ., Boca
Raton, Fla., 1979.

Erdés, P. and Simonovits, M. (1966). A limit theorem in graph theory. Studia
Sci. Math. Hungar, 1:51-57.

Erdéds, P. and Stone, A. H. (1946). On the structure of linear graphs. Bull.
Amer. Math. Soc., 52:1087-1091.

Frankl, P. and R6dl, V. (1986). Large triangle-free subgraphs in graphs without
Ky. Graphs Combin., 2(2):135-144.

Frankl, P. and R&dl, V. (2002). Extremal problems on set systems. Random
Structures Algorithms, 20(2):131-164.

Fiiredi, Z. (1994). Random Ramsey graphs for the four-cycle. Discrete Math.,
126(1-3):407-410.

Furstenberg, H. (1977). Ergodic behaviour of diogonal measures and a theorem
of Szemerédi on arithmetic progressions. J. Analyse MAth., 31:204-256.

Gowers, W. T. (1997). Lower bounds of tower type for Szemerédi’s uniformity
lemma. Geom. Funct. Anal., 7(2):322-337.

Gowers, W. T. (2001). A new proof of Szemerédi’s theorem. Geom. Funct.
Anal., 11(3):465-588.

Gowers, W. T. (2005). Additive number theory examples sheet 3.
www.dpmms.cam.ac.uk/ wtgl0/addnothex033.pdf.

Graham, R. L., R6dl, V., and Rucinski, A. (2000). On graphs with linear
Ramsey numbers. J. Graph Theory, 35(3):176-192.

Graham, R. L., Rothschild, B. L., and Spencer, J. H. (1980). Ramsey theory.
John Wiley & Sons Inc., New York. Wiley-Interscience Series in Discrete
Mathematics, A Wiley-Interscience Publication.

Graham, S. W. and Ringrose, C. J. (1990). Lower bounds for least quadratic
nonresidues. In Analytic number theory (Allerton Park, IL, 1989), pages
269-309. Birkhduser Boston, Boston, MA.

85



Green, B. (2005). A Szemerédi-type regularity lemma in abelian groups, with
applications. Geom. Funct. Anal., 15(2):340-376.

Green, B. and Tao, T. (2008). The primes contain arbitrarily long arithmetic
progressions. Annals of Math., 167(2):481-547.

Haxell, P. E., Kohayakawa, Y., and Luczak, T. (1995). Turdn’s extremal pro-
blem in random graphs: forbidding even cycles. J. Combin. Theory Ser. B,
64(2):273-287.

Haxell, P. E., Kohayakawa, Y., and Luczak, T. (1996). Turan’s extremal pro-
blem in random graphs: forbidding odd cycles. Combinatorica, 16(1):107—
122.

Hayes, T. (2003). A large deviation inequality for vector valued martingales.
Combinatorics, Probability and Computing.

Ireland, K. and Rosen, M. (1990). A classical introduction to modern number
theory, volume 84 of Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New
York, second edition.

Kohayakawa, Y.; Rodl, V. (2003). Szemerédi’s regularity lemma and quasi-
randomness. In Recent advances in algorithms and combinatorics, volume 11
of CMS Books Math./Ouvrages Math. SMC, pages 289-351. Springer, New
York.

Kohayakawa, Y. (1997). Szemerédi’s regularity lemma for sparse graphs. In
Foundations of computational mathematics (Rio de Janeiro, 1997), pages
216-230. Springer, Berlin.

Kohayakawa, Y. and Kreuter, B. (1997). Threshold functions for asymme-
tric Ramsey properties involving cycles. Random Structures Algorithms,
11(3):245-276.

Kohayakawa, Y., Luczak, T., and Rodl, V. (1997). On K*-free subgraphs of
random graphs. Combinatorica, 17(2):173-213.

Komlés, J. (1999). The blow-up lemma. Combin. Probab. Comput., 8(1-2):161—
176. Recent trends in combinatorics (Matrahdza, 1995).

Komlés, J. (1999). The Blow-up Lemma. Combinatorics, Probability and Com-
puting, 8:161-176.

Komlés, J., Sarkozy, G., and Szemerédi, E. (2001). Proof of the alon-yuster
conjecture. Discrete Mathematics, 235:255-269.

Komlés, J. and Simonovits, M. (1996). Szemerédi’s regularity lemma and its
applications in graph theory. In Combinatorics, Paul Erdds is eighty, Vol. 2
(Keszthely, 1993), pages 295-352. Jéanos Bolyai Math. Soc., Budapest.

Lubotzky, A., Phillips, R., and Sarnak, P. (1988). Ramanujan graphs. Combi-
natorica, 8(3):261-277.

86



Luczak, T. (2000). On triangle-free random graphs. Random Structures Algo-
rithms, 16(3):260-276.

Nagle, B., Rodl, V., and Schacht, M. (2005). The counting lemmafor k-regular
uniform hypergraphs. Randon Structures and Algorithms. to appear.

Rodl, V. (1986). On universality of graphs with uniformly distributed edges.
Discrete Math., 59(1-2):125-134.

Rodl, V. and Skokan, J. (2004). Regularity lemma for k-uniform hypergraphs.
Random Struct. Algorithms, 25(1):1-42.

Roth, K. F. (1953). On certain sets of integers. J. London Math. Soc., 28:104—
1009.

Ruzsa, 1. and Szemerédi, E. (1978). Triple systems with no six points carrying
three triangles. In Combinatorics (Proc. Fifth Hungarian Colloq., Keszthely,
1976), volume 18 of Collog. Math. Soc. Jdnos Bolyai, pages 939-945, Ams-
terdam. North-Holland.

Sérkozy, G. and Selkow, S. (2004). An extension of the Ruzsa-szemerédi theo-
rem. Combinatorica, 25(1):77-84.

Shelah, S. (1988). Primitive recursive bounds for van der Waerden numbers.
J. Amer. Math. Soc., 1(3):683-697.

Simonovits, M. and Sés, V. T. (1991). Szemerédi’s partition and quasirandom-
ness. Random Structures Algorithms, 2(1):1-10.

Simonovits, M. and Sés, V. T. (2001). Ramsey-Turan theory. Discrete Mathe-
matics, 229:293-340.

Solymosi, J. (2003). Note on a generalization of Roth’s theorem. In Discrete
and Computational Geometry, volume 25 of Algorithms Comb., pages 825—
837. Springer.

Solymosi, J. (2004). A note on a question of Erdés os and Graham. Combina-
torics, Probability and Computing, 13:263-267.

Szemerédi, E. (1969). On sets of integers containing no four elements in arith-
metic progression. Acta Math. Acad. Sci. Hungar., 20:89-104.

Szemerédi, E. (1972). On graphs containing no complete subgraph with 4
vertices. Mat. Lapok, 23:113-116 (1973).

Szemerédi, E. (1975). On sets of integers containing no k elements in arithmetic
progression. Acta Arith., 27:199-245. Collection of articles in memory of Jurii
Vladimirovi¢ Linnik.

Szemerédi, E. (1978). Regular partitions of graphs. In Problémes combinatoires
et théorie des graphes (Collog. Internat. CNRS, Univ. Orsay, Orsay, 1976),
pages 399-401. CNRS, Paris.

van der Waerden, B. L. (1927). Beweis einer Baudetschen Vermutung. Nieuw
Archief voor Wiskunde, 15:212-216.

87



(e, G)-regular, 14

(e, H, G)-regular, 39
(e, k)-equiparticao, 15
(e, p)-regular, 40

(e, A, H)-regular, 67
0, A)-uniforme, 73

Q, n)-uniforme, 39
v

(
(Q
2V, 2

E(G), 2
Ec(A,B), 2
G(J;m,p,e), 20
G=G",3
Gn,]w, 7

Gnp, 7

H*Y, 77

J(t), 21

K" 3

K™ 3

NG(’U), 3
O(fn), 4
P(k,m,pB,¢€), 35
P, 3

V(G), 2
W(k,r), 11
Q(fn), 4

O(fn), 4

a(G), 32

(k): 2

EX, 4
n-superiormente-uniforme, 39
g(n), 6

In, 54

Bi(n,p), 5
P{X =1t} 4
P{X >t}, 4
e-regular, 14, 67
e-uniforme, 54
Var X, 5

d(A, B), 14
dG(’U), 3

e(A, B), 14

Indice Remissivo

88

ec(A, B), 2
f*g, 10
k-ésimo momento, 5
k-pA, 18

o(fn), 4
p-densidade, 40
r-coloracao, 3
r(G1,...,Gyq), 4
re(n), 12

zA (mod n), 54
G[U], 3

G(n,p), 6
indice da partigao, 16

arestas, 2
autovalor, 10

autovetor, 10

copia, 3
caminho, 3
caracter, 8

principal, 8
caracter aditivo, 75
caracter multiplicativo, 75
circuito, 3
circulante, 57
coeficientes de Fourier, 9
coloragao prépria, 3
conjunto excepcional, 15
conjunto reduzido, 68

convolugao, 10

densidade
do par, 14
Desigualdade
de Azuma-Hoeffding, 6
de Cauchy-Schwarz, 16
de Chebyshev, 5
de Chernoff, 5
de Markov, 5



desvio, 74 Problema extremal do tipo

discrepancia, 54, 74 Ramsey-Turan, 33

problema extremal do tipo Turédn, 25
emparelhamento, 29 pseudoaleatorio, 57
emparelhamento induzido, 29
eqiiiparticdo, 15 quadraticamente-uniforme, 66
estrela, 3 quase certamente, 4

ramsey, 4

Férmula de Plancharel, 9
refina, 43

residuo quadratico, 74

fungdo de Ackermann, 11

grafo, 2
leto. 3 soma de Gauss, 77
completo,
subgrafo, 3
aleatério binomial, 6 . gd ido. 3
induzido,
aleatério uniforme, 7

bipartido completo, 3 Teorema

de Turén, 24 de Roth, 18, 30

estrela, 3 de Roth generalizado, 31
grafo de Cayley, 82 de Ruzsa-Szemerédi, 29
grafo de Paley, 79 de Szemerédi, 12
Grafo de Ramanujan, 83 de van der Waerden, 11
grafo extremal, 23 Teorema de Perron-Frobenius, 11
grafo pseudoaleatorio, 69 Teorema Espectral, 10
grafo reduzido, 25 transformada de Fourier, 9
grau de v, 3 transformada inversa, 9
grupo dual, 8 trivial, 75
hipergrafo, 2 vértices, 2

k-uniforme, 2 valor esperado, 4

linear, 2 variavel aleatdria, 4

variancia, 5
isomorfos, 3 vizinhanga, 3

Lema
de Regularidade, 15, 28
de Regularidade para grafos bipartidos,
14

martingal, 6

numero cromatico, 3

ndimero de ramsey, 4

ordem, 75

ortogonal, 10

partigao e-regular, 15
problema do subgrafo proibido, 23
89



	1. Introdução
	1.1. Teoria dos Grafos
	1.2. Teoria de Ramsey
	1.3. Notação assintótica
	1.4. Probabilidade discreta
	1.5. Dois modelos de grafos aleatórios
	1.6. Tranformada de Fourier
	1.7. Matrizes reais simétricas

	2. Um breve histórico
	2.1. O impacto em Teoria dos Grafos
	2.2. PA de primos

	3. O Lema de Regularidade de Szemerédi
	3.1. Uma idéia da prova do Lema
	3.2. Limitação quantitativa

	4. Como aplicar o Lema?
	4.1. O Teorema de Roth – demonstração combinatória
	4.2. Imersão via pares regulares
	4.3. O Lema de Regularidade em Teoria Extremal de Grafos
	4.4. Variações sobre o tema

	5. Algumas aplicações clássicas
	5.1. O Teorema de Ruzsa-Szemerédi
	5.2. Um resultado do tipo Ramsey-Turán
	5.3. Grafos com número de Ramsey linear
	5.4. Grafos universais

	6. Um Lema de Regularidade para grafos esparsos
	6.1. O caso esparso em Teoria Extremal de Grafos
	6.2. Progressões aritméticas em subconjuntos esparsos dos inteiros
	6.3. Uma demonstração do caso esparso do Lema de Regularidade
	6.4. Uma variante

	7. Conjuntos pseudoaleatórios
	7.1. Coeficientes de conjuntos aleatórios
	7.2. Pseudoaleatoriedade no ZN
	7.3. 3-pa's em conjuntos pseudoaleatórios
	7.4. A demonstração de Roth
	7.5. Um Lema de Regularidade para grupos abelianos
	7.6. Conexões com grafos

	8. Grafos pseudoaleatórios
	9. Construções explícitas
	Referências
	Índice Remissivo

