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4.2. Imersão via pares regulares 20

4.3. O Lema de Regularidade em Teoria Extremal de Grafos 23

4.4. Variações sobre o tema 27

5. Algumas aplicações clássicas 29
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1. Introdução

1.1. Teoria dos Grafos. Como já é usual em combinatória, denotamos

por [n] o subconjunto

[n] = {1, 2, . . . , n} ⊆ N,
onde N é o conjunto dos números naturais. Também é usual a seguinte notação:

se V é um conjunto finito qualquer e 0 6 k 6 |V |, então usamos
(
V
k

)
para

denotar a famı́lia de todos os subconjuntos de V com cardinalidade k, ou seja,(
V

k

)
= {U : U ⊆ V e |U | = k} .

Usamos 2V para denotar

2V =

|V |⋃
k=0

(
V

k

)
,

o conjunto de todos os subconjuntos de V .

Um hipergrafo G é um par ordenado G = (V,E), onde V = V (G), é um

conjunto finito cujos elementos são chamados vértices e E = E(G) ⊆ 2V é o

conjunto das arestas de G. Quando todas as arestas de G têm a mesma cardi-

nalidade, digamos que E ⊆
(
V
k

)
, então chamamos G de hipergrafo k-uniforme.

Quando quaisquer duas arestas de G têm no máximo um elemento comum

chamamos G de hipergrafo linear .

Um grafo é um hipergrafo (linear) 2-uniforme. Note que essa definição de

grafo exclui os grafos com laços e com arestas múltiplas.

Usamos eG(A,B), ondeA,B ⊆ V (G), para o número de arestas em EG(A,B),

EG(A,B) = {e ∈ E(G) : e ∩A 6= ∅ e e ∩B 6= ∅}
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ou seja, as arestas de G que encontram A e B.

Dado um vértice v ∈ V (G), chamamos de vizinhança de v o conjunto

NG(v) = {w ∈ V (G) : {v, w} ∈ E(G)} ,

cuja cardinalidade denotamos por dG(v) e chamamos de grau de v em G.

Dizemos que H é um subgrafo de G, e escrevemos H ⊆ G, se H é um grafo

tal que V (H) ⊆ V (G) e E(H) ⊆ E(G). Um subgrafo H é dito subgrafo induzido

se E(H) = E(G)∩
(
V (H)

2

)
. Ademais, se U ⊆ V (G), então U define naturalmente

um subgrafo induzido, que denotamos por G[U ]; também, se F ⊆ E(G) então

G[F ] = G[U ], onde U =
⋃
e∈F e.

Dois grafos G e H são isomorfos quando existe uma bijeção ι : V (G) →
V (H), tal que {v, w} ∈ E(G) se, e somente se, {ι(v), ι(w)} ∈ E(H). Por uma

cópia de H em G entendemos um subgrafo H̄ ⊆ G que é isomorfo a H.

Um caminho em G é uma seqüência v1, v2, . . . , vr−1, vr de vértices vi ∈ V (G)

dois-a-dois distintos tais que {vi, vi+1} ∈ E(G), para todo i ∈ [r − 1]. O

grafo definido pelo caminho com r vértices e r − 1 arestas é denotado por P r.

Um circuito em G é um caminho v1, v2, . . . , vr com a condição adicional que

{v1, vr} ∈ E(G). O circuito com r vértices e r arestas é denotado por Cr.

O grafo com r vértices, r ∈ N, e todas as
(
r
2

)
arestas é denotado por Kr

e chamado de grafo completo. Por Kr,s denotamos o grafo bipartido completo

com r vértices numa partição e s vértices noutra sendo as únicas arestas as

rs arestas que ligam vértices de partições distintas. Quando r = 1, o grafo

bipartido completo é chamado estrela.

Seja r > 1 um inteiro qualquer e consideremos duas funções quaisquer

φ : V (G) → [r] e ϕ : E(G) → [r]. Chamamos essas funções de r-coloração dos

vértices e das arestas, respectivamente, de G. Também, chamamos φ de co-

loração própria dos vértices de G, se para toda aresta e = {u, v} ∈ E(G) temos

|φ(e)| > 1, ou seja, se sob a coloração φ não existem arestas monocromáticas.

O menor r ∈ N para o qual existe uma r-coloração própria dos vértices de G é

chamado o número cromático de G, sendo denotado por χ(G).

De um modo geral, escrevemos G = Gn quando queremos ressaltar que o

grafo G tem n vértices.

1.2. Teoria de Ramsey. Dados os grafos Γ, G1, . . . , Gq (q > 1), es-

crevemos Γ → (G1, . . . , Gq) se, para qualquer q-coloração das arestas de Γ,

ϕ : E(Γ)→ [q], existe i ∈ [q] tal que

Γ[ϕ−1(i)] contém uma cópia de Gi,

ou seja, existe i ∈ [q] tal que o subgrafo de Γ induzido pelas arestas da cor

i contém um subgrafo H isomorfo ao grafo Gi. Neste caso, dizemos que Γ é
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ramsey com relação à q-upla (G1, . . . , Gq). Definimos o número de ramsey

r(G1, . . . , Gq) = min
{
n : Kn → (G1, . . . , Gq)

}
.

O Teorema de Ramsey afirma que existe n ∈ N tal que Kn → (G1, . . . , Gq).

1.3. Notação assintótica. Sejam fn e gn seqüências de números reais,

onde fn > 0 para todo n suficientemente grande. Usaremos as seguintes

notações para o comportamento assintótico dessas seqüências:

• gn = O(fn), quando n → ∞, se existem constantes positivas c ∈ R e

n0 ∈ N tais que |gn| 6 cfn, para todo n > n0;

• gn = Ω(fn), quando n → ∞, se existem constantes positivas C ∈ R e

n0 ∈ N tais que gn > Cfn, para todo n > n0;

• gn = Θ(fn), quando n→∞, se existem constantes positivas c, C ∈ R
e n0 ∈ N tais que Cfn 6 gn 6 cfn, para todo n > n0;

• gn = o(fn) se gn/fn → 0, quando n→∞.

1.4. Probabilidade discreta. Estaremos sempre considerando espaços

amostrais finitos, também, para nós, uma variável aleatória X, num espaço de

probabilidade (Ω,P), é uma função qualquer X : Ω→ R.

Escrevemos P {X = t} para a probabilidade do conjunto de todos os pontos

ω ∈ Ω tais que X(ω) = t, ou seja,

P {X = t} = P ({ω ∈ Ω: X(ω) = t}) .

Definimos P {X > t} analogamente.

O valor esperado da variável aleatória X, que denotamos por EX, é dado

pela média

EX =
∑

t∈X(Ω)

tP {X = t} .

Daqui por diante, será importante termos em mente que estaremos tra-

tando com resultados assintóticos. Sendo mais preciso, estaremos diante de

situações como a que segue. Seja {(Ωn,Pn)}n∈N uma seqüência de espaços de

probabilidade. Suponha que temos uma seqüência de eventos An ⊆ Ωn. Então,

estaremos interessados em saber resultados como,

Pn (An) > 1/2, para todo n suficientemente grande,

ou

lim
n→∞

Pn (An) = 1.

Também, se {An}n∈N é uma seqüência de eventos An ⊆ Ωn de modo que

Pn (An)→ 1 quando n→∞, dizemos que ocorre An quase certamente.
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Desigualdades, desvios e momentos. Para todo inteiro positivo k, o k-ésimo

momento de uma variável aleatóriaX é o valor esperado de sua k-ésima potência

EXk.

O método do primeiro momento é a ferramenta mais simples no uso da

esperança e segue facilmente da sua definição:

EX 6 t⇒ P {X 6 t} > 0.

Note que se X > 0 e t0 > 0, então

EX =
∑

t∈X(Ω)

tP {X = t} > t0
∑

t∈X(Ω)
t>t0

P {X = t} = t0P {X > t0} ,

donde conclúımos a seguinte desigualdade.

Desigualdade de Markov. Se X é uma variável aleatória positiva e

t > 0 então

P {X > t} 6 EX
t
. (1)

Note que, se {Xn}n∈N é uma seqüência de variáveis aleatórias definidas sobre

a seqüência {(Ωn,Pn)}n∈N de espaços de probabilidade de modo que EXn → 0

quando n→∞, então nós podemos deduzir de (1) que P {Xn > 0} → 0 quando

n→∞ e, nesse caso, temos Xn = 0 quase certamente.

A variância de X é dada por

Var X = E (X − EX)2 = EX2 − (EX)2.

Dessa forma, se λ é um real positivo, então

P
{
|X − EX| > λ

√
Var X

}
= P

{
(X − EX)2 > λ2 Var X

}
.

Usando a desigualdade de Markov e fazendo a escolha apropriada para λ, temos

um método de segundo momento.

Desigualdade de Chebyshev. Para todo real ε > 0 e toda variável

aleatória X temos

P
{∣∣X − EX

∣∣ > εEX}6 Var X

ε2(EX)2
. (2)

Da desigualdade acima, podemos facilmente concluir que se Var X = o((EX)2),

então X > 0 quase certamente, ou ainda, X = (1 + o(1))EX quase certamente.

Muitas vezes só conseguimos provar que o lado direito de (2) tende a zero

polinomialmente. Quando queremos usar essa probabilidade um número expo-

nencial de vezes, a Desigualdade de Chebyshev não nos dá informação suficiente

e temos que recorrer às desigualdades exponenciais. Usamos Bi(n, p) para de-

notar a distribuição binomial.
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Desigualdade de Chernoff (?). Se X ∈ Bi(n, p), λ > 0 e ϕ(x) =

(1 + x) ln(1 + x)− x, para todo x > −1, então

P {X − EX > λ} 6 exp

(
−EXϕ

(
λ

EX

))
6 exp

(
− λ2

2(EX + λ/3)

)
e

P {X − EX 6 −λ} 6 exp

(
−EXϕ

(
λ

EX

))
6 exp

(
− λ2

2EX

) (3)

Da equação acima deduzimos que para todo λ > 0

P
{∣∣X − EX

∣∣ > λEX} 6 2 exp (−ϕ(λ)EX) 6 2 exp (−cλEX) , (4)

onde cλ = 3λ2/(6 + 2λ).

Uma outra versão da desiguldade pode ser escrita a da seguinte forma.

Desigualdade de Chernoff (?). Se X1, . . . , Xn são variáveis aleatórias

independentes com |Xi| 6 1 e EXi = 0, λ > 0 e X =
∑

iXi então

P {X > λ} < exp

(
−2λ2

n

)
e P {X 6 −λ} < exp

(
−2λ2

n

)
. (5)

Um martingal é uma seqüência de vetores aleatórios X0, X1, . . . Xn que

assume valores num espaço euclidiano E tal que X0 = 0 e E ||Xi|| < ∞ para

todo i > 1, e E (Xi|X0, . . . , Xi−1) = Xi−1.

Desigualdade de Azuma–Hoeffding (Hayes, 2003). Se X0, X1, . . . , Xn

é um martingal tal que ||Xi −Xi−1|| 6 ci, então para todo a > 0

P (||Xn|| > a) < 2 exp

(
− (a− Y0)2

2
∑n

i=1 c
2
i

)
, (6)

onde Y0 = max{1 + max ci, 2 max ci}.

1.5. Dois modelos de grafos aleatórios. Vamos denotar por G(n) o

conjunto de todos os grafos sobre o conjunto de vértices V = [n] = {1, 2, . . . , n}.
Seja N =

(
n
2

)
.

Vejamos os dois modelos mais conhecidos para grafos aleatórios.

Grafo aleatório binomial. O primeiro modelo que apresentamos é denotado

por G(n, p), onde 0 6 p 6 1. Nesse modelo o espaço amostral é o conjunto

de todos os resultados posśıveis do seguinte experimento. Dado p, com 0 6

p 6 1, considere uma moeda com probabilidade p de dar cara. Começamos

com o grafo sem arestas, isto é, o grafo ([n], ∅) e, para cada {i, j} ∈
(

[n]
2

)
,

lançamos a nossa moeda independentemente para cada par de vértices. Se

o resultado for cara colocamos a aresta {i, j} no grafo, caso contrário, não

colocamos a aresta. Um grafo genérico definido desta forma é denotado por
6



Gn,p e o chamamos de grafo aleatório (binomial) com n vértices e probabilidade

de arestas p. Equivalentemente, temos G(n, p) considerando o conjunto G(n)

com a função de probabilidade

Pp (J) = pe(1− p)N−e,

para um grafo J ∈ G(n) com e arestas.

Grafo aleatório uniforme. O outro modelo para grafos aleatórios, denotado

por G(n,M), tem como espaço amostral o conjunto de todos os
(
N
M

)
grafos

sobre V = [n] que têm exatamente M arestas, onde 0 6 M 6 N . Tomamos

sobre esse espaço a distribuição uniforme, ou seja, se J ∈ G(n) então

PM (J) =

(
N

M

)−1

.

Escrevemos Gn,M para um grafo genérico sorteado uniformemente dentre todos

os grafos com n vértices e M arestas.

Equivalências dos modelos de grafos aleatórios. Aqui daremos alguns resul-

tados de eqüivalência assintótica entre os modelos binomial e uniforme de grafo

aleatório. Para uma referência mais completa, com as demonstrações, o leitor

deve consultar ?

Seja Q uma famı́lia de grafos. Pela Lei das Probabilidades Totais temos

P {Gn,p ∈ Q} =
N∑

M=0

P {Gn,M ∈ Q}
(
N

M

)
pM (1− p)N−M .

Dizemos queQ é uma propriedade crescente se todo grafo que contém algum

grafo de Q também pertence a Q, isto é, H ⊆ G e H ∈ Q ⇒ G ∈ Q.

Teorema 1. Seja Q crescente, M = M(n) → ∞ e δ > 0 fixo tal que

0 6 (1− δ)p < (1 + δ)p 6 1, onde p = M/N .

(1) Se P {Gn,p ∈ Q} → 1, então P {Gn,M ∈ Q} → 1.

(2) Se P {Gn,p ∈ Q} → 0, então P {Gn,M ∈ Q} → 0.

(3) Se P {Gn,M ∈ Q} → 1, então P
{
Gn,(1+δ)p ∈ Q

}
→ 1.

(4) Se P {Gn,M ∈ Q} → 0, então P
{
Gn,(1−δ)p ∈ Q

}
→ 0.

Dizemos que Q é uma propriedade convexa se H ⊆ G ⊆ J e H, J ∈ Q
implicam que G ∈ Q.

Teorema 2. Sejam Q uma propriedade convexa e 0 6 M 6 N . Se

P{Gn,M/N ∈ Q} → 1 então P{Gn,M ∈ Q} → 1.
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1.6. Tranformada de Fourier. Sejam C∗ = C \ {0} o grupo multiplica-

tivo dos números complexos e G um grupo abeliano finito de ordem N . Um ca-

racter de G é um homomorfismo χ : G→ C∗. Como χ(a)N = χ(Na) = χ(0) = 1

um caracter assume valores nas N ráızes da unidade.

Note que o produto de caracteres (χϕ)(a) = χ(a)ϕ(a) é um caracter e,

então, o conjunto dos caracteres deG com o produto definido acima e o elemento

unidade

χ0(a) = 1 (∀a ∈ G),

chamado de caracter principal é um grupo, que é denotado por Ĝ e chamado

de grupo dual de G.

Algumas propriedades importantes dos caracteres seguem diretamente da

definição. No seguinte resultado, temos as relações de ortogonalidade dadas em

(ii) e (iv).

Proposição 3. Sejam χ, ξ, ϕ caracteres de G com χ 6= χ0 e a, b, c

elementos de G com a 6= 0. Valem as seguintes relações de ortogonalidade.

(i)
∑
g∈G

χ(g) = 0.

(ii) A soma
∑
g∈G

ξ(g)ϕ(g) é 0 se ξ 6= ϕ e N caso contrário.

(iii)
∑
ζ∈Ĝ

ζ(a) = 0.

(iv) A soma
∑
ζ∈Ĝ

ζ(b)ζ(c) é 0 se b 6= c e N caso contrário.

Demonstração. Para o item (i), seja b ∈ G tal que χ(b) 6= 1 (que existe

pois χ é não-principal). Então χ(b)
∑

g∈G χ(g) =
∑

g∈G χ(b + g) =
∑

g∈G χ(g)

donde segue o resultado.

O item (ii) para ξ = ϕ é imediato, caso contrário, segue do item (i).

Note que existe um isomorfismo natural G ∼= ̂̂
G, dado por a ∈ G 7→ ã ∈ ̂̂G

definido por ã(χ) = χ(a). Assim, os itens (iii) e (iv) seguem dos itens (i) e (ii)

formulados para o grupo Ĝ. �

Exerćıcio 4. Mostre que se G é soma direta, digamos G = H1⊕H2, então

Ĝ ∼= Ĥ1 ⊕ Ĥ2. De ZN ∼= ẐN (veja exerćıcio 64) conclua que G ∼= Ĝ, para todo

G abeliano e finito.

Prova-se que Ĝ é uma base ortonormal do espaço vetorial das funções G→
C, denotado por CG, de dimensão N e com o produto interno

〈f, g〉G =
1

N

∑
a∈G

f(a)g(a). (7)
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Logo, qualquer função f : G→ C pode ser escrita como

f(a) =
∑
χ∈Ĝ

cχχ(a) (∀a ∈ G)

e os coeficientes cχ = 〈f, χ〉G são chamados coeficientes de Fourier .

A função

f̂(χ) = Ncχ =
∑
a∈G

f(a)χ(a) (∀χ ∈ Ĝ)

é chamada de transformada de Fourier de f . A transformada inversa é facil-

mente calculada

f(a) =
∑
χ∈Ĝ

cχχ(a) =
∑
χ∈Ĝ

1

N
f̂(χ)χ(a) =

1

N

∑
χ∈Ĝ

f̂(χ)χ(a).

Exerćıcio 5. Defina δ ∈ CG por

δ(a) =

1, se a = 0

0, caso contrário.

Mostre que

δ̂(χ) = 1 (∀χ ∈ Ĝ) e δ(a) =
1

N

∑
χ∈Ĝ

χ(a) (∀a ∈ G).

Teorema 6 (Fórmula de Plancherel). Para quaisquer f, g ∈ CG

〈f̂ , ĝ〉G = N〈f, g〉
Ĝ
.

Demonstração. Para cada a ∈ G defina a função χa : G→ C por χa(b) =

δ(b − a). Dessa forma, temos que χ̂a(ϕ) = ϕ(a) para todo ϕ ∈ Ĝ e, por

ortogonalidade

〈χ̂a, χ̂b〉Ĝ =
1

N

∑
ϕ∈Ĝ

ϕ(a)ϕ(b) =

1, se a = b

0, caso contrário.

Por outro lado

〈χa, χb〉G =
1

N

∑
c∈G

δ(a− c)δ(b− c) =

1/N, se a = b

0, caso contrário.

Portanto, 〈χ̂a, χ̂b〉Ĝ = N〈χa, χb〉G.

Agora, {χa : a ∈ G} forma uma base de CG. Estendendo por linearidade

temos a fórmula de Plancherel para quaisquer f, g ∈ CG. �
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A convolução das funções f, g ∈ CG é

f ∗ g(a) =
∑
b∈G

f(b)g(a− b), (8)

e é facilmente provada a identidade

f̂ ∗ g(χ) = f̂(χ)ĝ(χ). (9)

1.7. Matrizes reais simétricas. Assumimos que matrizes serão sempre

quadradas. Se A é uma matriz sobre C então denotamos por A∗ a sua transposta

conjugada. Chamamos λ ∈ C de autovetor se existe vetor coluna não-nulo v,

chamado de autovalor associados de A, se

Av = λv. (10)

Equivalentemente, λ é um autovalor de A se, e somente se, for raiz do polinômio

p(x) = det(A− xI), onde I é a matriz identidade. Dessa forma, pelo Teorema

Fundamental da Álgebra, toda matriz tem autovalor. Agora, notemos que

multiplicando ambos os lados de (10) por v∗ temos

v∗Av = λ||v||2

e tomando o conjugado transposto nos dois lados da igualdade acima temos que

(v∗Av)∗ = v∗(vA)∗ = v∗A∗v = λ||v||2,

portanto, se A = A∗, então λ é igual ao seu conjugado complexo λ.

Proposição 7. Uma matriz n×n real e simétrica tem autovalores λ1, λ2,

. . . , λn reais. �

Dizemos que uma matriz é ortogonal se seus vetores coluna são ortonormais,

isto é, são dois-a-dois ortogonais e de norma 1. O seguinte resultado é bastante

conhecido e pode ser encontrado na maioria dos textos de Álgebra Linear como

Teorema Espectral (Real).

Teorema 8. Se A é uma matriz n × n real e simétrica então existe uma

matriz ortogonal Q tal que A = QTDQ, onde D = diag(λ1, λ2, . . . , λn).

Esse resultado é equivalente a: Se A é uma matriz n× n real e simétrica

então existe uma base do Rn formada por autovetores de A. Não é dif́ıcil provar

que essa afirmação é equivalente ao teorema acima.

Se A é real e simétrica então xTAx = xTQTDQx = yTDy, onde y = Qx.

Observamos que se ||x|| = 1 então ||y|| = 1 e que yTDy = λ1y1
2 + λ2y2

2 + · · ·+
λnyn

2. Logo, de λ1 > λ2 > · · · > λn temos

λ1 = max{xTAx : x ∈ Rn e ||x|| = 1}. (11)
10



Exerćıcio 9. Mostre que se x1 é o autovetor associado a λ1 então

λ2 = max{xTAx : x ∈ Rn, x ⊥ x1 e ||x|| = 1}.

Finalmente enunciamos o seguinte resultado, conhecido como Teorema de

Perron-Frobenius para matrizes reais, simétricas e não-negativas.

Teorema 10. Se A é uma matriz real não-negativa então A tem um au-

tovalor real λ1 > 0 e exite um autovetor positivo associado a λ1. Além disso

|λ| 6 λ1 para todo λ autovalor de A e λ = −λ1 se e somente se A é da forma(
0 B

BT 0

)
(12)

Para finalizar, dizemos que desses resultados podemos deduzir várias pro-

priedades de grafos a partir do espectro da matriz de adjacências.

2. Um breve histórico

Quando Issai Schur trabalhava com distribuição de reśıduos quadráticos

em Zp conjecturou que se os números naturais fossem particionados em um

número finito de partes então pelo menos uma das partes conteria uma pro-

gressão aritmética arbitrariamente longa. Esse resultado foi demonstrado por

van der Waerden (1927) e é um dos resultados pioneiros da Teoria de Ramsey.

O Teorema de van der Waerden pode ser formulado da seguinte maneira

que é equivalente ao enunciado acima por um argumento de compacidade (veja

Graham et al., 1980, Seção 1.5).

Teorema de van der Waerden. Dados os naturais k e r existe um

natural W = W (k, r) tal que se particionamos o conjunto {1, 2, . . . ,W} ⊂ N
em r classes, então pelo menos uma dessas classes contém uma progressão

aritmética com k termos.

Uma questão que surge naturalmente, e revelou-se muito dif́ıcil, é saber

quão rápido é o crescimento de W (k, r) como função de k e r. Pode-se deduzir

uma cota superior para W (k, r) que cresce muito rapidamente da demonstração

de van der Waerden (1927). Já no caso r = 2 a velocidade com que W (k, 2)

cresce é tão rapida quanto a função de Ackermann Ak(k), que é definida para

todo natural k a partir de

Am(k) =


2 + k se m = 1,

2 se m > 1 e k = 1,

Am−1(Am(k − 1)) caso contrário.

Uma demonstração do Teorema de van der Waerden devida a Shelah (1988)

fornece W (k, 2) 6 A5(k), que melhora muito o limitante superior mas ainda
11



está longe do melhor limitante inferior conhecido que é exponencial em k (Ber-

lekamp, 1968, mostrou que W (k + 1, 2) > k2k).

O seguinte argumento probabiĺıstico mostra que W (k, 2) >
√

2k. Para cada

elemento do conjunto [n] = {1, 2, . . . , n} ⊂ N, sorteamos com probabilidade 1/2

uma dentre duas cores, digamos azul e vermelha, independentemente. Dessa

forma um subconjunto S ⊆ [n] é monocromático com probabilidade 21−|S|. Se

S é escolhido dentre as progressões aritméticas com k termos, então a proba-

bilidade de existir S monocromático é menor que 1 dado que (n2/2)21−k < 1.

Ou seja, vale que W (k, 2) >
√

2k.

Exerćıcio 11. Generalize o argumento acima para mostrar que W (k, r) >√
2rk−1.

Erdős e Turán investigaram a grandeza do maior subconjunto de [n] que não

contém uma progressão aritmética de k termos, a qual denotamos por rk(n), es-

perando melhorar a cota superior para W (k, r). De fato, rk(n) < n/2 implicaria

que W (k, 2) < n. Mais ainda, se rk(n) < π(n), onde π(n) = (1 + o(1))n/ log n

é a quantidade de números primos menores ou iguais a n, então teŕıamos uma

progressão aritmética de primos arbitrariamente longa, resolvendo assim o que

na época era um velho problema da Teoria dos Números (veja seção 2.2).

Nessa investigação eles notaram que deve ser posśıvel descobrir progressões

aritméticas de k termos em qualquer subconjunto de inteiros suficientemente

denso. Essa conjectura, que tinha uma recompensa de us$1000, foi resolvida

por Roth para k = 3, (Roth, 1953) e por Szemerédi para k = 4 (Szemerédi,

1969) e em seguida para todo k (Szemerédi, 1975).

Essa linha de ataque ao problema revelou-se dif́ıcil e não contribuiu efeti-

vamente para determinação de uma boa cota para o número W (k, r). Mesmo

determinar se rk(n) = o(n) não parecia fácil.

O Teorema de Szemerédi (1975), um tour de fource em combinatória, res-

ponde afirmativamente a conjectura de Erdős e Turán.

Teorema de Szemerédi. Para todo inteiro k > 2 e todo real 0 < ε < 1

existe um inteiro n0 = n0(ε, k) > 0 tal que, para todo inteiro n > n0, se A ⊆ [n]

e |A| > εn, então A deve conter uma progressão aritmética de k termos.

Atualmente conhecemos demonstrações não combinatórias para Teorema de

Szemerédi, como a que usa Teoria Ergódica e não fornece cota para n0 devido

a Furstenberg (1977), e a de Gowers (2001) que generaliza a prova de Roth

usando análise harmonica e dá uma estimativa para n0 que é

22ε
−
(
22
k+9
)
.

12



A exata dependência de n0 em ε e k não é conhecida.

Respondida a conjectura de Erdős e Turán, o principal problema nessa linha

atualmente é descobrir a velocidade com que rk(n)/n converge para 0. Por

exemplo, atualmente sabemos que r3(n) = o((log logn(log n)−1)1/2) (Bourgain,

1999) e que r3(n) > exp(−c
√

log n), (Behrend, 1946) c > 0.

Exerćıcio 12 (Szekeres). Considere o conjunto dos números inteiros po-

sitivos cuja expansão ternária contém somente d́ıgitos 0 e 1. Mostre que

esse conjunto não contém progressão aritmética com 3 termos. Mostre que

r3(3k − 1/2) > 2k e conclua que r3(n)� nlog3 2.

2.1. O impacto em Teoria dos Grafos. A demonstração do Teorema

por Szemerédi é puramente combinatória, e uma das mais dif́ıceis da combi-

natória, e um passo importante dessa demonstração é conhecido como Lema de

Regularidade de Szemerédi, ou simplesmente Lema de Szemerédi.

Ingenuamente, o Lema de Szemerédi diz que o conjunto dos vértices de todo

grafo pode ser particionado em um pequeno número de subconjuntos basica-

mente da mesma cardinalidade, de forma que muitos dos subgrafos bipartidos

induzidos por essas partes têm suas arestas distribúıdas de maneira quase uni-

forme.

Esses subgrafos pseudoaleatórios satisfazem várias propriedades locais de

grafos bipartidos aleatórios. Por exemplo, quase todo vértice tem grau próximo

ao grau médio (veja a Afirmação 19 na página 19).

Os livros mais modernos de Teoria dos Grafos (Diestel, 1997; Bollobás,

1998) dedicam um caṕıtulo ao lema de Szemerédi e, atualmente, é ferramenta

importante para vários resultados em Teoria dos Grafos e aplicações, como é

bem mostrado no survey Komlós and Simonovits (1996).

2.2. PA de primos. A famosa conjectura sobre a existência de progressões

aritméticas de primos arbitrariamente longas foi resolvido por Green and Tao

(2008). Como os próprios autores dizem, o resultado tem três ingredientes

principais sendo um deles o Teorema de Szemerédi.

Teorema 13 (Green and Tao, 2008). Os números primos contêm pro-

gressões aritméticas de k termos para todo k ∈ N.

3. O Lema de Regularidade de Szemerédi

Sejam G = (V,E) um grafo e A, B ⊂ V , subconjuntos disjuntos de vértices.

Lembrando que denotamos por eG(A,B) o número de arestas de G com um

extremo em A e outro em B, definimos

dG(A,B) =
eG(A,B)

|A||B|
,

13



chamado de densidade do par (A,B) no grafo G. Escrevemos e(A,B) e d(A,B)

quando G estiver subentendido.

Na sua primeira versão, aquela usada na prova do Teorema de Szemerédi,

o Lema de Regularidade foi provado para grafos bipartidos.

Lema. Dados reais positivos ε1, ε2, δ, % e σ existem naturais n0, m0, N

e M tais que para qualquer grafo bipartido (A ∪ B,E) com |A| = n > N e

|B| = m > M vale o seguinte. Existem conjuntos Vi ⊆ A, para todo i < n0, e

Vij ⊆ B, para todos i < n0 e j < m0 tais que

•
∣∣A \⋃i<n0

Vi
∣∣ < %n, e

∣∣∣B \⋃j<m0
Vij

∣∣∣ < σm para todo i < n0, e

• para todos i < n0 e j < m0 e para todos T ⊆ Vi e S ⊆ Vij vale o

seguinte. Se |T | > ε1|Vi| e |S| > ε2|Vij |, então d(T, S) > d(Vi, Vij)− δ
e e({u}, Vi) < (d(Vi, Vij) + δ)|Vi|, para cada u ∈ Vij.

Vejamos agora a versão plena do Lema de Regularidade. Para tal, primeiro

introduzimos mais algumas definições. Dados um grafo G = (V,E), um real ε 6

1 positivo e A, B ⊆ V disjuntos, dizemos que o par (A,B) é (ε,G)-regular, ou

simplesmente ε-regular quando G está subentendido, se para quaisquer X ⊂ A
e Y ⊂ B com |X| > ε|A| e |Y | > ε|B| temos∣∣dG(A,B)− dG(X,Y )

∣∣ < ε.

Observe que quanto menor for ε, mais uniforme é a distribuição das arestas no

grafo.

Exemplo 14. Seja BM um grafo bipartido escolhido aleatória e uniforme-

mente dentre todos os grafos bipartidos sobre o conjunto de vértices V = [n]×[n]

e com M = n2/2 arestas. Para todo ε, quase certamente o grafo B é ε-

regular. �

Exerćıcio 15. Mostre o fato acima. Uma dica é mostrar que a probabi-

lidade de ocorrer (1/2 − ε)n2 6 e(X,Y ) 6 (1/2 + ε)n2 para um par (X,Y )

de subconjuntos grandes, é exponencialmente pequena. Recorra à Desigual-

dade de Janson e à eqüivalência entre os modelos binomial e uniforme de grafos

aleatórios dados na Introdução.

Exemplo 16. Se d(A,B) 6 ε3, então A e B formam um par ε-regular, ou

seja, pares muito esparsos são necessariamente regulares. De fato, se X ⊆ A

com |X| > ε|A| e Y ⊆ B com |Y | > ε|B|, então

d(X,Y ) =
e(X,Y )

|X||Y |
6
e(A,B)

|X||Y |
6
ε3|A||B|
|X||Y |

6
ε3|A||B|
ε|A|ε|B|

6 ε.
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Agora, se A e B formam um par ε-regular em G, então eles também formam um

par ε-regular no complemento de G, logo, podemos concluir que pares densos,

com densidade maior que 1− ε3, também são regulares. �

Seja P = {V0, V1, . . . , Vk} uma (k + 1)-partição do conjunto de vértices V .

Dizemos que P é uma (ε, k)-eqüipartição se |Vi| = |Vj | para todos 1 ≤ i < j ≤ k
e |V0| 6 ε|V |. O conjunto V0 é chamado conjunto excepcional e pode ser vazio.

Dizemos que a partição P é uma eqüipartição se for uma (ε, k)-eqüipartição

para algum ε e algum k.

Dizemos que a (ε, k)-eqüipartição P é (ε, k,G)-regular se é uma (ε, k)-

eqüipartição onde o número de pares (Vi, Vj) com 1 ≤ i < j ≤ k, que não

são (ε,G)-regulares é no máximo ε
(
k
2

)
.

Szemerédi (1978) demonstrou uma versão do Lema de Regularidade para

grafos arbitrários. A versão plena do Lema de Regularidade de Szemerédi é o

seguinte resultado.

Lema de Regularidade de Szemerédi. Dados um real 0 < ε < 1 e um

inteiro k0 ≥ 1, existem inteiros positivos n0 = n0(ε, k0) e K0 = K0(ε, k0) > k0

tais que se G = (V,E) é um grafo com pelo menos n0 vértices, então existe uma

partição (ε, k,G)-regular de V com k0 ≤ k ≤ K0.

O conjunto excepcional é uma conveniência técnica para garantir que as

outras classes tenham exatamente a mesma cardinalidade (veja o Corolário 30

na página 27 para uma versão sem a classe excepcional).

O Lema de Regularidade permite até ∼ εk2 pares irregulares e Szemerédi

(1978) perguntou se o lema vale quando não permitimos pares irregulares. Uma

resposta negativa foi dada por vários pesquisadores, como mostra o seguinte

exemplo descrito por Alon et al. (1994): considere o grafo bipartido G = (A ∪
B,E) dado por A = {a1, . . . , an} e B = {b1, . . . , bn} e aibj ∈ E se e somente se

i 6 j.

Exerćıcio 17. Mostre que para ε > 0 suficientemente pequeno existe uma

constatnte c = c(ε) > 0 tal que qualquer partição ε-regular do grafo bipartido

G descrito acima necessita de pelo manos ck pares ε-irregulares.

3.1. Uma idéia da prova do Lema. Vejamos uma idéia da prova do

Lema de Regularidade. Seja G um grafo de ordem n e suponha um par (A,B)

de subconjuntos disjuntos de vértices que não é (ε,G)-regular. Ponha A1 e B1

subconjuntos de A e B, respectivamente, que atestam a ε-irregularidade, isto

é, |A1| > ε|A|, |B1| > ε|B| e |d(A1, B1) − d(A,B)| > ε. Sejam A2 e B2 os

complementos de A1 e B1 em A e B, respectivamente. Defina uma “densidade
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média” para essa partição do par (A,B) pondo

q({A1, A2}, {B1, B2}) =
1

n2

∑
i,j

d(Ai, Bj)
2|Ai||Bj |. (13)

A idéia fundamental na prova do Lema de Regularidade: quando há muitos

pares irregulares, refinamos a partição. Como q definido na equação (13) é

limitado superiormente e a densidade cresce substancialmente, após um número

finito de refinamentos teremos uma partição ε-regular de (A,B). Agora,

q({A1, A2}, {B1, B2}) =
∑
i,j

e(Ai, Bj)
2

n2|Ai||Bj |
=

1

n2

e(A1, B1)2

|A1||B1|
+
∑
i+j>2

e(Ai, Bj)
2

|Ai||Bj |

 .

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz 1

q({A1, A2}, {B1, B2}) >
1

n2

(
e(A1, B1)2

|A1||B1|
+

(
∑

i+j>2 e(Ai, Bj)
2∑

i |Ai|
∑

j |Bj |

)
=

1

n2

(
e(A1, B1)2

|A1||B1|
+

(e(A,B)− e(A1, B1))2

|A||B| − |A1||B1|

)
.

Definindo δ = d(A1, B1)− d(A,B) = e(A1, B1)/|A1||B1| − e(A,B)/|A||B|, iso-

lamos e(A1, B1) e substitúımos na equação acima, ficando

n2q({A1, A2}, {B1, B2}) >

(
δ|A1||B1|+ e(A,B)

|A1||B1|

)2

|A1||B1|
+(

e(A,B)− e(A,B)
|A||B| |A1||B1| − δ|A1||B1|

)2

|A||B| − |A1||B1|

>δ2|A1||B1|+
e(A,B)2

|A||B|
>
e(A,B)2

|A||B|
+ ε4|A||B|,

pois |A1| > ε|A|, |B1| > ε|B| e |δ| > ε. Portanto q({A1, A2}, {B1, B2}) >
q(A,B) + ε4n−2|A||B|.

Note que no caso do Lema de Regularidade estamos interessados quando

as partes envolvidas têm a mesma cardinalidade, ou seja, acima |A| = |B| e

particionamos os pares irregulares em partes de mesma cardinalidade. Dessa

forma, seguindo a bibliografia, chamaremos essa densidade média de ı́ndice da

partição que é definido como segue.

Definimos o ı́ndice da partição P = {V0, V1, . . . , Vk} por

ind(P) =
1

k2

∑
16i<j6k

d(Vi, Vj)
2.

Observe que 0 ≤ ind(P) < 1/2.

1∑ α2
i
µi
> (

∑
αi)

2∑
µi

, que segue da usual
∑
ai

2∑ bi
2 > (

∑
aibi)

2.
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O ı́ndice mede o quanto a partição é regular. Se a partição tem muitos

pares (A,B) irregulares nós podemos tomar X ⊆ A e Y ⊆ B que violam

a condição de regularidade em (A,B) e fazer deles elementos de uma nova

partição. No refinamento o ı́ndice cresce por uma constante aditiva fixa e como

o ı́ndice é limitado superiormente, após um número limitado de refinamentos

teremos uma partição ε-regular. Essa idéia, que está formulada no lema abaixo,

é o coração do Lema de Regularidade.

Lema 18. Sejam ε 6 1 um real positivo e P = {V0, . . . , Vk} uma (ε, k)-

eqüipartição de V (G) tal que 4k > 600ε−5. Se mais que ε
(
k
2

)
pares (Vi, Vj) de

elementos de P são ε-irregulares então existe uma (1 + k4k)-eqüipartição Q de

V (G) com < |V0|+ n/4k vértices na classe excepcional e tal que

ind(Q) ≥ ind(P) +
ε5

32
. (14)

A prova do Lema de Regularidade segue por repetidas aplicações do Lema 18.

Por (14), temos que no t-ésimo passo

1

2
> ind(Pt) > ind(P) +

tε5

32
,

portanto, com no máximo 16ε−5 passos temos uma equipartição ε-regular de V (G).

Na Seção 6 veremos uma versão do Lema de Regularidade de Szemerédi,

provada por Kohayakawa e Rödl independentemente, da qual podemos extrair

a versão acima de Szemerédi como um caso particular. Lá daremos uma de-

monstração completa do Lema de Regularidade.

3.2. Limitação quantitativa. A cota superior dada pelo lema para o

número de partes da eqüipartição, K0, é extremamente grande, uma torre de

2’s de altura proporcional a ε−5, que indica que esse resultado é quantitava-

mente ruim. A demonstração do Lema de Regularidade envolve uma exponen-

ciação iterada 16ε−5 vezes (veja pág. 17), portanto as estimativas em muitas

das aplicações podem ser muito fracas.

Por exemplo, Chvatál et al. (1983) provaram o seguinte resultado (veja

seção 5.3) usando o lema. Dado ∆ ∈ N, todo grafo G = (V,E) de grau máximo

6 ∆ admite número de ramsey r(G,G) linear, ou seja, r(G,G) 6 c|V |, onde

c = c(∆) é uma constante positiva que depende só de ∆. Por conseqüência do

uso do Lema de Szemerédi, a constante c é limitada superiormente por uma

torre de 2’s de altura ∆. Graham et al. (2000) conseguiram uma demonstração

desse resultado que evita o uso do Lema de Regularidade de Szemerédi e atinge

o limitante superior c 6 2a∆(log ∆)2 , onde a > 0 é uma constante.

Em alguma aplicações seria útil uma cota superior exponencial, por exemplo

algo da forma exp(εβ), mas Gowers (1997) mostrou que tal cota não existe, ou
17



seja, mostrou que existem grafos G nos quais, para qualquer partição (ε, k,G)-

regular dos vértices, tem-se que k é maior ou igual a uma torre de 2’s de altura

proporcional a log(1/ε).

4. Como aplicar o Lema?

Suponha dados ε 6 1 real positivo e k0 > 1 inteiro. A aplicação do Lema de

Regularidade sobre um grafo G com n vértices, para n suficientemente grande,

nos dá uma partição P = {V0, V1, . . . , Vk} tal que

(1− ε)n
k
6 |Vi| 6

n

k
, (15)

para todo i ∈ [k]. Ainda, dado um real positivo ρ < 1, considere os pares

(Vi, Vj), para 1 6 i < j 6 k, que são (ε,G)-regulares de densidade pelo menos ρ.

Então, pondo |Vi| = m para todo i ∈ [k],

(i) V0 contém no máximo 1/2(εn)2 arestas e existem no máximo |V0|mk 6
εnmk arestas que ligam vértices de V0 aos vértices das outras classes;

(ii) cada um dos no máximo ε
(
k
2

)
pares irregulares contém no máximo m2

arestas;

(iii) entre os pares ε-regulares de densidade < ρ há < ρm2 arestas;

(iv) cada Vi, para i ∈ [k], contém no máximo
(
m
2

)
arestas.

Seja G′′ = G′′(P, ρ, ε) o grafo obtido de G removendo as arestas descritas

nos itens (i)–(iv). Então,

e(G) <
1

2
(εn)2 + εnmk +

ε

2
m2k2 +

k2

2
ρm2 +

1

2
m2k + e(G′′),

portanto, usando o limitante superior dado em (15) para |Vi| = m (∀i ∈ [k]),

temos que

e(G′′) > e(G)− n2

2

(
ρ+ 4ε+

1

k0

)
. (16)

Esse grafo G′′ obtido é muito útil nas aplicações.

4.1. O Teorema de Roth – demonstração combinatória. Vejamos

uma demonstração do Teorema de Szemerédi para k = 3. Ponha rk(n) para a

cardinalidade máxima de um subconjunto de [n] que não contém uma progressão

aritmética de k termos, que abreviamos k-pa. Pelo Teorema de Szemerédi temos

que rk(n) = o(n). O caso k = 3 foi provado analiticamente por Roth em 1954.

Vejamos uma demonstração combinatória deste caso.

Teorema. Com a notação acima

r3(n) = o(n).
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Demonstração. Começaremos definindo um grafo onde aplicaremos o

Lema de Regularidade. Sejam X, Y e Z cópias disjuntas de [3n] e seja U ⊆ [n]

um subconjunto qualquer. Definimos o seguinte conjunto S = S(U)

S =

{
(x, y, z) ∈ X × Y × Z : y − x = z − y =

z − x
2
∈ U

}
.

Seja G = (V,E) o grafo tripartido com 9n vértices obtido tomando-se V =

X ∪ Y ∪ Z, e as arestas são os pares de V contidos em alguma tripla de S.

O número de arestas em G é e(G) > 3|U |n, pois cada elemento de |U | gera

pelo menos n triplas em S e cada tripla contribui com 3 arestas.

O conjunto das arestas de G pode ser decomposto em e(G)/3 triângulos

disjuntos nas arestas, os quais chamamos de triângulos não-espontâneos.

A terceira observação que fazemos é que, se G contém um triângulo que

é espontâneo, então U contém uma 3-pa. De fato, se x′, y′, z′ formam um tal

triângulo, então devemos ter y′−x′ 6= z′−y′ e tomando a = y′−x′ e b = z′−y′

temos a, b ∈ U por definição, e também a+b
2 = z′−x′

2 ∈ U . Logo a, b, a+b
2 é uma

3-pa em U .

Agora, vamos supor que |U | = αn, para alguma constante α > 0, e vamos

provar que U deve conter uma progressão aritmética. Claramente, é suficiente

mostrar que o grafo G deve conter um triângulo espontâneo.

Escreva N = 9n. Temos e(G) > 3|U |n = 3αn2, então podemos escrever

e(G) = β
(
N
2

)
, onde β é uma constante fixa e independente de n. Aplicamos o

Lema de Szemerédi em G para os parâmetros ε = β
60 e k0 =

⌈
ε−1
⌉
.

Agora, observamos que o número de arestas não contidas em pares com

densidade pelo menos ρ = β/6 é, pela equação (16) na página 18, no máximo

N2

2
(ρ+ 5ε) =

N2

2

β

4
<
β

3

(
N

2

)
.

Removendo essas arestas, obtemos o grafo G′′ que ainda contém um triângulo

T , pois existiam e(G)/3 = β
(
N
2

)
/3 triângulos disjuntos nas arestas (aqueles

não-espontâneos) em G. Ainda, as três arestas do triângulo T estão contidas

em pares ε-regulares com densidade pelo menos β/6. Vamos supor, sem perda

de generalidade, que esses pares são os dados por V1, V2 e V3.

Agora, usamos o fato que muitos vértices em pares regulares têm graus

próximos.

Afirmação 19. Se (A,B) é um par ε-regular com densidade d = d(A,B),

então para qualquer Y ⊆ B com |Y | > ε|B|,∣∣ {x ∈ A : |e({x}, Y )| 6 (d− ε)|Y |}
∣∣ < ε|A|.
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De fato, seja X o conjunto dos vértices x ∈ A tais que |e({x}, Y )| 6 (d −
ε)|Y |. Então, e(X,Y ) 6 |X|(d − ε)|Y |, portanto, d(X,Y ) 6 d − ε e pela ε-

regularidade do par, conclúımos que |X| < ε|U |, provando a afirmação.

Portanto, se (V1, V3) e (V2, V3) são ε-regulares, então existem pelo menos (1−
2ε)|V3| vértices em V3, cada um ligado a pelo menos (β/6−ε)|Vi| vértices de Vi,

para i = 1, 2. Fixe um deles, digamos x, e ponha Ni(x) para o conjunto dos

vizinhos de x em Vi.

De β/6 − ε = 9β/60 > ε temos, pela ε-regularidade, que existem pelo

menos (β/6 − ε)|N1||N2| > (9β/60)3|V1||V2| arestas ligando vértices de N1(x)

com vértices de N2(x). Cada aresta corresponde a um triângulo contendo x.

Desde que, dois triângulos não-espontâneos não têm dois vértices comum, então

existem no máximo |V1| = |V2| triângulos não-espontâneos contendo o vértice

x.

Portanto, para n suficientemente grande, o grafo G contém um triângulo

espontâneo, ou seja, U contém uma 3-pa. �

Observação 20. Seguindo o argumento acima, se V1, V2 e V3 são conjuntos

disjuntos de cardinalidade m que formam, 2-a-2, pares ε-regulares de densidade

ρ, então nós temos o seguinte: pela Afirmação 19, pelo menos (1−2ε)m vértices

v3 de V3 têm pelo menos (ρ − ε)m vizinhos em V1 e em V2. Dado que ρ > 2ε

temos, pela ε-regularidade do par, pelo menos (ρ − ε)3m2 arestas ligando os

vizinhos de v3 em V1 aos vizinhos desse v3 em V2.

Dessa forma, o número de triângulos nessa tripla é pelo menos t3 = (1 −
2ε)(ρ − ε)3m3. Note que t3 → ρ3m3, quando ε → 0. Agora, se essa tripla é

formada por grafos bipartidos aleatórios com probabilidade de arestas ρ, então

o número de triângulos tende a ρ3m3, conforme m→∞.

Exerćıcio 21. Sejam V1, V2 e V3 conjuntos dois-a-dois disjuntos com m

vértices cada e seja Tp = (V1∪V2∪V3, E) o grafo tripartido aleatório onde cada

par uw com u ∈ Vi, w ∈ Vj e i 6= j é uma aresta com probabilidade p ∈ (0, 1).

Mostre que o número de triângulos em Tp é (1 + o(1))p3m3.

Na próxima seção vamos mostrar como obter uma cópia de um grafo H a

partir de uma partição ε-regular dos vértices de um grafo G.

4.2. Imersão via pares regulares. Quando temos um grafo G denso,

o Lema de Regularidade nos garante que se |V (G)| é suficientemente grande,

então conseguimos uma cópia de um grafo “pequeno” H em G.

Vamos fazer o parágrafo anterior mais preciso. Dados um grafo J , reais

ρ > ε > 0 e um inteiro positivo m, constrúımos o grafo G = G(J ;m, ρ, ε) da

seguinte forma. Para cada vértice de J tomamos um conjunto independente com

m pontos. Agora, para cada aresta de J ligamos os vértices do respectivo par
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de conjuntos independentes de modo a formar um par ε-regular de densidade

pelo menos ρ. Dado um inteiro t > 0, denotamos por J(t) o grafo obtido

pelo procedimento acima quando os pares de conjuntos independentes cujos

respectivos vértices são arestas em J induzem subgrafos bipartidos completos.

Lema 22 (Komlós and Simonovits, 1996). Dados o grafo J , ∆ > 1 e ρ > 0

existem α, ε > 0 e m0 > 1 tais que para todo m > m0 qualquer grafo G =

G(J ;m, ρ, ε) contém uma cópia de qualquer subgrafo H de J(bαmc) com grau

máximo 6 ∆. Mais que isso, o número de cópias rotuladas de H em G é maior

que (εm)h.

Demonstração. Vamos supor, sem perda de generalidade, que V (H) =

{v1, . . . , vh}. Definimos

k = |V (J)| e t = bαmc .

Além disso,

α =
(ρ− ε)∆

(2 + ∆)
, ε 6 α e m0 = ε−1.

Consideremos H ⊆ J(t) pelo homomorfismo injetor φ : V (H) → V (J(t)) e

vamos escrever

V (G) = V
(G)

1 ∪ · · · ∪ V (G)
k , com |V (G)

i | = m para todo i ∈ [k],

V (J(t)) = V
(J)

1 ∪ · · · ∪ V (J)
k , com |V (J)

i | = m para todo i ∈ [k].

Vamos definir um homomorfismo injetor ξ : V (H)→ V (G) indutivamente:

Passo 0: Para todo j ∈ [h] ponha Cj(0) = V
(G)
i , onde i é tal que φ(vj) ∈

V
(J)
i .

Passo j: (j > 1) Escolha ξ(vj) ∈ Cj(j − 1) tal que, para todo ` > j

se vj ∈ NH(v`) então
∣∣C`(j − 1) ∩NG(ξ(vj))

∣∣ > (ρ− ε)
∣∣C`(j − 1)

∣∣, (17)

e atualize os conjuntos

C`(j) =

C`(j − 1) ∩NG(ξ(vj)) se vjv` ∈ E(H),

C`(j − 1) caso contrário.

Dessa forma, Cj(i) denota o subconjunto de vértice de G candidatos a ξ(vj)

no i-ésimo passo. Enquanto a imersão segue, Cj(i) vai ficando menor até quando

ξ(vj) ∈ Cj(j − 1) é escolhido.

Assim, queremos escolher ξ(vj) tal que C`(j) não seja pequeno, isto é, não

muito menor que C`(j − 1). Porém, pela Afirmação 19, página 19, a menos de

ε|Cj(j − 1)| escolhas para ξ(vj), temos |C`(j)| > (ρ − ε)|C`(j − 1)| para cada

` > j.
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Para todo ` > j, defina d`j = |{i ∈ [j] : v`vi ∈ E(H)}| e, portanto,

|C`(j)|

> (ρ− ε)d`jm se d`j > 0

= m se d`j = 0.

Logo, temos |C`(j)| > (ρ− ε)∆m > εm.

Então, quando escolhemos ξ(vj) todos os vértices de Cj(j − 1), a menos de

∆εm deles, satisfazem (17) para todo ` > j, e no máximo t−1 vértices já foram

escolhidos. Conseqüentemente, temos pelo menos

|Cj(j − 1)| −∆εm− (t− 1) > ((ρ− ε)∆ −∆ε− α)m > εm

escolhas para ξ(vj). �

4.2.1. O lema “Blow-up”. Observe que o Lema 22 nos diz como descobrir

uma cópia de um grafo pequeno Hh em um grafo grande Gn com h = h(n)

linearmente menor que n, dado que H tenha grau limitado. Tipicamente, o

grafo h tem tamanho fixo com relação a n.

Um resultado de Komlós (1999) conhecido com Lema Blow-up mostra que

com uma hipótese extra sobre G conseguimos cópias de subgrafos geradores

(α = 1) de G com grau máximo limitado. Esse resultado é um ingrediente

chave nos recentes sucessos de Ajtai, Komlós e Szemerédi contra conjecturas

dif́ıceis como a de Alon e Yuster (Alon and Yuster, 1992; Komlós et al., 2001):

Para todo H existem n0 e K tal que, se n > n0 e o grau mı́nimo de Gn é pelo

menos (
1− 1

χ(H)

)
n,

então Gn contém pelo menos (n−K)/|V (H)| cópias vértices disjuntas de H.

Um par ε-regular (A,B) é dito (ε, δ)-super-regular se para todo v ∈ A temos

|N(v) ∩B| > δ|B| e, se para todo w ∈ B temos |N(w) ∩A| > δ|A|.
Definimos o grafo G = G(J ;m, ρ, ε, δ) como acima, trocando na definição

’ε-regular’ por ’(ε, δ)-super-regular’. O Lema Blow-up é o seguinte resultado

(para saber mais sobre o Blow-up Lemma veja Komlós, 1999).

Teorema 23. Dados J , ∆ > 1 e δ, ρ > 0 existem α, ε > 0 e m0 > 1 tais

que para todo m > m0 qualquer grafo G = G(J ;m, ρ, ε, δ) contém uma cópia

de qualquer subgrafo H de J(m) com grau máximo 6 ∆.

A prova desse teorema é dif́ıcil e envolve, numa primeira fase, uma versão

probabiĺıstica do algoritmo desenvolvido na prova do Lema 22 e, quando “quase

todos” vértices estão imersos, os vértices restantes são todos imersos de uma só

vez usando o Teorema de König-Hall (Diestel, 1997, Caṕıtulo 2).
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4.3. O Lema de Regularidade em Teoria Extremal de Grafos.

Agora que estamos munidos de ferramentas e adquirimos um pouco de fami-

liaridade com o Lema de Regularidade vamos tentar entender melhor o papel

desse lema em Teoria Extremal de Grafos.

Um ponto central nas aplicações do Lema de Regularidade em Teoria Ex-

tremal de Grafos é o seguinte: dado um grafo G e fixado parâmetros ρ > ε > 0,

constrúımos o grafo cujo conjunto de vértices é uma partição dos vértices de

G e as arestas são dadas pelos pares (ε,G)-regulares de densidade pelo menos

ρ. Assim, os subgrafos pequenos desse grafo, em geral garantidos por algum

resultado extremal, também são subgrafos de G. Esse fenômeno está formali-

zado no Lema 22 acima. Veremos uma demonstração do famoso Teorema de

Erdős–Stone baseada nesse paradigma e onde o resultado extremal usado é o

conhecido Teorema de Turán.

O Teorema de Erdős–Stone, algumas vezes chamado Teorema Fundamental

da Teoria Extremal (cf. Bollobás, 1995), foi provado em Erdős and Stone (1946).

Esse resultado diz respeito a um problema da Teoria Extremal conhecido como

o problema do subgrafo proibido: dados um inteiro positivo n e um grafo H

determine o número máximo de arestas, denotado por ex(n,H), que qualquer

grafo de ordem n pode ter para não conter uma cópia de H. Um grafo G que

não contém H e com ex(n,H) arestas é dito grafo extremal .

Vamos analisar o caso H = Kr, para r > 1 inteiro. Um candidato natural

a grafo extremal é um grafo (r − 1)-partido completo. Suponha que A e B são

partes de um grafo (r − 1)-partido com |A| − |B| > 2. Note que transferindo

um vértice de A para B temos um novo grafo (r − 1)-partido com |A| − |B|
arestas a mais. Dessa forma, estamos interessados no grafo (r−1)-partido onde

o tamanho das partes diferem de no máximo um vértice. Esse grafo é denotado

por T r−1(n).

Note que, para inteiros n, r > 1, temos

e(T r−1(n)) 6

(
1− 1

r − 1

)(
n

2

)
.

De fato, prova-se que se n = (r − 1)k + i, com 0 6 i < r − 1, então

e(T r−1(n)) =
1

2

(
r − 2

r − 1

)
(n2 − i2) +

(
i

2

)
. (18)

Em 1941, Turán provou que o grafo T r−1(n) é extremal com relação a conter

Kr. Mais que isso, esse grafo é único com essa propriedade.

Teorema 24. Para todos n, r > 1 vale que ex(n,Kr) = e(T r−1(n)). Ainda,

todo grafo G de ordem n que não contém Kr e com ex(n,Kr) arestas é o grafo

T r−1(n) (a menos de isomorfismos). �
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Exerćıcio 25. Mostre que o número de arestas no grafo de Turán T r−1(n)

é dado pela equação (18) e que esse grafo é o único grafo extremal que não

contém uma cópia do grafo completo Kr.

O Teorema de Erdős–Stone diz que se n for suficientemente grande, então

um grafo de ordem n com uma fração ρ > (r − 2)/(r − 1) das arestas contém

não só um Kr mas um Kr(t), isto é, o grafo r-partido completo com t vértices

em cada classe, para todo inteiro positivo t

Teorema 26. Dados inteiros r > 2 e t > 1 e um real 0 < ρ < 1, existe

n0 > 0 tal que todo grafo com n > n0 vértices e pelo menos

e(T r−1(n)) + ρn2

arestas, contém uma cópia do Kr(t).

Em outras palavras,

ex(n,Kr(t)) =

(
1− 1

r − 1
+ o(1)

)(
n

2

)
.

O Teorema de Erdős–Stone tem o seguinte, bastante interessante, corolário.

Corolário 27. Para todo grafo H temos

lim
n→∞

ex(n,H)(
n
2

) =

(
1− 1

χ(H)− 1

)
.

De fato, note que pela equação (18) temos

e

(
T r−1

(
(r − 1)

⌊
n

r − 1

⌋))
6 e(T r−1(n)) 6 e

(
T r−1

(
(r − 1)

⌈
n

r − 1

⌉))
,

portanto,

lim
n→∞

e(T r−1(n))(
n
2

) = 1− 1

r − 1
.

Ponha r = χ(H). Dessa forma H 6⊆ T r−1(n), portanto, e(T r−1(n)) 6 ex(n,H).

Por outro lado, H ⊆ Kr(t) para t suficientemente grande, portanto, ex(n,H) 6

ex(n,Kr(t)). Fixe um t para o qual vale essa desigualdade. Para todo ρ > 0

temos, pelo Teorema de Erdős–Stone para n > n0,

ex(n,Kr(t)) < e(T r−1(n)) + ρn2.

Então, para n suficientemente grande temos

e(T r−1(n))(
n
2

) 6
ex(n,H)(

n
2

) <
e(T r−1(n))(

n
2

) +
2ρ

1− 1
n

,

portanto, segue o corolário.

Observamos que se L = {H1, . . . ,Hs} é uma famı́lia de grafos, então pode-

mos definir ex(n,L), de modo natural, como o número máximo de arestas para
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um grafo de n vértices não conter algum grafo da famı́lia L como subgrafo.

Tomando r = min {χ(Hi) : i ∈ [s]}, se r > 3 temos que

ex(n,L) =

(
1− 1

r − 1
+ o(1)

)(
n

2

)
.

Essa descrição assintótica de ex(n,L) foi mostrada por Erdős and Simonovits

(1966). Essa forma geral do problema do subgrafo proibido, isto é, o problema

de determinar o número máximo de arestas de um grafo de ordem n que não

contenha qualquer elemento de L é conhecido como problema extremal do tipo

Turán.

Um esquema geral pode ser posto da seguinte forma. Seja G = Gn um grafo

denso, digamos que contenha βn2 arestas. Aplicamos o Lema de Regularidade

para obtermos uma (ε, k)-eqüipartição P de V (G). Seja R o grafo definido

pondo um vértice para cada classe de P e uma aresta ligando cada dois vértices

que representam pares (ε,G)-regulares com densidade pelo menos ρ.

Pela equação (16), página 18, pelo menos βn2− (ρ+ 4ε+ 1/k0)n2/2 arestas

de G ligam vértices em pares regulares densos. Há no máximo (n/k)2 arestas

em cada par, logo existem pelo menos (2β−ρ−4ε−1/k0)k2/2 pares densos em

P, ou seja, existe δ = δ(β, ρ, ε, k0) > 0 tal que e(R) > (1− δ)
(
k
2

)
. Se escolhemos

ρ, ε e k0 de modo que δ é suficientemente pequeno, temos que H ⊆ R e pelo

Lema 22, temos H ⊆ G.

O grafo R = R(P, d, ε) descrito no paragrafo acima é chamado grafo redu-

zido. Compare o grafo G = G(R;m, ρ, ε) constrúıdo no começo da Seção 4.2,

onde R é o grafo reduzido, com o grafo G′′(P, ρ, ε), definido na página 18.

Vejamos uma demonstração do celebrado Teorema de Erdős–Stone. Lem-

bremos que o Teorema de Erdős–Stone diz que seGn tem pelo menos e(T r−1(n))+

ρn2 arestas então o grafo Gn contém Kr(t). Usaremos o Lema de Regularidade

para mostrar que Gn tem grafo reduzido denso o suficiente para conter Kr e

usaremos o Lema 22 para concluir que Kr(t) ⊆ Gn.

Demonstração do Teorema de Erdős–Stone. Sejam r, t > 2 (se t =

1 temos o Teorema de Turán) e seja G um grafo de ordem n e com pelo menos

e(T r−1(n)) + ρn2 arestas. Escolha ε suficientemente pequeno, isto é, tal que

ε 6
(ρ− ε)rt

2 + rt
, e k0 > ρ−1.

Seja P = {V0, V1, . . . , Vk} a partição dada pelo Lema de Regularidade e escreva

|Vi| = m, para todo i ∈ [k].

Pela discussão na página anterior sabemos que o grafo reduzidoR = R(P, ρ, ε)
tem pelo menos (2β− ρ− 4ε− 1/k0)k2/2 arestas, onde β = e(T r−1(n))/n2 + ρ.
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Portanto,

e(R) >

(
e(T r−1(n))(

n
2

) (1− 1

n
) + δ

)
k2

2

onde δ = ρ− 4ε− ρ− 1/k0 > 0.

Agora, se n é suficientemente grande, temos que

e(R) >

(
1− 1

r − 1

)
k2

2
, e (19)

εm = ε
n− |V0|

k
> ε

n− εn
K0

=
(1− ε)
K0

n > t− 1, (20)

portanto, por (19) temos e(R) > e(T r−1(k)), então Kr ⊆ R e conseqüentemente

temos Kr(t) ⊆ R(t) e, por (20) podemos aplicar o Lema 22 e teremos Kr(t) ⊆
G. �

Observe que provamos mais.

Teorema 28. Sejam H um grafo de ordem h e ρ > 0 um real. Para todo

n suficientemente grande, se

e(Gn) >

(
1− 1

χ(H)− 1

)(
n

2

)
+ ρn2,

então o número de cópias rotuladas de H em Gn é maior que (εn/K0)h, onde

ε = ε(ρ) e K0 = K0(ε).

Demonstração. Seguindo a demonstração do Teorema de Erdős–Stone

temos que

e(R) >

(
1− 1

χ(H)− 1
+ δ

)
k2

2
,

portanto, pelo Corolário 27, na pág. 24, temos que H ⊆ R e pelo Lema 22, o

teorema. �

Em contrapartida, temos o seguinte resultado observado por Füredi, que

diz que se um grafo tem poucas cópias de um grafo fixo, então ele pode ser

coberto com poucas arestas.

Teorema 29. Para todo grafo H de ordem h e todo real γ > 0 existe

β = β(γ,H) > 0 tal que se G = Gn tem no máximo βnh cópias de H, então

podemos tornar G livre de H removendo no máximo γn2 de suas arestas.

Demonstração. Aplicamos o Lema de Regularidade para ε suficiente-

mente pequeno e k0 > ε−1. Tome β = (ε/K0)h e considere o grafo G′′ =

G′′(P, γ, ε) o grafo obtido de G removendo as arestas que não interessam.
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Se H ⊆ G′′, então H ⊆ R = R(P, γ, ε). Mas, pelo Lema 22 o número de

cópias rotuladas de H em G é maior que

(εm)h >
(
ε
n

k

)h
>

(
εn

K0

)h
= βnh.

Portanto, G′′ não contém H. Observarmos que de G para G′′ jogamos fora no

máximo γn2 arestas. �

4.4. Variações sobre o tema. Como dissemos, a classe excepcional é

um dispositivo técnico para garantir que as outras classes da partição tenham a

mesma cardinalidade. De fato, podemos distribuir igualmente os vértices dessa

classe entre as outras classes de modo que a ε-regularidade é preservada para

um ε ligeiramente maior. Vejamos uma versão sem a classe excepcional.

Corolário 30. Dados 0 < ε 6 1 e k0 > 1, existem n′0 = n′0(ε, k0) e K ′0 =

K ′0(ε, k0) tais que se G = (V,E) é um grafo com pelo menos n′0 vértices, então

existe uma partição P = {V1, . . . , Vk} de V tal que para todos 1 6 i < j 6 k

temos
∣∣|Vi|− |Vj |∣∣ 6 1 e o número de pares (Vi, Vj) que não são (ε,G)-regulares

é no máximo ε
(
k
2

)
, onde k0 ≤ k ≤ K ′0.

Demonstração. Dado um grafo G suficientemente grande, aplicamos o

Lema de Regularidade para ε2/8 e k0 e obtemos a partição P0 = {V0, V
0

1 , . . . , V
0
k }.

Ponha n′0 = n0 e K ′0 = K0. Sabemos que |V0| 6 ε2n/8 e que(
1− ε2

8

)
n

k
6 |V 0

i | 6
n

k
, para todo i ∈ [k].

Tome P = {V1, . . . , Vk} a partição obtida a partir de P0 dividindo, o mais

igualmente posśıvel, os no máximo ε2n/8 vértices de V0 entre as classes não-

excepcionais de P0. Dessa forma, podemos escrever Vi = V 0
i ∪ V ′i com |V ′i | 6

ε2n/(8k), para todo i ∈ [k].

Vamos mostrar que se (V 0
` , V

0
j ) é (ε2/8, G)-regular, então (V`, Vj) é (ε,G)-

regular.

Para i = j, ` ∈ [k] distintos, seja Xi ⊆ Vi tal que |Xi| > ε|Vi|. Então,

podemos naturalmente escrever Xi como a união disjunta X0
i ∪X ′i. Portanto,

|X0
i | = |Xi| − |X ′i| > ε|Vi| − |V ′i | = ε|V 0

i | − (1− ε)|V ′i | >
(
ε− ε2

8

)
n

k
.

Por outro lado, |X ′i| 6 |V ′i | 6 ε2n/(8k). Também, |V 0
i | > (1− (ε2/8))n/k.

Vamos considerar a seguinte condição de continuidade da densidade entre

pares

Exerćıcio 31. Suponha A = A0 ∪ A′ e B = B0 ∪ B′. Se |A0|, |B0| > C e

|A′|, |B′| 6 c 6 C, então
∣∣d(A,B)− d(A0, B0)

∣∣ < 3c
C .
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Para i = j, ` temos que

|X0
i | >

(
ε− ε2

8

)
n

k
>
ε2

8

n

k
>
ε2

8
|V 0
i |.

Ainda,∣∣d(V`, Vj)− d(X`, Xj)
∣∣ 6∣∣d(V`, Vj)− d(V 0

` , V
0
j )
∣∣+∣∣d(X0

` , X
0
j )− d(X`, Xj)

∣∣+
∣∣d(V 0

` , V
0
j )− d(X0

` , X
0
j )
∣∣.

Do parágrafo anterior e do Exerćıcio 31 tiramos que∣∣d(V`, Vj)− d(X`, Xj)
∣∣ 6 6 ε

2

8
n
k(

ε− ε2

8

)
n
k

+
ε2

8
< ε.

�

Uma versão do Lema de Regularidade afirma que se colorirmos as arestas

de um grafo, então podemos particioná-lo em um número limitado de classes

de forma que quase todos os pares são regulares em cada cor, simultaneamente.

Para tanto, defina dc(A,B) como a densidade das arestas de cor c entre o par

(A,B).

Teorema 32. Dados um real positivo ε 6 1 e inteiros positivos r, k0 > 1,

existem K0 = K0(ε, k0, r) e n0 = n0(ε, k0, r) tais que para grafos G1, G2, . . . , Gr

sobre o mesmo conjunto V de pelo menso n) vértices o seguinte vale. Existe

uma (ε, k)-eqüipartição de V com k0 6 k 6 K0 tal que pelo menos (1 − ε)
(
k
2

)
pares (Vi, Vj) são (ε, k,Gc)- regular para todo c ∈ [r].

Para demonstrar esse resultado, usamos a prova original substituindo a

definição de ı́ndice por

ind(P) =
1

k2

∑
c

∑
i,j

dc(Vi, Vj)
2.

Uma variante útil em aplicações é o seguinte enunciado.

Teorema 33. Dado um real 0 < ε < 1 existe um inteiro K0 = K0(ε, k0)

tais que se G = (V,E) é um grafo e d ∈ [0, 1] é um número real qualquer, então

existe uma partição V0, V1, . . . , Vk de V (G) e um subgrafo G′ = (V,E′) de G

com as seguinte propriedades

(i) k ≤ K0;

(ii) |V0| 6 ε|V |;
(iii) |V1| = |V2| = · · · = |Vk|;
(iv) dG′(v) > dG(v)− (d+ ε)|V | para todo v ∈ V (G);

(v) G′[Vi] = ∅; e
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(vi) G′[Vi × Vj ], para 1 6 i < j 6 k, são ε-regulares com densidade 0 ou

maior que d.

5. Algumas aplicações clássicas

5.1. O Teorema de Ruzsa-Szemerédi. O próximo resultado, o Teo-

rema de Ruzsa–Szemerédi, também foi uma das primeiras aplicações do Lema

de Regularidade. Na sua demonstração Ruzsa and Szemerédi (1978) usaram a

primeira versão do Lema de Regularidade, aquela que se referia a grafos bipar-

tidos.

Teorema 34. Se H é um hipergrafo 3-uniforme sobre n vértices contendo

cn2 hiperarestas, então existem 6 vértices que geram 3 ou mais hiperarestas,

para todo n > n0(c).

Demonstração. Suponha queH um hipergrafo tal que quaisquer 6 vértices

geram menos que 3 hiperarestas. Vamos mostrar que e(H) = o(n2).

Construa um grafo G = Gn(H) da seguinte forma: para cada {x, y, z} ∈
E(H) ponha {x, y}, {y, z} e {x, z} em E(G). Então e(G) = 3e(H) e como seis

vértices geram no máximo duas triplas de H temos que o número de triângulos

em G é o máximo
(
n
2

)
= o(n3), ou seja, para todo δ > 0 o número de triângulos

em G é menor que δn3.

Observe que o Teorema 29, página 26, no caso de triângulos diz que dado

um real positivo γ existe um real positivo β tal que para todo G = Gn com no

máximo βn3 triângulos, existe E′ ⊆ E(G) com |E′| 6 γn2 tal que a remoção

de E′ das arestas de G torna-o livre de triângulos. Portanto, existe E′ tal que

G\E′ é livre de triângulos. Como os únicos triângulos de G são aqueles gerados

por alguma aresta de H temos que e(H) < γn2, para todo real positivo γ. �

Vejamos agora uma versão equivalente do teorema acima. Um emparelha-

mento é um subconjunto de arestas duas-a-duas disjuntas. Dizemos que um

emparelhamento M em G é induzido se as únicas arestas de G ligando vértices

de M são aquelas de M .

Teorema 35. Se Gn é a união de n emparelhamentos induzidos, então

e(Gn) = o(n2).

Demonstração. Vamos provar a seguinte afirmação: Seja 0 < ε < 1 ar-

bitrário e n > 2K0/ε
2, onde K0 = K0(ε, k0), é dado pelo Lema de Regularidade

para k0 = 4ε−1). Se para algum inteiro positivo k o grafo Gn é a união de k

emparelhamentos induzidos, então e(Gn) < 5εn2 + kεn.

Tome ρ = 2ε e considere o grafo G′′ = G′′(P, ρ, ε), onde P = {V0, . . . , Vk} é

uma partição (ε, k,Gn)-regular dada pelo Lema de Regularidade. Vejamos que

todo emparelhamento induzido em G′′ contém no máximo εn arestas.
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Tome I ⊆ G′′ um emparelhamento induzido em G′′, ponha U = V (I),

Ui = U ∩ Vi e Λ = {i ∈ [k] : |Ui| > ε|Vi|}. Também, ponha L =
⋃
i∈Λ Ui e

S = U \ L. Então

|S| 6
∑
i 6∈Λ

|Ui| 6
∑
i 6∈Λ

ε
n

k
6 εn.

Se |U | > 2εn, então |L| > |U |/2 e, portanto, existem u, v ∈ L adjacentes.

Suponha, sem perda de generalidade, que u ∈ V1 e v ∈ V2. Então d(V1, V2) > 2ε

e como |Ui| > ε|Vi| (i = 1, 2) temos que d(U1, U2) > ε, ou seja, existem mais que

ε|U1||U2| > min {|U1|, |U2|} arestas ligando vértices de U1 a U2, contradizendo

o fato de I ser induzido.

Logo, |U | 6 2εn donde segue que I contém no máximo εn arestas. Portanto,

como e(G′′) > e(Gn) − 5εn2 e Gn é a união de k emparelhamentos induzidos,

segue que e(Gn) < 5εn2 + kεn. �

Exerćıcio 36. Demonstre a equivalência entre os teoremas 34 e 35.

Essa versão do Teorema de Ruzsa–Szemerédi tem a seguinte conexão com

o Teorema de Roth sobre 3-pa. Seja f(k, n) o número máximo de arestas que

pode conter um grafo de ordem n que é uma união de k emparelhamentos

induzidos, ou seja,

f(k, n) = max

{
e(Gn) : Gn =

⋃
i∈[k]

Mi, onde Mi é emparelhamento induzido

}
.

Então,

r3(n) 6
f(n, 5n)

n
.

De fato, tome a1, . . . , ar3(n) uma seqüência de inteiros positivos que não contém

uma 3-pa. Defina o grafo bipartido G = ([2n] ∪ [3n], E), onde

E = {(x+ ai, x+ 2ai) : x ∈ [n] e i ∈ [r3(n)]} .

Então |E| = r3(n)n e G =
⋃
x {(x+ ai, x+ 2ai) : i ∈ [r3(n)]}. Resta obser-

var que cada fator da união é um emparelhamento induzido em G. Portanto,

f(n, 5n) > r3(n)n. A desigualdade f(k, n) < 5εn2 + kεn, para todo n suficien-

temente grande, prova que r3(n) = o(n).

O Lema de Regularidade, o Teorema de Ruzsa-Szemerédi e suas conseqüências

foram generalizados para hipergrafos por Gowers ??Nagle et al. (2005); Rödl

and Skokan (2004) e independentemente por Rödl e eus colaboradores. Deno-

tamos por Kt o hipergrafo k-uniforme completo de ordem t.

Teorema 37. Se um hipergrafo H k-uniforme de ordem n contém o(nt)

cópias do hipergrafo k-uniforme completo Kt, então podemos tornar G livre de

Kt removendo o(nk) hiperarestas.
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Exerćıcio 38. Deduza o seguinte resultado do teorema acima.

Teorema 39. Se H é um hipergrafo k-uniforme tal que toda aresta per-

tence a exatamente um subgrafo k-uniforme completo Kk+1, então |E(H)| =

o(|V (H)|k).

Observamos que o caso k = 2 da Teorema 39 é o Teorema de Ruzsa-

Szemerédi. O caso k = 3 foi provado em Frankl and Rödl (2002).

Ajtai and Szemerédi (1974) generalizaram o teorema de Roth provaram o

seguinte resultado. A prova que apresentamos é de Solymosi (2003).

Teorema 40. Para todo δ > 0 existe um natural n0 tal que para todo

n > n0 todo subconjunto de [n]2 com pelo menos δn2 pontos contém um tripla

da forma {(a, b), (a+ d, b), (a, b+ d)} para algum inteiro d 6= 0.

Demonstração. Seja S ⊂ [n]2 com pelo menos δn2 pontos. Definimos o

grafo biprtido GS = (A ∪B,E) tomando A e B como duas cópias disjuntas de

{1, 2, . . . , n} e um par (i, j) ∈ A×B é uma aresta se forem um ponto de S.

Particionamos as arestas da seguinte forma, (i, j) e (k, `) estão na mesma

classe se, e só se, i+ j = k + `. É fácil de ver que cada classe é um emparelha-

mento.

Como |E(GS)| > δn2 6= o(|V (GS)|) temos que, para n suficientemente

grande, pelo menos um emparelhemanto não é induzido. Logo, existem i, k ∈ A
e j, ` ∈ B com (i, j) e (k, `) na mesma classe e arestas (i, `), (k, `) e (i, j) que

definem uma tripla como a que procuramos. �

Exerćıcio 41. Deduza o teorema de Ajtai-Szemerédi diretamente do Te-

orema 29, página 26 para triângulos. Deduza o Teorema de Roth do Teorema

de Ajtai-Szemerédi.

Solymosi (2004) mostrou, usando o caso k = 3 do Teorema 39 demonstrado

por Frankl e Rödl, que um subconjunto de [n]2 de densidade δ > 0 deve conter

um quadrado, ou seja, quatros pontos com coordenadas (a, b), (a+d, b), (a, b+d)

e (a+b, b+d), do qual o Teorema de Szemerédi par 4-pa é facilmente deduzido.

Exerćıcio 42. Mostre que o Teorema 39 implica o Teorema de Szemerédi.

Exerćıcio 43 (Sárközy and Selkow, 2004). Dados c1 > 0 e c2 > 1 existem

n0 e η tais que o seguinte vale. Se G é um grafo de ordem pelo menos n0 e ta-

manho pelo menos c1n
2 dado pela união de emparelhamentos M1,M2, . . . ,Mm

com m 6 c2n, então existem i ∈ [m] e A,B ⊂ V (Mi) tais que

(1) (A×B) ∩Mi = ∅,
(2) |A| = |B| > ηn,
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(3) |E(G[A×B])| > (c1/4)|A||B|.
Mostre a afirmação (a dica é usar o lema de regularidade, versão Teorema

33) acima.

5.2. Um resultado do tipo Ramsey-Turán. Relembrando o Teorema

de Turán, no caso espećıfico do K4, nos diz que um grafo com n vértices G = Gn

pode ter no máximo (2/3)
(
n
2

)
� n2/3 arestas para não conter um grafo completo

com 4 vértices. Além disso, o grafo extremal é tripartido completo com ≈ n/3
vértices em cada um dos conjuntos independentes.

Exerćıcio 44. Denotamos por α(G) o tamanho do maior conjunto inde-

pendente, ou seja, a cardinalidade do maior subconjunto de V (G) que não induz

aresta. Mostre que todo grafo J de grau médio > α(J) contém triângulo.

Uma das primeiras aplicações do Lema de Regularidade é o seguinte resul-

tado do tipo Ramsey-Turán demonstrado por Szemerédi (1972).

Teorema 45. Se Gn não contém K4 e α(Gn) = o(n), então e(Gn) <

n2/8 + o(n2).

Demonstração. Vamos supor que n é suficientemente grande. Suponha-

mos também que e(Gn) > (1/8 + ξ)n2, para alguma constante positiva ξ, e que

α(Gn) < δn para toda constante positiva δ. Vamos mostrar que tal grafo deve

conter um K4.

Aplicamos o Lema de Regularidade para ε = ξ/7 e k0 =
⌈
ε−1
⌉

e podemos

supor, para K0 = K0(ε, k0) dado pelo Lema de Regularidade, que

e(Gn) >

(
1

8
+ 6ε

)
n2, α(Gn) 6

ε2

K0
(n− 1) e n >

K0

ε
.

Seja P uma partição (ε, k,G)-regular dos vértices de G dada pelo Lema de

Regularidade. Seja |Vi| = m, para todo i ∈ [k]. Note que α(G) < ε2m. Toma-

mos ρ = 2ε e consideramos o grafo reduzido R = R(P, ρ, ε). A demonstração

segue em dois casos.

Primeiro, suponha que e(R) > k2/4. Pelo Teorema de Turán o grafo R

contém um triângulo, digamos V1V2, V2V3 e V1V3. Sabemos que pelo menos

uma fração 1 − 2ε dos vértices de V1 têm pelo menos (ρ − ε)m vizinhos em

V2 e em V3. Fixe um tal v ∈ V1 e ponha X seus vizinhos em V2 e Y seus

vizinhos em V3. Agora, |X|, |Y | > εm, portanto, |d(X,Y ) − ρ| < ε, donde

tiramos que e(X,Y ) > ε3m2. Usamos esse fato e o exerćıcio acima, lembrando

que α(G) < ε2m, para concluir que G[X ∪ Y ] contém triângulo e, portanto,

G[V1 ∪ V2 ∪ V3] contém K4. Com isso terminamos o primeiro caso.

Agora, podemos supor que e(R) 6 k2/4. TomeG′′ = G′′(P, ρ, ε), o grafo ob-

tido a partir deG não considerando as arestas descritas em (i)–(iv) na página 18.
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Por (16), página 18, temos que e(G′′) > (1/8 + ε)n2. Então,∑
16i<j6k

d(Vi, Vj) =
e(G′′)

m2
> e(G′′)(n/k)−2 > (1/8 + ε)k2,

e no máximo k2/4 dessas densidades são não-nulas, portanto, a média dessas

densidades não-nulas é maior que µ = 1/2 + 4ε. Logo, existe um par com

densidade maior que µ. Sem perda de generalidade, assumimos que d(V1, V2) >

µ.

Vamos mostrar que H = G[V1 ∪ V2] contém K4.

Pelo menos (1 − ε)m vértices de V1 têm, cada um, mais que (ρ − ε)|V2| =

(1/2 + 3ε)m vizinhos em V2. Escolha dois deles, digamos x, y ∈ V1, adjacentes.

Isso pode ser feito pois podemos tomar ε pequeno o suficiente para que (1 −
ε)m > 6εm. Então |N(x) ∩ N(y) ∩ V2| > 6εm > ε2m, portanto, existem

z, w ∈ N(x) ∩N(y) adjacentes. Dessa forma, K4 ⊆ H ⊆ G. �

Bollobás and Erdős (1976) contruiram uma seqüência de grafos (Hn)n∈N

com K4 6⊆ Hn, α(Hn) = o(n) e e(Hn) > n2/8− o(n2), ou seja, a constante 1/8

é a melhor posśıvel.

O problema de determinar

max {e(Gn) : Kp 6⊆ Gn e α(Gn) = o(n)} ,

foi resolvido por Erdős and Sós (1969) para p ı́mpar e foi completamente resol-

vido, usando o Lema de Regularidade, por Erdős et al. (1983).

De uma maneira geral, um Problema extremal do tipo Ramsey-Turán tem a

seguinte formulação: sejam L = {L1, . . . , Lr} uma famı́lia de grafos, c : E(Gn)→
[r] uma r-coloração das arestas de Gn tal que para todo i ∈ [r] não temos um

Li monocromático da cor i e α(Gn) 6 m, para m = m(n). Nestas condições,

qual é o número máximo de arestas que Gn pode ter? Note que, pelo Teorema

de Ramsey, se m é fixo então não existe um grafo com as propriedades acima,

logo o caso que interessa é m→∞, com m = o(n). Para uma coletânea de re-

sultados e aplicações da Teoria de Ramsey-Turán veja o trabalho de Simonovits

and Sós (2001).

5.3. Grafos com número de Ramsey linear. Vejamos uma aplicação

em Teoria de Ramsey. Denote por r(H) o menor número natural tal que para

todo grafo de ordem r(H), ou o grafo contém uma cópia de H ou o seu com-

plemento contém uma cópia de H. Naturalmente, r(H) é o número de Ramsey

r(H,H) como foi definido na seção 1.2.

O seguinte resultado é devido a Chvatál et al. (1983). Ele diz que o número

de Ramsey, r(H), de um grafo com grau limitado é linear no tamanho do grafo.
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Teorema 46. Para todo inteiro positivo ∆ existe uma constante c = c(∆)

tal que para todo grafo Hn com grau máximo 6 ∆ vale que

r(Hn) 6 cn.

Demonstração. Fixamos k0 = r(K∆+1) e escolhemos ε tal que

ε 6
(1/2− ε)∆

∆ + 2
e ε <

1

k0 − 1
− 1

r
,

para todo r > k0. Tomamos

c =
K0

ε(1− ε)
,

onde K0 = K0(ε, k0) é dado pelo Lema de Regularidade.

Seja G um grafo G de ordem N = cn > n0(ε, k0), seja P = {V0, . . . , Vk}
uma partição (ε, k,G)-regular dada pelo Lema de Regularidade, seja m = |Vi|
para todo i ∈ [k]. Observamos que,

εm = ε
N − |V0|

k
> ε

N − εN
K0

> cn
ε(1− ε)
K0

= n. (21)

Tomando o grafo reduzido R = R(P, 0, ε) temos que

e(R) > (1−ε)
(
k

2

)
=

(
1− 1

k
− ε+

ε

k

)
k2

2
>

(
1− 1

k
− ε
)
k2

2
=

(
1− 1

k0 − 1

)
k2

2
,

portanto, pelo Teorema de Turán, temos Kk0 ⊆ R.

Defina uma 2-coloração das arestas de R por

c(ViVj) =

azul se d(Vi, Vj) > 1/2,

vermelho caso contrário,

para todos i, j ∈ [k] distintos.

Denote por Ra e Rv os subgrafos induzidos em R pelas arestas de cor azul

e cor vermelho, respectivamente. Então, esses são os grafos reduzidos para os

paramêtros (P, 1/2, ε) em G e em G, respectivamente.

Pela definição k0 = r(K∆+1) temos Kχ(H) ⊆ Kk0 monocromático, portanto,

ou Hn ⊆ Ra(n) ou Hn ⊆ Rv(n). Logo, por (21) e pela escolha de ε podemos

usar o Lema 22, página 21, para concluir que Hn ⊆ G ou Hn ⊆ G. �

5.4. Grafos universais. Por toda esta seção γ, δ, σ, ε e β denotam reais

positivos menores que 1.

Diferente do que vimos até agora, os resultados desta seção dizem respeito

a subgrafos induzidos. Neste caso, existe uma versão para o grafo reduzido,

o grafo reduzido induzido I(P, β, ε) e uma versão “induzida” do Lema 22 que

diz que todo subgrafo H ⊆ I induzido do grafo reduzido induzido I é subgrafo

induzido do grafo G original.
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O grafo reduzido induzido I(P, β, ε) é definido como na Seção 4.2, página 20,

com a condição extra que

0 < β < 1/2 e para todos Vi, Vj ∈ P temos que β < d(Vi, Vj) < 1− β.

Vejamos, sem nos aprofundarmos nos detalhes, que um subgrafo induzido

de I é um subgrafo induzido do grafo original G.

Sejam G = Gn um grafo, P = {V0, V1, . . . , Vk} uma partição do seu conjunto

de vértices. Seja H um subgrafo induzido de I = I(P, β, ε) com conjunto

de vértices V (H) = {V`1 , . . . , V`h}. Agora fazemos como no Lema 22, vamos

escolher v1, . . . , vh ∈ V (G) tal que G[{vi}hi=1] é uma cópia induzida de H em G.

Ponha Cj(0) = V`j o conjunto de vértices candidatos a vj . No i-ésimo passo

escolhemos vi ∈ Ci(i− 1) tal que para todo j > i temos

|NG(vi) ∩ Cj(i− 1)| > (β − ε)|Cj(i− 1)| se V`iV`j ∈ E(H) e

|NG(vi) ∩ Cj(i− 1)| < (β + ε)|Cj(i− 1)| se V`iV`j 6∈ E(H),

e fazemos a atualização Cj(i) = Cj(i− 1) ∩NG(vi).

Dessa forma, vi é adjacente a mais que (β− ε)|Cj(i−1)| ou não é adjacente

a mais que (1 − (β + ε))|Cj(i − 1)| > (β − ε)|Cj(i − 1)| vértices de Cj(i − 1)

dependendo se V`iV`j é ou não uma aresta de H.

Dizemos que um grafo G tem a propriedade P (k,m, β, ε), para 0 < β < 1/2,

k e m inteiros, se seu conjunto de vértices V (G) pode ser particionado em k

subconjuntos V1, . . . , Vk de mesma cardinalidade m tal que todo par (Vi, Vj) são

ε-regulares com densidade maior que β e menor que 1 − β, para todo 1 6 i <

j 6 k. Um grafo que contém todos os subgrafos de ordem k como subgrafo

induzido é chamado de k-universal.

Lema 47 (Rödl, 1986). Dados 0 < β < 1/2 real e k > 0 inteiro existem εk =

ε(k, β) e mk = m(k, β) tal que todo grafo G com a propriedade P (k,m, β, εk),

com m > mk, é k-universal.

Demonstração. A prova é por indução em k, para todo β. Para k = 2

tome mk = b1/βc > 2 e εk = β.

Suponha que o resultado vale para todo inteiro positivo 6 k e para todo

0 < β < 1/2. Dados k + 1 e β tome εk = ε(k, β/2) e mk = m(k, β/2), para os

quais vale o lema, e defina

εk+1 = ε(k + 1, β) = min

{
1

2(k + 1)
,
β

2
εk

}
e

mk+1 = m(k + 1, β) = max

{
2

⌈
mk

β

⌉
, k + 1

}
.
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Seja G um grafo com a propriedade P (k + 1,m, β, εk+1), onde m > mk+1.

Escolha um vértice uk+1 ∈ Vk+1 com mais que (d(Vk+1, Vj)− εk+1)|Vj | e menos

que (d(Vk+1, Vj) + εk+1)|Vj | vizinhos em Vj , para todo j ∈ [k].

Agora, para todo j ∈ [k] escolha Bj ⊆ Vj tal que

(i) |Bj | = dβm/2e > mk,

(ii) se vjvk+1 ∈ E(H) então uuk+1 ∈ E(Vj , Vk+1), para todo u ∈ Bj e, se

vjvk+1 6∈ E(H) então u, uk+1 6∈ E(Vj , Vk+1), para todo u ∈ Bj .
Queremos aplicar a hipótese de indução em B1, . . . , Bk. Vamos mostrar que

os pares (Bi, Bj) são (εk, G)-regulares.

Sejam Xi ⊆ Bi e Xj ⊆ Bj subconjuntos com pelo menos uma fração εk dos

vértices. Temos, assim, |Xi| > εk|Bi| > (2εk+1/β) dβm/2e > εk+1m, e também,

analogamente, |Xj | > εk+1m. Como o par (Vi, Vj) é εk+1-regular temos

|d(Xi, Xj)− d(Bi, Bj) 6 |d(Xi, Xj)− d(Vi, Vj)|+ |d(Vi, Vj)− d(Bi, Bj)| <

< 2εk+1 < εk.

Logo, por indução, existem u1, . . . , uk, com ui ∈ Bi para todo i ∈ [k], tal que

uiuj ∈ E(G) se, e somente se, vivj ∈ E(H), portanto, G[u1, . . . , uk+1] é isomorfo

a H. �

Erdős (1979) perguntou se, dado um inteiro positivo k, existe δ tal que todo

grafo G de ordem n suficientemente grande e tal que para todo S ⊆ V (G) com

|S| > n/2 vale que(
1

2
− δ
)(
|S|
2

)
< e(G[S]) <

(
1

2
+ δ

)(
|S|
2

)
,

então G contém Kk.

Dizemos que um grafo G tem a propriedade (γ, δ, σ) se para todo S ⊆ V (G)

com |S| > γ|V (G)| temos

(σ − δ)
(
|S|
2

)
< e(G[S]) < (σ + δ)

(
|S|
2

)
.

Rödl (1986) provou o seguinte resultado que responde na afirmativa a per-

gunta de Erdős. De fato, ele provou um resultado mais forte que aquele con-

jecturado.

Teorema 48. Para todo inteiro positivo k e para todos σ e γ, existe δ

e existe um inteiro positivo n0 tal que todo grafo de ordem n > n0 com a

propriedade (γ, δ, σ) contém todo grafo de ordem k como subgrafo induzido.

Esboço da demonstração. Observe que se o grafoGn tem a propriedade

(γ, δ, σ) então o seu complemento satisfaz (γ, δ, 1−σ). Também, como podemos

considerar os complementos dos grafos em questão, vamos supor σ 6 1/2.
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Suponha

k > max

{
4

σ
,

4

4− 7σ
,

3

1− γ

}
. (22)

Ponha m0 = k e

ε = min

{
1

m0
, ε(k, σ/2), 1− m0γ

m0 − 3

}
δ = min

{
σ

4
− 1

m0
, 1− 7σ

4
− 1

m0
,
σ

24
(1− ε)2 1

M2

}
N1 = max

{⌈
M

1− ε

⌉
m(k, σ/2), n0(ε,m0)

}
,

onde M = M(ε,m0) e n0(ε,m0) são dados pelo Lema de Regularidade. Por (22)

temos que ε e δ são positivos.

Seja Gn, para n > N1, com a propriedade (γ, δ, σ) e uma partição (ε, t,Gn)-

regular P = {V0, . . . , Vt} dada pelo Lema de Regularidade. Prova-se que

σ

2
6 d(Vi, Vj) 6 1− σ

2
para todos i, j ∈ [t], (23)

donde deduzimos o teorema da seguinte forma: o número de arestas do grafo

reduzido R(P, d, ε) para d = 0 é maior que (1−ε)
(
t
2

)
e, pelo Teorema de Turán,

podemos conluir que Km0 ⊆ R.

Sejam Vs1 , . . . , Vsm0
pares 2-a-2 (ε,Gn)-regulares. Temos |Vsi | > N1(1 −

ε)/M > m(k, σ/2) e ε 6 ε(k, σ/2). Logo, Gn satisfaz a (k,m(k, β), β, ε(k, β))

para β = σ/2. �

Rödl também provou o seguinte resultado.

Teorema 49. Para todo inteiro positivo k e para todos σ e δ com δ < σ <

1 − δ, existe γ e um inteiro positivo n0 tal que todo grafo de ordem n > n0

com a propriedade (γ, δ, σ) contém todos os grafos de ordem k como subgrafo

induzido.

Demonstração. Antes de demonstrarmos esse teorema, observe que se

δ1 = max

{
σ + δ − 1

2
,
1

2
− σ + δ

}
então, se Gn satisfaz (γ, δ, σ) também satisfaz (γ, δ1, 1/2) e podemos assumir

que 0 < δ < 1/2. Portanto, é suficiente provarmos o teorema para σ = 1/2 e

para todo k e todo δ < 1/2.

Defina β = 1/2− δ e assuma que k > 3/β. Seja m0 o menor inteiro tal que

qualquer três coloração das arestas do Km0 induz algum Kk monocromático.

Ponha

ε = min

{
m0
−1, εk

(
k,

1

2
βm

)}
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e sejam M0, n0 e a partição V0, . . . , Vt de V (G) dados pelo Lema de Regulari-

dade, onde G é um grafo com

N0 = max

{
n0,

M0mk

1− ε

}
vértices e com a propriedade (γ, δ, σ) para

γ =
k(1− ε)
M0

.

Se R é o grafo reduzido para d = 0 temos e(R) > (1−ε)
(
t
2

)
> (1− 1

m0−1)
(
t
2

)
,

portanto, pelo Teorema de Turán temos que Km0 ⊆ R, ou seja, existem classes

Vs0 , . . . , Vsm0
tal que todo par (Vsi , Vsj ) é (ε,G)-regular.

Para tal Km0 , considere ϕ : E(Km0)→ [3] uma 3-coloração de suas arestas

dada por

(i) ϕ({i, j}) = 1 se d(Vsi , Vsj ) ≤ β/2;

(ii) ϕ({i, j}) = 2 se β/2 < d(Vsi , Vsj ) < 1− β/2; e

(iii) ϕ({i, j}) = 3 se d(Vsi , Vsj ) ≥ 1− β/2.

Vejamos que não pode ocorrer Kk monocromático da cor 1 ou 3. Primeiro,

para cor 1. Se G′ = G[
⋃
i Vs′i ] temos, onde Vs′i são os vértices do Kk mono-

cromático e pondo m = |Vi|,

d(G′) =
e(G′)(|V (G′)|

2

) 6 (t2)m2 β
2 +

(
m
2

)
t(

tm
2

) <
1

2
β +

1

k
<

1

2
− δ.

Para a cor 3 temos

d(G′) >

(
t
2

)
m2(1− β

2 )(
tm
2

) > 1− β

2
− 1

k
<

1

2
+ δ.

Como |V (G′)| > k
M |V (G)|(1 − ε) = γ|V (G)| contradizendo o fato de G ter a

propriedade (γ, δ, 1/2).

Para a cor 2 temos que G satisfaz a propriedade (k,m, β/2, εk), para m >

mk. De fato, para todos i e j temos

|Vs′i | = |Vs′j | > (1− ε)N0

t
> (1− ε)N0

M0
>

1− ε
M0

M0mk

1− ε
= mk

e d(Vs′i , Vs′j ) ∈ (β/2, 1− β/2) com esses pares εk-regulares por definição. �

6. Um Lema de Regularidade para grafos esparsos

Para uma seqüência de grafos com e(Gn) = o(n2) o Lema de Regularidade

não fornece informação alguma. Ele aproximaGn pelo grafo vazio pois o número

de arestas que desprezamos é quadrático no número de vértices. Nesta seção

veremos uma variante do Lema de Regularidade para grafos esparsos.
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Fixe um grafo G = (V,E). Para uma partição Q de V dizemos que G é

(Q, η)-uniforme, para 0 < η 6 1 fixo, se para algum p ∈ [0, 1] e para todo

A, B ⊆ V disjuntos quando Q é trivial ou pertencentes a partes diferentes da

partição se Q não é trivial, e tais que |A|, |B| > η|V |, temos a seguinte condição

de pseudoaleatoriedade∣∣eG(A,B)− p|A||B|
∣∣ 6 ηp|A||B|.

Se Q é trivial e η > 0 está fixo, o grafo aleatório Gn,p é um exemplo de

grafo (Q, η)-uniforme; neste caso de partição trivial dizemos simplesmente η-

uniforme. Um grafo aleatório Gn,p com p = p(n) = C/n é η-uniforme quase-

sempre, para C dependendo somente de η.

Para um subgrafo gerador H de G definimos a densidade relativa de H em

G no par (A,B) de subconjuntos disjuntos de V por

dH,G(A,B) =

eH(A,B)/eG(A,B) se eG(A,B) > 0,

0 caso contrário.
(24)

Dizemos que o par (A,B) de subconjuntos disjuntos de V é (ε,H,G)-regular

se para todo X ⊆ A e Y ⊆ B com |X| > ε|A| e |Y | > ε|B| temos

|dH,G(A,B)− dH,G(X,Y )| < ε.

Dizemos que uma partição (ε, k)-equipotente V0, V1, . . . , Vk dos vértices de G é

(ε,H,G)-regular se o número de pares (Vi, Vj), para 1 6 i < j 6 k, que não

são (ε,H,G)-regulares é no máximo ε
(
k
2

)
. O seguinte resultado foi provado por

Kohayakawa em 1991 (veja Kohayakawa, 1997, por exemplo), e independente-

mente, por Rödl.

Teorema 50. Dados um real positivo ε 6 1 e inteiros m0, l > 1, existem

constantes positivas η = η(ε,m0, l) e M = M(ε,m0, l) > m0 tais que para todo

grafo (Q, η)-uniforme G, onde Q é uma l-partição de V (G), se H ⊆ G é um

subgrafo gerador de G, então existe uma (k + 1)-partição (ε,H,G)-regular de

V (G) que refina Q, com m0 6 k 6M .

O papel da partição Q é unicamente de controlar a partição dada pelo

teorema no caso de grafos l-partidos. Note que essa versão implica o caso

denso se tomamos G = Kn; por esse motivo dedicamos a Seção 6.3 a uma

demonstração desse caso esparso, incluindo sua versão para o Lema 18.

Vejamos uma variante do caso esparso. Sejam G = (V,E) fixo e 0 < η 6 1

e 0 < p 6 1. Dizemos que G é η-superiormente-uniforme com densidade p se

para todos A, B ⊆ V disjuntos com |A|, |B| > η|V | temos

eG(A,B) 6 (1 + η)p|A||B|.
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Definimos a p-densidade entre A e B em G por

dG,p(A,B) =
eG(A,B)

p|A||B|
e escrevemos dp(A,B) se G é subentendido. Note a relação entre a definição de

p-densidade com a de densidade de G relativa à Gn,p (eq. (24)).

Para 0 < ε 6 1 e A, B ⊆ V disjuntos não-vazios dizemos que (A,B) é

(ε, p)-regular se para todos X ⊆ A e Y ⊆ B com |X| > ε|A| e |Y | > ε|B| temos∣∣dp(A,B)− dp(X,Y )
∣∣ < ε.

Uma partição (ε, k)-equipotente P = {V0, V1, . . . , Vk} do conjunto de vértices

V é (ε, p)-regular se |V0| 6 ε|V | e no máximo ε
(
k
2

)
pares (Vi, Vj), para 1 6 i <

j 6 k, não são (ε, p)-regulares.

Temos então a seguinte versão esparsa que é útil nos casos em que o grafo

esparso não é subgrafo de algum grafo η-uniforme fixo.

Teorema 51. Dados 0 < ε 6 1 e m0 > 1 existem constantes positivas

η = η(ε,m0) e M = M(ε,m0) > m0 tais que qualquer grafo η-superiormente-

uniforme G com densidade 0 < p 6 1 admite uma (k+1)-partição (ε, p)-regular

de V (G), com m0 6 k 6M . �

6.1. O caso esparso em Teoria Extremal de Grafos. Considere a

seguinte generalização do problema do subgrafo proibido. Sejam G e H grafos

e defina ex(G,H) como o número máximo de arestas que um subgrafo de G

pode ter para que H não ocorra como subgrafo. Formalmente,

ex(G,H) = max {e(J) : H 6⊆ J ⊆ G} .

Dessa forma, ex(n,H) = ex(Kn, H).

No caso de subgrafos extremais de grafos aleatórios, isto é, quando G =

Gn,p, o resultado mais simples conhecido é o seguinte, de Babai et al. (1990).

Teorema 52. Se Fn é um subgrafo de Gn,1/2 com o máximo posśıvel de

arestas sem conter K3 e Bn é um subgrafo bipartido de Gn,1/2 com o máximo

posśıvel de arestas, então e(Fn) = e(Bn). Ainda, Fn é bipartido quase-sempre.

�

Também é sabido (de Babai et al., 1990) que se H é 3-cromático, fixado

0 < p < 1, e Fn ⊆ Gn,p é livre de H com o número máximo de arestas, então

e(Bn) 6 e(Fn) 6 e(Bn) + o(n2)

quase-sempre. Ainda, removendo o(n2) arestas de Fn podemos torná-lo bipar-

tido. Esse resultado generaliza-se para grafos r-cromáticos.

Kohayakawa et al. (1997) conjecturaram
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Conjectura 53. Para todo grafo não-vazio H de ordem pelo menos 3 e

para todo 0 < p = p(n) 6 1 tal que pn1/d2(H) →∞ quando n→∞, onde

d2(H) = max

{
e(J)− 1

|J | − 2
: J ⊆ H, |J | > 3

}
,

temos que

ex(Gn,p, H) =

(
1− 1

χ(H)− 1
+ o(1)

)
e(Gn,p) (25)

vale quase-sempre.

Os casos H = K3 e H = C4 foram, essencialmente, provados por Frankl

and Rödl (1986) e Füredi Füredi (1994), respectivamente.

Em Kohayakawa et al. (1997), Kohayakawa,  Luczak e Rödl provaram o

caso H = K4 e observaram que uma aplicação simples do Teorema 51 prova a

conjectura quando H é uma floresta. O caso H = C l foi provado por Haxell,

Kohayakawa e  Luczak Haxell et al. (1995, 1996). De fato, nesses casos foram

verificados a Conjectura 54 abaixo

Vejamos como a versão esparsa do Lema de Regularidade, o Teorema 50, se

aplica no caso dessa conjectura. Seja J um subgrafo do grafo η-uniforme Gn,p.

Pelo Teorema 50, temos uma partição (ε, J,Gn,p)-regular P de V (Gn,p).

Se sabemos que para algum γ > 0 temos

e(J) >

(
1− 1

χ(H)− 1
+ γ

)
e(Gn,p).

então é fácil encontrarmos |H| partes de P que “formam uma cópia” de H

e no caso p constante, podemos mostrar que essas partes geram uma cópia

de fato de H (cf. Lema 22). Infelizmente, esse não é o caso quando p → 0

conforme n→∞; aqui muito “trabalho extra” precisou ser feito nos resultados

parciais conhecidos (Haxell et al., 1995, 1996; Kohayakawa and Kreuter, 1997;

Kohayakawa et al., 1997).

Vejamos uma conjectura (Kohayakawa et al., 1997) que implica (25). Sejam

m um inteiro positivo e H um grafo com V (H) = {v1, . . . , vh}, para h > 3,

0 < p = p(m) 6 1 e seja Vm = (Vi)
h
i=1 uma famı́lia de conjuntos 2-a-2 disjuntos,

cada um de cardinalidade m. Dados reais 0 < ε 6 1 e 0 < γ 6 1 e um inteiro

positivo T dizemos que um grafo h-partido F com partição V (F ) = V1∪· · ·∪Vh
e com T arestas é um

(ε, γ,H; Vm, T )-grafo

se, para todo 1 6 i < j 6 h, todo par (Vi, Vj) é (ε, p)-regular e se γ 6

dF,p(Vi, Vj) 6 1 sempre que vivj ∈ E(H).
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Conjectura 54. Dados 0 < α 6 1 e 0 < γ 6 1 existem constantes

ε = ε(α, γ) > 0 e C = C(α, γ) tais que se p = p(m) > Cm−1/d2(H), então o

número de (ε, γ,H; Vm, T )-grafos livres de H é no máximo

αT
((h

2

)
m2

T

)
para todo T e todo m suficientemente grande.

Vamos assumir a Conjectura 54 e vamos provar a Conjectura 53.

Seja δ > 0 dado. Vamos mostrar que existe um K positivo tal que se

p = Kn−1/d2(H) então

ex(Gn,p, H) =

(
1− 1

χ(H)− 1
+ δ

)
n2p

2
,

vale quase-sempre.

Tome

α =
γ

2e
(
h
2

)
e 0 < γ < δ/5. Então, pela Conjectura 53 existem ε > 0 e C > 0 tais que,

quaisquer que sejam m e T , o número de (ε, γ,H; Vm, T )-grafos H-livres é no

máximo

αT
((h

2

)
m2

T

)
se p > Cm−1/d2(H). Podemos assumir que ε < δ/5.

Agora, sejam η e M0 dados pelo Lema 51. Assuma que η < δ < 5 e tome

K = (M0)1/d2(H)C.

Seja G um grafo η-superiormente-uniforme com densidade p = Kn−1/d2(H)

de ordem n suficientemente grande. Então, todo subgrafo de G com pelo menos(
1− 1

χ(H)− 1
+ δ

)
n2p

2

arestas contém um subgrafo isomorfo àlgum (ε, γ,H; Vm, T )-grafo, onde n/M0 6

m 6 n/m0, para todo T e para m0 = max{5/δ, k1}, onde k1 é tal que

mathrmex(Gn,p, H) 6

(
1− 1

χ(H)− 1
+ %

)(
k

2

)
para % < δ/5 e todo k > k1.

De fato, seja F ⊆ G com pelo menos (1− 1/(χ(H)− 1) + δ)n2p/2 arestas.

Claramente, F é η-superiormente-uniforme com densidade p.

Seja P = (Vi)
k
i=0 a partição (ε, p)-regular (ε, k)-equipotente dada pelo Lema 51.

Ponha m = |Vi|, para todo i ∈ [k]. Seja R = R(P, γ, ε) o grafo reduzido de F .

Se

e(R) >

(
1− 1

χ(H)− 1
+ %

)(
k

2

)
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então F contêm um (ε, γ,H; Vm, T )-subgrafo para algum T . Agora, suponha

que e(R) < (1− 1/(χ(H)− 1) + %)
(
k
2

)
. Dessa forma,

e(F ) 6

(
ε2n2

2 + εn2 + k
(
k
2

)
+ ε
(
k
2

) (
n
k

)2
+ γ
(
k
2

) (
n
k

)2
+

(
1− 1

χ(H)−1 + %
) (

k
2

))
(1 + η)p

<
(

5ε+ 1
k + γ +

(
1− 1

χ(H)−1 + %
)

+ η
)
n2p
2

=
(

1− 1
χ(H)−1 + %+ η + γ + 5ε+ 1

k

)
n2p
2

<
(

1− 1
χ(H)−1 + δ

)
n2p
2 .

uma contradição.

Portanto, todo subgrafo de G com pelo menos (1− 1/(χ(H)− 1) + δ)n2p/2

arestas contém algum (ε, γ,H; Vm, T )-subgrafo.

Observe que não é dif́ıcil provar que o grafo aleatórioGn,p é η-superiormente-

uniforme quase-sempre. Dessa forma, resta provar que para quaisquer inteiros

positivos m e T , com n/M0 6 m 6 n/m0, um (ε, γ,H; Vm, T )-subgrafo de Gn,p

contêm H quase-certamente.

Como p(m) = Km−1/d2(H) > Cm−1/d2(H), podemos usar a Conjectura 53.

Qualquer (ε, γ,H; Vm, T )-grafo tem pelo menos e(H)γpm2 arestas. Fixe T >

e(H)γpm2 e fixe m, com n/M0 6 m 6 n/m0.

Então, o número esperado de (ε, γ,H; Vm, T )-subgrafos de Gn,p livres de

H é no máximo

nhmpTαT
((h

2

)
m2

T

)
6 nhm

(
pαe

(
h
2

)
m2

T

)T
< nhm

(
αe
(
h
2

)
e(H)γ

)T
= o(1),

que, somando sobre todo m e todo T , ainda temos que o número esperado

de (ε, γ,H; Vm, T )-subgrafos de Gn,p livres de H é o(1). O resultado segue

da desigualdade de Markov. Portanto temos que a Conjectura 53 implica a

Conjectura 54.

6.2. Progressões aritméticas em subconjuntos esparsos dos intei-

ros.

6.3. Uma demonstração do caso esparso do Lema de Regulari-

dade. Se P0 e P1 são partições equipotentes de V , então dizemos que P1 re-

fina P0 se toda classe não-excepcional de P1 está contida em alguma classe

não-excepcional de P0. Se P0 é uma partição arbitrária, então P1 refina P0 se

toda classe não-excepcional de P1 está contida em alguma classe de P0.
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Começamos pelo lema abaixo que é uma forma defectiva da desigualdade de

Cauchy-Schwarz e que é importante na demonstração do Lema de Regularidade.

Lema 55. Sejam d1, . . . , dn reais. Então para todo inteiro não-negativo

m < n

n∑
i=1

di
2 >

1

n

(
n∑
i=1

di

)2

+
mn

n−m

(
1

m

m∑
i=1

di −
1

n

n∑
i=1

di

)2

. (26)

Em particular, se

1

m

m∑
i=1

di = α
1

n

n∑
i=1

di,

então
n∑
i=1

di
2 >

1

n

(
1 + (α− 1)2 m

n−m

)( n∑
i=1

di

)2

. (27)

Demonstração. Ponha Sn =
∑n

i=1 di e Qn =
∑n

i=1 di
2. Então

0 6
n∑
i=1

(
di −

Sn
n

)2

=

n∑
i=1

(
di

2 − 2di
Sn
n

+
Sn

2

n2

)
= Qn −

Sn
2

n
, (28)

portanto,

Qn −Qm =
n∑

i=m+1

di
2 >

1

n−m

(
n∑

i=m+1

di

)2

=
(Sn − Sm)2

n−m
.

Então

Qn = Qm + (Qn −Qm) >
Sm

2

m
+

(Sn − Sm)2

n−m

=
1

n
Sn

2 +
nm

n−m

(
Sn
n
− Sm

m

)2

.

e demonstramos (26). Agora, provar (27) é fácil. Observe que (28) é a desi-

gualdade usual de Cauchy-Schwarz. �

Fixe G = (V,E) e Q = {U1, . . . , Ul} uma l-partição de V . Assuma que G

é (Q, η)-uniforme para algum 0 < η 6 1. Seja p = p(G) tal que, para todos

A, B ⊂ V tais que A e B são subconjuntos de partes distintas deQ, ou disjuntos

se Q é trivial, e |A|, |B| > η|V | vale que∣∣eG(A,B)− p|A||B|
∣∣ ≤ ηp|A||B|.

Vejamos um resultado de continuidade sobre dH,G e d2
H,G.

Lema 56. Fixe 0 < δ ≤ 10−2. Sejam A, B ⊂ V tais que A e B são

subconjuntos de partes distintas de Q, ou disjuntos se Q é trivial, com δ|A|,
δ|B| ≥ η|V |. Se X ⊂ A e Y ⊂ B, |X| ≥ (1− δ)|A| e |Y | ≥ (1− δ)|B|, então
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(i) |dH,G(X,Y )− dH,G(A,B)| ≤ 5δ,

(ii) |dH,G(X,Y )2 − dH,G(A,B)2| ≤ 9δ.

Demonstração. Vamos provar (i). Observe que η 6 δ, então

dH,G(X,Y ) >
eH(X,Y )

eG(X,Y )
>
eH(A,B)− 2(1 + η)pδ|A||B|

eG(A,B)

>dH,G(A,B)− 2δ
1 + η

1− η
> dH,G(A,B)− 3δ.

Por outro lado,

dH,G(X,Y ) 6
eH(A,B)

eG(X,Y )
6

eH(A,B)

(1− η)p|X||Y |

6
eH(A,B)

(1− η)p(1− δ)2|A||B|
6

1 + η

(1− η)(1− δ)2
dH,G(A,B)

6dH,G(A,B) + 5δ,

portanto temos (i). A prova de (ii) é similar. �

Fixe uma constante 0 < ε ≤ 1/2 e um subgrafo gerador H ⊂ G. Seja P0

uma (m+1)-partição equipotente de V que refinaQ, com 4m ≥ ε−5. Assumimos

que η ≤ η0 = η0(m) = 1/m4m+1 e que n = |V | ≥ n0 = n0(m) = m41+2m.

Definimos uma partição equipotente P1 de V a partir de P0 da seguinte

forma. Para cada par (ε,H,G)-irregular (V
(0)
s , V

(0)
t ) de classes de P0, com

1 ≤ s < t ≤ m, escolhemos X = X(s, t) ⊂ V
(0)
s , Y = Y (s, t) ⊂ V

(0)
t que

atestam a irregularidade do par, isto é, tais que |X|, |Y | ≥ ε|V (0)
s | = ε|V (0)

t |,
e |dH,G(X,Y )− dH,G(V

(0)
s , V

(0)
t )| ≥ ε.

Fixado 1 ≤ s ≤ m, os conjuntos X(s, t) em

{X = X(s, t) ⊂ V (0)
s : 1 ≤ t ≤ m e (V

(0)
s , V

(0)
t ) não é (ε,H,G)-regular}

definem um partição natural de V
(0)
s em no máximo 2m−1 partes. Vamos chamar

essas partes de átomos de V
(0)
s . Tome q = 4m e ponha c = b|V (0)

s |/qc, para

qualquer 1 ≤ s ≤ m. Note que c ≥ ηn. Trivialmente, podemos escolher uma

partição P1 de V que refina P0 tal que

(i) V
(0)

0 é uma classe de P1,

(ii) para todo 1 ≤ s ≤ m, todo átomo A ⊂ V
(0)
s contém exatamente

b|A|/cc classes de P1,

(iii) para todo 1 ≤ s ≤ m, o conjunto V
(0)
s contém exatamente q =

b|V (0)
s |/cc classes de P1.

Observe que q2 = 42m 6 |V (0)
s | = cq + r, com r < c, portanto,

⌊
|V (0)
s |/c

⌋
=

q = 4m. Então, podemos assumir que P1 tem exatamente m4m classes não-

excepcionais e, é fácil provar o seguinte lema.
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Lema 57. A partição P1 = {V (1)
0 , . . . , V

(1)
m1 } definida a partir de P0 como

acima é equipotente e refina P0, com m1 = mq = m4m e |V (1)
0 | ≤ |V

(0)
0 | +

n4−m. �

No que segue, para 1 ≤ s ≤ m, sejam Vs(i), para 1 ≤ i ≤ q, as classes de

P1 que estão contidas na classe V
(0)
s de P0. Também, para todo 1 ≤ s ≤ m,

pomos Cs =
⋃

1≤i≤q Vs(i).

Fixe 1 ≤ s ≤ m. Note que |Cs| ≥ |V (0)
s | − (c − 1) ≥ |V (0)

s | − q−1|V (0)
s | ≥

|V (0)
s |(1− q−1). Como q−1 ≤ 10−2 e q−1|V (0)

s | ≥ c ≥ ηn, pelo Lema 56 temos,

|dH,G(Cs, Ct)− dH,G(V (0)
s , V

(0)
t )| ≤ 5q−1 (29)

e

|dH,G(Cs, Ct)
2 − dH,G(V (0)

s , V
(0)
t )2| ≤ 9q−1, (30)

para todo 1 ≤ s < t ≤ m.

Seguindo a idéia da prova no caso denso, definimos o ı́ndice ind(R) de uma

partição equipotente R = {V0, . . . , Vr} de V por

ind(R) =
2

r2

∑
1≤i<j≤r

dH,G(Vi, Vj)
2,

e observe que 0 ≤ ind(R) < 1. Os próximos lemas mostram que para P1 definido

como acima temos que ind(P1) ≥ ind(P0) + ε5/100. A prova do primeiro lema

é baseada na desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Lema 58. Suponha 1 ≤ s < t ≤ m. Então

1

q2

q∑
i, j=1

dH,G(Vs(i), Vt(j))
2 ≥ dH,G(V (0)

s , V
(0)
t )2 − ε5

100
.

Demonstração. Seja (V
(0)
s , V

(0)
t ) um par de conjuntos de P0. Então,

1

q2

q∑
i=1

q∑
j=1

dH,G(Vs(i), Vt(j)) =
1

q2

∑
i,j

eH(Vs(i), Vt(j))

eG(Vs(i), Vt(j))

>
∑
i,j

eG(Vs(i), Vt(j))

(1 + η)q2p|Vs(i)||Vt(j)|
=

eH(Cs, Ct)

(1 + η)p|Cs||Ct|

>
1− η
1 + η

dH,G(Cs, Ct) > dH,G(Cs, Ct)− 2η.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

1

q2

∑
i,j

dH,G(Vs(i), Vt(j))
2 > dH,G(Cs, Ct)

2 − 4η,
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e, por (30), temos

dH,G(Cs, Ct)
2 > dH,G(V (0)

s , V
(0)
t )2 − 9

q
,

e o lema segue de 9q−1 + 4η 6 ε5/100. �

A desigualdade no Lema 58 pode ser melhorada se (V
(0)
s , V

(0)
t ) é um par

(ε,H,G)-irregular. Formalizamos isso no seguinte lema, que é provado usando

a forma defectiva de Cauchy-Schwarz (Lema 55).

Lema 59. Seja 1 ≤ s < t ≤ m tais que (V
(0)
s , V

(0)
t ) não é (ε,H,G)-regular.

Então

1

q2

q∑
i, j=1

dH,G(Vs(i), Vt(j))
2 ≥ dH,G(V (0)

s , V
(0)
t )2 +

ε4

40
− ε5

100
.

Demonstração. Sejam X = X(s, t) ⊆ V
(0)
s e Y = Y (s, t) ⊆ V

(0)
t como

definido acima e sejam X∗ ⊆ X e Y ∗ ⊆ Y tais que cada um é uma união de

classes de P1 e maximal com esssa propriedade.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

X∗ =

qs⋃
i=1

Vs(i) e Y ∗ =

qt⋃
j=1

Vt(j).

Da maximalidade que assumimos temos que |X∗| > |X| − 2m−1(c − 1) >

|X|(1 − 2m−1c/|X|) > |X|(1 − 2m−1/qε) = |X|(1 − 1/ε2m+1). Da mesma

forma, |Y ∗| > |Y |(1 − 1/ε2m+1). Também, note que 1/ε2m+1 6 10−2 e que

|X|/ε2m+1, |Y |/ε2m+1 > ηn.

Pelo Lema 56, temos

|dH,G(X∗, Y ∗)− dH,G(X,Y )| 6 5

ε2m+1
,

e sabemos, de (29), que

|dH,G(Cs, Ct)− dH,G(V (0)
s , V

(0)
t )| 6 5q−1.

Desde que |dH,G(X,Y ) − dH,G(V
(0)
s , V

(0)
t )| > ε e 5q−1 + 5/ε2m+1 6 ε/2,

temos

|dH,G(X∗, Y ∗)− dH,G(Cs, Ct)| > ε/2. (31)

Ponha dij = dH,G(Vs(i), Vt(j)), para todo i ∈ [q]. Na prova do lema anterior

verificamos que

q∑
i=1

q∑
j=1

dij =
1− η
1 + η

q2dH,G(Cs, Ct) > (1− 2η)q2dH,G(Cs, Ct).

47



Da mesma forma,

q∑
i=1

q∑
j=1

dij 6 (1 + 3η)q2dH,G(Cs, Ct);

qs∑
i=1

qt∑
j=1

dij > (1− 2η)qsqtdH,G(X∗, Y ∗) e

qs∑
i=1

qt∑
j=1

dij 6 (1 + 3η)qsqtdH,G(X∗, Y ∗).

Note que qsm = |X∗| > |X|−2m−1c > ε|V (0)
s |−2m−1c > eqc−2m−1c, então

qs > eq − 2m−1 > eq/2. Da mesma forma, qt > eq/2.

Ponha ρ = qsqtq
−2 > ε4/2 e dCs,t = dH,G(Cs, Ct). Por (31), temos

qs∑
i=1

qt∑
j=1

dij >
1− 2η

1 + 3η

qsqt
q2

(
1 +

ε

2dCs,t
2

)
q∑
i=1

q∑
j=1

dij

>ρ

(
1 +

ε

3dCs,t
2

)
q∑
j=1

dij ,

ou senão, temos

qs∑
i=1

qt∑
j=1

dij 6
1− 2η

1 + 3η

qsqt
q2

(
1− ε

2dCs,t
2

)
q∑
i=1

q∑
j=1

dij

6ρ

(
1− ε

3dCs,t
2

)
q∑
j=1

dij .

Neste ponto, usamos a forma defectiva da desigualdade de Cauchy-Schwarz

para concluir que

q∑
i=1

q∑
j=1

d2
ij > q

2

(
dCs,t

2
+
ε2ρ

10
− 4η

)
,

portanto,

1

q2

q∑
i=1

q∑
j=1

dH,G(Vs(i), Vt(j))
2

>dH,G(Cs, Ct)
2 +

ε2ρ

10
− 4η

>dH,G(V (0)
s , V

(0)
t )2 +

ε4

40
− (9η−1 + 4η)

>dH,G(V (0)
s , V

(0)
t ) +

ε4

40
− ε5

100
,

e está provado o lema. �
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O seguinte resultado, que segue dos Lemas 58 e 59, é o correspondente do

Lema 18 para o caso esparso.

Lema 60. Suponha m ≥ 1 e 0 < ε ≤ 1/2 são tais que 4m ≥ 1800ε−5. Seja

G = Gn um grafo (Q, η)-uniforme de ordem n ≥ n0 = n0(m) = m42m+1, onde

Q é uma partição de V (G) em l classes, e assuma que η ≤ η0 = η0(m) =

1/m4m+1. Seja H ⊂ G um subgrafo gerador de G. If P = {V0, . . . , Vm} é uma

partição equipotente (ε,H,G)-irregular de V (G) que refina Q, então existe uma

partição P1 = {V ′0 , . . . , V ′m1
} equipotente de V (G) tal que

(i) P1 refina P,

(ii) m1 = m4m,

(iii) |V ′0 | ≤ |V0|+ n4−m, e

(iv) ind(P1) ≥ ind(P) + ε5/100.

Demonstração. Sejam P como descrito no lema e P1 =
{
V ′0 , . . . , V

′
m1

}
o

refinamento constrúıdo a partir de P como descrito nesta seção (V ′i = V
(1)
i ).

Vamos mostrar que P1 satisfaz (i)–(iv).

Pelo Lema 57, só precisamos verificar (iv). Pelos Lemas 58 e 59, temos

ind(P1) =
2

m2q2

q∑
i=1

q∑
i=1

dH,G(V ′i , V
′
j )2

>
2

m2

∑
16s<t6m

1

q2

∑
i,j

dH,G(Vs(i), Vt(j))
2

>
2

m2

( ∑
16s<t6m

(
dH,G(Vs, Vt)

2 − ε5

100

)
+ ε

(
m

2

)
ε4

40

)

> ind(P)− ε5

100
+
ε5

50

> ind(P) +
ε5

100
,

e está provado o “coração” do Lema de Regularidade. �

Demonstração do Teorema 50. SejaG = Gn um grafo (Q, η)-uniforme,

Q = {U1, . . . , Ul}, e H ⊆ G um subgrafo gerador. Assuma n > M , e ε 6 1/2.

Sejam m0 > 1 e l > 1 inteiros dados.

Tome s > 1 tal que 4s/4l > 1800ε−5, s > max{2m0, 3l/ε} e ε4s−1 > 1.

Defina f(0) = s e, indutivamente, f(t) = f(t− 1)4f(t−1).

Agora, tome t0 =
⌊
100ε−5

⌋
e N = max{n0f(t) : 0 6 t 6 t0} = f(t0)2f(t0)+1,

M0 = max{6l/ε,N} e η = η(ε, k0, l) = min{η0f(t) : 0 6 t 6 t0} = (1/4)f(t0 +

1) > 0.
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Também, seja T o conjunto dos inteiros t > 0 tais que existe uma (k + 1)-

partição Pt = {V0, V1, . . . , Vk} de V (G) tal que

(i) Pt refina Q,

(ii) s/4l 6 k 6 f(t),

(iii) ind(Pt) > tε5/100, e

(iv) |V0| 6 εn(1− 2−t+1).

Tal partição existe para t = 0: tome c = dn/se e R a partição de V (G) em

blocos de cardinalidade c, exceto possivelmente um que terá cardinalidade no

máximo c − 1 e tal que cada Ui contém b|Ui|/cc blocos de R. Agrupando os

no máximo l blocos de R de cardinalidade no máximo c− 1 em V0 temos (iv)

|V0| 6 l(c − 1) < lc < l dnε/(3l)e 6 nε/2, pois n > M > 6l/ε. Claramente, (i)

e (iii) valem. Vamos verificar (ii).

Temos m 6 n/c 6 s = f(0) e sabemos que existe i ∈ [l] tal que |Ui| > n/l,

portanto,

m >

⌊
|Vi|
c

⌋
>

⌊
n/l

dn/se

⌋
>

1

2

n/l

n/s
=

s

4l
.

Se uma partição Pt existe, então t 6 t0 =
⌊
100ε−5

⌋
, pois ind(Pt) > 1. Considere

t o maior inteiro para o qual Pt existe. Afirmamos que Pt é (ε,H,G)-regular:

caso contrário, o lema anterior implica a existência de Pt+1, contra a maxima-

lidade de t. �

6.4. Uma variante. Na demonstração da versão para grafos esparsos do

Lema de Szemerédi o fato do grafo ser (η,D, p)-esparso, sendo, portanto, a p-

densidade de um par limitada, isto é, dp(U,W ) 6 D, foi usado para garantir que

o ı́ndice de uma partição é limitado superiormente, ou seja, ind(Π) < D2. Então

podeŕıamos chamar de esparso um grafo no qual toda partição fosse limitada.

Essa alternativa foi tomada por  Luczak (2000) que provou a seguinte vari-

ante do Lema de Szemerédi para grafos esparsos. Seja G um grafo, f : [0,∞)→
[0,∞) uma função e Π = (V1, . . . , Vk) uma eqüipartição de V (G). Defina o

ı́ndice da partição Π por

indf (Π) =
∑

16i<j6k

|Vi||Vj |
|V |2

f (dp(Vi, Vj)) ,

e chame o grafo G de (f, L, b)-esparso, para reais L e b > 1, se para toda k-

eqüipartição Π de V com 2 6 k 6 L, temos indf (Π) 6 b. Aqui, a p-densidade

de um par de subconjuntos disjuntos é tomada para o fator de escala p =

e(G)/|V (G)|2.

Lema 61. Dados uma função positiva e estritamente convexa f e reais

ε > 0 e b > 1, existe um L tal que todo grafo G de ordem pelo menos L
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e (f, L, b)-esparso admite uma partição balanceada (ε, k)-regular para algum

1/ε 6 k 6 L. �
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7. Conjuntos pseudoaleatórios

Começamos este caṕıtulo fazendo algumas considerações gerais sobre carac-

teres e transformada de Fourier em grupos abelianos finitos. Seja G um grupo

abeliano de ordem N e A ⊂ G um subconjunto. Denotamos por A, também, a

função caracteŕıstica do conjunto A, isto é, A(x) = 1 se x ∈ A e, caso contrário

A(x) = 0. Com essa notação Â(χ) é a transformada de Fourier da função A no

caracter χ.

Lembramos que que Ĝ é o grupo dual dos caracteres de G e que é uma base

ortonormal das funções de G em C. Também, se f : G → C, então a norma

definida pelo produto interno definido em (7), pág. 8,

||f ||G =
√
〈f, f〉G =

(
1

N

∑
a∈G

f(a)f(a)

)1/2

.

Note que, para A,B ⊂ G, temos

|A ∩B| = N〈A,B〉G = 〈Â, B̂〉
Ĝ

(32)

e em particular |A| = N ||A||2G = ||Â||2
Ĝ

e ||f̂ ||
Ĝ

=
√
N ||f ||G como conseqüências

de fórmula de Plancherel. Observamos também que Â(χ0) = |A|. Daqui por

diante, sempre que for posśıvel omitiremos os subscritos em 〈·, ·〉 e || · ||.
Por outro lado,

N ||Â||2 =
∑
χ∈Ĝ

Â(χ)Â(χ) =
∑
χ∈Ĝ

|Â(χ)|2 6 |A|2 + (N − 1)

(
max

χ0 6=χ∈Ĝ
|Â(χ)|

)2

,

ou seja,

max
χ 6=χ0

|Â(χ)| >
(

(N − |A|)|A|
N − 1

)1/2

.

Definindo

Φ(A) = max{|Â(χ)| : χ 6= χ0, χ ∈ Ĝ} (33)

e t = min{N − |A|, |A|}, temos para todo A ⊆ G que
√
t/2 6 Φ(A) 6 |A|.

Exerćıcio 62. Mostre que Φ(A) = Φ(G \A) para todo A ⊆ G.

Logo, para todo A ⊆ G √
|A|
2
6 Φ(A) 6 |A|. (34)

Exemplo 63. Vamos supor que |A| = m < logkN e consideremos a partição

do ZN

ZN =

k−1⋃
j=0

[
j
N

k
, (j + 1)

N

k

)
. (35)
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Para cada t ∈ ZN associamos a m-tupla (Pa(t))a∈A, onde Pa é a parte que

contém at (mod N).

Como km < N temos que existem t1 e t2 em ZN tais que Pa(t1) = Pa(t2)

para todo a ∈ A. Dessa forma a(t1 − t2) (mod N) ∈ (−N/k,N/k) para todo

a ∈ A e

Φ(A) >
∑
a∈A

exp

(
2πia(t1 − t2)

N

)
> |A| cos

(
2π

k

)
.

Em particular, se Φ(A) 6 |A|/2 então |A| > log6N . �

O nosso objetivo agora é estudar a relação entre Φ(A) e a uniformidade da

distribuição de A. Vamos investigar a relação entre Φ(A) e a discrepância da

distribuição de A no ZN .

Tome ω = exp(2πi/N) a N -ésima raiz primitiva da unidade. É fácil provar

que a função ωj : ZN → C∗ dada por

ωj(a) = ωja (∀a ∈ ZN )

é um caracter de ZN para todo j ∈ Z. Daqui em diante, para simplificar,

escreveremos sempre Â(t) para Â(ωt), a transformada de Fourier no caracter

ωt ∈ ẐN . Essa notação é justificada pelo seguinte exerćıcio.

Exerćıcio 64. Mostre que

(1) ωi = ωj se, e somente se, i = j (mod N);

(2) ẐN = {ω0, ω1, . . . ωN−1} ∼= ZN .

Vejamos mais alguns exemplos onde calculamos Â para A ⊂ ZN .

Exemplo 65. Para um intervalo I = [a+ 1, a+m] ⊂ ZN temos que

|Î(r)| =

∣∣∣∣∣
m∑
s=1

ω(a+s)r

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1− ωmr1− ωr

∣∣∣∣ 6 2

|1− ωr|
6
N

2r
,

pois |1− exp(iθ)| > 2θ/π, para todo θ ∈ [0, π]. Tomamos θ = 2πr/N . �

Exemplo 66. Sejam a1, a2, . . . , am elementos do conjunto A em ordem cres-

cente e tal que |aj/N − j/m| 6 ε, para algum ε ∈ (0, 1). Usando a desigualdade

| exp(ix)− exp(iy)| 6 |x− y| temos | exp(2πiaj/n)− exp(2πij/m)| 6 2πε. So-

mando para todo j

|Â(1)| =

∣∣∣∣∣∣
m∑
j=1

e
2πiaj
N

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
m∑
j=1

e
2πiaj
N −

m∑
j=1

e
2πij
m

∣∣∣∣∣∣ 6 2πε|A|.

Do mesmo modo podemos obter que |Â(t)| 6 2πεt|A|, que não é muito

informativo para t grande. Agora, supondo por um instante que N é primo,
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temos para todo t 6= 0

|Â(t)| =

∣∣∣∣∣
N−1∑
a=0

A(a)ωt(a)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N−1∑
b=0

A(t−1b)ω(b)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N−1∑
b=0

tA(b)ω(b)

∣∣∣∣∣ = |t̂A(1)|,

e repetindo os cálculos do começo desse exemplo temos |t̂A(1)| 6 2πε|A|. �

Exerćıcio 67. Mostre que Φ(kA) = Φ(A) para todo k com mdc(k,N) = 1.

Para “medir” a distribuição de A definimos a discrepância de A em I por

DA(I) =

∣∣∣∣ |A ∩ I||A|
− |I|
N

∣∣∣∣ . (36)

Note que estamos falando de |P {x ∈ I|x ∈ A} − P {x ∈ I} | com relação à dis-

tribuição uniforme de probabilidades. Tomando I ⊆ 2ZN definimos

DA(I) = max{DA(I) : I ∈ I}.

Além dessas definições, ainda temos

xA = {xa : a ∈ A} (mod N)

e IN denota a famı́lia dos intervalos do ZN .

Finalmente, definimos que A é ε-uniforme (mod N) se para todo x ∈ ZN
com mdc(x,N) = 1 vale que

DxA(IN ) 6 ε.

Proposição 68. Se A ⊆ ZN é ε-uniforme (mod n) para todo n tal que

n|N então Φ(A) 6 ε2π|A|.

Demonstração. Se mdc(t,N) = 1 então t tem um inverso multiplicativo

em ZN e |Â(t)| = |t̂A(1)| 6 2πε|A|, como no exemplo 66.

Vamos supor que mdc(t,N) = d > 1. Dessa forma, existem m e n tais que

t = md e N = nd, logo

|Â(t)| =

∣∣∣∣∣∑
a∈A

e
2πita
N

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
a∈A

e
2πima
n

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∑
a′∈A′

e
2πia′
n

∣∣∣∣∣ 6 2πε|A|,

onde A′ = mA (mod n) e a desigualdade é como no exemplo 66. �

Por outro lado, se Φ(A) 6 εN então
∑

r |Â(r)|4 6 ε2N4, e |A| > δN

implicam DA(I) 6 ε1/2δ−1. De fato,

(εN)2N2 > Φ(A)2N2 > Φ(A)2
∑
r

|Â(r)|2 >
∑
r

|Â(r)|4, (37)

donde tiramos o seguinte∣∣∣∣|A ∩ I| − |A||I|N

∣∣∣∣ =
1

N

∣∣∣∣∣∣
∑
r 6=0

Â(r)Î(r)

∣∣∣∣∣∣ 6 1

N

∑
r 6=0

∣∣∣Â(r)
∣∣∣4
1/4∑

r 6=0

|Î(r)|4/3
3/4

,
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a igualdade vem de (32) e a desigualdade é a conhecida desigualdade de Hölder.

Pela estimativa do exemplo 65

|A|DA(I) =

∣∣∣∣|A ∩ I| − |A||I|N

∣∣∣∣ 6 1

N

(
ε2N4

)1/4 (
N4/3

)3/4
(38)

ou seja, DA(I) 6 ε1/2δ−1.

Na próxima seção mostramos que conjuntos t́ıpicos têm Φ(A)/|A| pequeno.

7.1. Coeficientes de conjuntos aleatórios. Vamos mostrar que um sub-

conjunto A escolhido aleatoriamente de maneira uniforme em 2G tem Φ(A)

pequeno.

Teorema 69. Escolha ε > 0. Com probabilidade 1−O(N−ε) o subconjunto

A ⊆ G satisfaz

Φ(A) < 3
√

(1 + ε)t lnN,

onde t = min{|A|, N − |A|}.

Demonstração. Podemos assumir |A| = t 6 N/2. Se π ∈ SN é uma per-

mutação escolhida aleatória, independente e uniformemente então consideramos

o conjunto A = {gπ(1), gπ(2), . . . , gπ(t)}
Dessa maneira X0 = Â(χ) é uma variável aleatória com valor esperado

EX0 = 0 para χ não-principal.

Para todo 1 6 i 6 t definimos

Xi = E
(
Â(χ)|gπ(1), . . . , gπ(i−1)

)
,

e como |χ(g)− χ(h)| 6 2, para quaisquer g, h ∈ G temos que |Xi −Xi−1| 6 2 e

da equação (6), pág. 6

P (||Xt|| > a) < 2 exp

(
−(a− 4)2

8t

)
6 2 exp

(
−a

2

9t

)
. (39)

Tomando a = 3
√

(1 + ε)t lnN temos

P
(

Φ(A) > 3
√

(1 + ε)t lnN
)
6NP

(
||Xt|| > 3

√
(1 + ε)t ln

)
<2N exp (−(1 + ε) lnN)

=2NN−(1+ε) = O(N−ε).

(40)

�

O seguinte exerćıcio mostra que o resultado também vale no modelo bino-

mial de subconjunto aleatório.
55



Exerćıcio 70. Seja A ⊆ G um subconjunto aleatório obtido escolhendo-

se cada elemento de G = {g0, . . . , gN−1} com probabilidade 1/2. Tome ιi,

1 6 i 6 N , a variável aleatória com valores em {−1, 1} onde 1 significa que gi

foi escolhido. Defina

ξ(χ) =
N−1∑
i=0

ιi + 1

2
χ(gi) =

1

2

N−1∑
i=0

ιiχ(gi).

Use a Desigualdade de Chernoff (5), pág. 6, na parte real e na parte imaginaria

de ξ para mostrar que Φ(A) <
√

(1 + ε)N logN com probabilidade 1−O(N−ε),

para todo ε > 0.

7.2. Pseudoaleatoriedade no ZN . Em Chung and Graham (1992) foi

provado que para todo A ⊆ ZN as seguintes propriedades, que são satisfeitas

quase certamente para subconjuntos aleatórios do ZN , são equivalentes.

Soma exponencial: Para todo j 6= 0, j ∈ ZN , vale que

∣∣Â(j)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑
t∈ZN

A(t)ωj(t)

∣∣∣∣∣∣ = o(N). (41)

Translação fraca: Para quase todo x ∈ ZN∣∣A ∩ (A+ x)
∣∣ =
|A|2

N
+ o(N). (42)

Translação forte: Para todo B ⊆ ZN e quase todo x ∈ ZN∣∣A ∩ (B + x)
∣∣ =
|A||B|
N

+ o(N). (43)

2-padrão: Para quase todos x, y ∈ ZN∣∣(A− x) ∩ (A− y)
∣∣ =

∑
t∈ZN

A(t+ x)A(t+ y) =
|A|2

N
+ o(N). (44)

k-padrão: Para quase todos x1, x2, . . . , xk ∈ ZN∣∣∣∣∣
k⋂
i=1

(A− xi)

∣∣∣∣∣ =
∑
t∈ZN

k∏
i=1

A(t+ xi) =
|A|k

Nk−1
+ o(N). (45)

2-representação: Para quase todo x ∈ ZN∑
t1+t2=x

A(t1)A(t2) =
|A|2

N
+ o(N). (46)

k-representação: Para quase todo x ∈ ZN∑
t1+t2+···+tk=x

k∏
i=1

A(ti) =
|A|k

Nk−1
+ o(N). (47)
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2t-ciclo:∑
x1,x2,...,x2t

A(x1 + x2)A(x2 + x3) · · ·A(x2t−1 + x2t)A(x2t + x1) = |A|2t + o(N2t).

(48)

Densidade relativa: Para todo B ⊆ ZN∑
t∈ZN

B(t)
∣∣B ∩ (A− t)

∣∣ =
∑

t,u∈ZN

B(t)B(u)A(t+ u) =
|A||B|2

N
+ o(N2). (49)

Essas propriedades são satisfeitas para subconjuntos aleatórios do ZN de

cardinalidade δN com probabilidade 1 − o(1). Um subconjunto que satisfaz

alguma dessas propriedades é chamado de pseudoaleatório.

Exemplo 71 (k-representação ⇒ soma exponencial ⇒ translação forte).

Definimos a matriz M = (mi,j) por mi,j = A(j − i) para todo i, j ∈ ZN .

Claramente temos mi+1,j+1 = mi,j , onde a soma dos ı́ndices é mod N . Uma

matriz com essa propriedade é chamada de circulante e cumpre o seguinte

resultado.

Exerćıcio 72. Uma matriz circulante tem autovalores e autovetores

λj =
∑
i

m0,iωj(i) =
∑
i

A(i)ωj(i) (50)

vj =
(
ωj(0), ωj(1), . . . , ωj(N − 1)

)
, (51)

para j ∈ ZN , respectivamente. Além disso, MMT = MTM .

Agora, continuando no nosso exemplo, Mk na posição (i, j) é

mk
i,j =

∑
v1,v2,...,vk−1∈ZN

mi,v1mv1,v2 · · ·mvk−2,vk−1
mvk−1,j

=
∣∣{v1, v2, . . . , vk−1 : A(v1 − i) = A(v2 − v1) = · · · = A(j − vk−1)

}∣∣
=

∑
u1+u2+···+uk=j−i

A(u1)A(u2) · · ·A(uk)

=
|A|k

N
+ o(Nk−1) para quase todo j − i ∈ ZN .

(52)

A matriz (MMT)k dada por bi,j =
∑

`m
k
i,`m

k
`,j satisfaz

bi,j =
|A|2k

N
+ o(N2k−1).

Assim, traço
(
(MMT)k

)
=
∑

j λ
2k
j = |A|2k + o(N2k). Como λ0 = |A| temos∑
j 6=0

λ2k
j = o(N2k),

donde Â(j) = λj = o(N), para todo j 6= 0.
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Vejamos a segunda implicação. Podemos supor que |A|, |B| > δN , para

algum δ > 0, pois de outro modo a implicação é trivialmente valida.

Seja B um subconjunto de ZN e denotemos por B o vetor coluna carac-

teŕıstico de B.

Definimos o vetor

v(B) =
N

|B|(N − |B|)
B− 1

N − |B|
ZN. (53)

Portanto v(B) e ZN são ortogonais e

B =
|B|(N − |B|)

N

(
1

N − |B|
ZN + v(B)

)
. (54)

A matriz M = (mi,j) é como acima. Logo, por definição, a i-ésima linha de

MB é
∑

j A(j − 1)B(j) = |(A+ i) ∩B|. Também,

MB =
|A||B|
N

ZN +
|B|(N − |B|)

N
Mv(B).

Suponha que existe ε > 0 tal que∑
x

∣∣|A ∩ (B + x)| − (|A||B|/N)
∣∣ > 3ε|A||B|. (55)

Definimos

W =

{
y :

∣∣∣∣|A ∩ (B + y)| − |A||B|
N

∣∣∣∣ > ε
|A||B|
N

}
(56)

W ′ =

{
y ∈W : |A ∩ (B + y)| > (1 + ε)

|A||B|
N

}
(57)

W ′′ = −W ′. (58)

Por (55), podemos assumir que |W | > 2ε|A| e assim, sem perda de generalidade,

que |W ′| > ε|A|.
De modo análogo a (53) e (54) temos

v(W ′′) =
N

|W ′′|(N − |W ′′|)
W′′ − 1

N − |W ′′|
ZN (59)

W′′ =
|W ′′|(N − |W ′′|)

N

(
1

N − |W ′′|
ZN + v(W ′′)

)
. (60)

Agora, usando (·, ·) para o produto interno usual no RN , temos

(W′′,MB) =
∑
i,j

W ′′(i)mi,jB(j) =
∑
i∈W ′′

A(j − i)B(j)

=
∑
y∈W ′

|A ∩ (B + y)| > (1 + ε)
|A||B|
N
|W ′|.

(61)
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Por outro lado,

(W′′,MB) =(
|W ′|
N

ZN +
|W ′|(N − |W ′|)

N
v(W ′′),

|A||B|
N

ZN +
|B|(N − |B|)

N
Mv(B)

)
6
|W ′||A||B|

N
+
|W ′|(N − |W ′|)|B|(N − |B|)

N2
Φ(A)||v(W ′′)||||v(B)||.

(62)

Calculando as normas temos

||v(B)|| =
(

1

|B|
+

1

N − |B|

)1/2

||v(W ′′)|| =
(

1

|W ′|
+

1

N − |W ′|

)1/2

,

(63)

e a última linha da equação (62) fica

(W′′,MB) =
|W ′||A||B|

N
+

|W ′|(N − |W ′|)|B|(N − |B|)
N2

Φ(A)

(
1

|B|
+

1

N − |B|

)1/2( 1

|W ′|
+

1

N − |W ′|

)1/2

=
|W ′||A||B|

N
+

(|W ′|(N − |W ′|)|B|(N − |B|))1/2

N2
Φ(A)

6
|W ′||A||B|

N
+
N

4
Φ(A).

(64)

Finalizando, de (61) e (64)

Φ(A) >
4ε|W ′||B||A|

N2
> 4ε2δ3N. (65)

Dessa forma, provamos uma versão quantitativa do que queŕıamos:

Afirmação 73. Dados α, β, ε > 0 existe ε′ tal que ε′ → 0 com ε → 0

de modo que o seguinte vale. Para todo A ⊂ ZN de cardinalidade αN , se

Φ(A) 6 εN então
∑

xDB+x(A) 6 ε′N , para todo B ⊂ ZN de cardinalidade

βN .

Chamamos a atenção para o fato de “translação forte”⇒ “2-representação”

segue imediatamente da definição e que “2-representação”⇒ “k-representação”

pode ser provado sem muita dificuldade usando indução em k > 2 e a desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz. Com isso, temos a equivalência dessas quatro

propriedades:
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translação forte =⇒ 2-representação

⇑ ⇓
soma exponencial ⇐= k-representação

Na seção 7.6 mostraremos indiretamente que “densidade relativa”, “2-padrão”

e “2t-ciclo” são equivalentes. O restante das equivalências são deixadas como

exerćıcio. �

Se A ⊆ ZN é pseudoaleatório então também é pseudoaleatório o conjunto

A ∩ I, onde I é qualquer intervalo no ZN de comprimento βN , para β > 0.

De fato, como em (38), Φ(A) 6 εN implica em∣∣∣∣ |A ∩ I||I|
− |A|

N

∣∣∣∣ < ε1/2β−1.

Vamos usar que se A ⊂ ZN é pseudoaleatório e A′ = A∩ [0, n) com n = βN

então ∣∣∣∣|A ∩ (B + x)| − |A||B|
N

∣∣∣∣ = o(N) e

∣∣∣∣ |A|N − |A
′|
n

∣∣∣∣ = o(1), (66)

e indicar uma prova de que A′ satisfaz “translação fraca”. Em Chung and

Graham (1992) foi provado uma versão quantitativa usando o resultado acima,

deixaremos os detalhes para o leitor.

Sejam I1, I2, . . . , I` intervalos de mesmo comprimento Ω(N) que particionam

o ZN . Escrevemos A′i = A∩Ii para todo i ∈ [`]. Da definição de A′i e da hipótese

sobre as densidades temos que∣∣A′ ∩ (A′ + x)
∣∣ =

∑̀
i=i

∣∣A′ ∩ (A′i + x)
∣∣ e

|A′||A|
N

=
|A′|2

n
+ o(n). (67)

Note que A ∩ (A′i + x) ⊆ ZN é igual a A′ ∩ (A′i + x) ⊆ Zn exceto para

um ı́ndice j ∈ [`], supondo que o comprimento dos intervalos é suficientemente

grande. Assim, para quase todo x e todo i, i 6= j∣∣∣∣|A′ ∩ (A′i + x)| − |A||A
′
i|

N

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣|A ∩ (A′i + x)| − |A||A
′
i|

N

∣∣∣∣ = o(N). (68)

Queremos estimar
∣∣|A′ ∩ (A′ + x)| − |A′|2n−1

∣∣ como o(N) para quase todo

x. As duas últimas equações acima nos dão∑
x

∣∣∣∣|A′ ∩ (A′ + x)| − |A
′|2

n

∣∣∣∣ 6∑
x

∑
i 6=j

∣∣∣∣|A′ ∩ (A′i + x)| − |A
′|2

n

∣∣∣∣ 6
∑
x

∑
i 6=j

∣∣∣∣|A ∩ (A′i + x)| − |A
′||A|
N

∣∣∣∣ = o(N2).

(69)

Do fato de A ser pseudoaleatório sabemos que A+a é pseudoaleatório para

todo a ∈ ZN , portanto, podemos concluir que A ∩ [a, a + n) é pseudoaleatório
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em ZN . Também é pseudoaleatório o conjunto A′ definido por A′(i) = A(c+di)

para 0 6 i < n e mdc(d,N) = o(N).

7.3. 3-pa’s em conjuntos pseudoaleatórios. Vamos considerar o pro-

blema (seguindo Ajtai et al. (1986)): Dados A,B,C ⊆ G quantos soluções tem

a equação

x+ y + z = 0, (70)

onde (x, y, z) ∈ A×B × C.

O número de soluções da equação (70) é (veja Exerćıcio 5, pág. 9)

S =
∑

(x,y,z)∈A×B×C

δ(x+ y + z)

=
1

N

∑
χ∈Ĝ

 ∑
(x,y,z)∈A×B×C

χ(x+ y + z)


=

1

N

∑
χ∈Ĝ

 ∑
(x,y,z)∈A×B×C

χ(x)χ(y)χ(z)


=

1

N

∑
χ∈Ĝ

(∑
x∈G

A(x)χ(x)

)∑
y∈G

B(y)χ(y)

(∑
z∈G

C(z)χ(z)

)

=
1

N

∑
χ∈Ĝ

Â(χ)B̂(χ)Ĉ(χ).

(71)

Portanto, o número de soluções é

S =
|A||B||C|

N
+

1

N

∑
χ∈Ĝ, χ 6=χ0

Â(χ)B̂(χ)Ĉ(χ). (72)

O próximo passo é estimar o desvio
∣∣S −N−1|A||B||C|

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

N

∑
χ∈Ĝ, χ 6=χ0

Â(χ)B̂(χ)Ĉ(χ)

∣∣∣∣∣∣ 6 1

N

∑
χ∈Ĝ, χ 6=χ0

|Â(χ)||B̂(χ)||Ĉ(χ)|

6
Φ(C)

N

∑
χ∈Ĝ, χ 6=χ0

|Â(χ)||B̂(χ)|,

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

∑
χ∈Ĝ

|Â(χ)||B̂(χ)| 6

∑
χ∈Ĝ

|Â(χ)|2
1/2∑

χ∈Ĝ

|B̂(χ)|2
1/2

, (73)

o lado direito da desigualdade acima é igual a (N ||Â||2N ||B̂||2)1/2 que, pela

observação que segue a equação (32), pág. 52, é igual a N
√
|A||B|.
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Concluindo ∣∣∣∣S − |A||B||C|N

∣∣∣∣ 6 Φ(C)
√
|A||B|. (74)

Exerćıcio 74. Mostre que Φ(A) = Φ(A + b) para todos b ∈ G e A ⊆ G.

Conclua que a equação acima vale para o número de soluções de x+ y+ z = a,

onde (x, y, z) ∈ A×B × C e a ∈ G.

Exerćıcio 75. Mostre que o número de soluções de x1 + · · ·+xk = 0, com

xi ∈ Ai ⊆ G, é

|A1||A2| · · · |Ak|
N

+
1

N

∑
χ0 6=χ∈Ĝ

k∏
i=1

Âi(χ).

Exerćıcio 76. Denote por Q(A) o número de quádruplas (a, b, c, d) ∈ A4

tais que a + b = c + d. Mostre que Q(A) = N−1
∑

r |Â(r)|4. Mostre que para

A de cardinalidade δN

(i) se Φ(A) 6 εN então Q(A) 6 (δ4 + ε2δ)N3;

(ii) se Q(A) 6 (δ4 + ε)N3 então Φ(A) 6 ε1/4N ;

(iii) se Q(A) 6 δ4N3 + o(N3) então para qualquer progressão aritmética P

módulo N vale |A ∩ P | = δ|P |+ o(N).

Não é dif́ıcil provar que se A ⊆ {1, 2, . . . , N} é um subconjunto aleatório

com |A| = δN , então o número esperado de progressões aritméticas de três

termos em A é δ3N2. Agora, o número de progressões aritméticas mod N em

A é igual ao número de soluções da equação x+ z = 2y (mod N) e se A tem a

propriedade da “soma exponencial” então∣∣#(3-pa (mod N) ⊂ A
)
− δ3N2

∣∣ = o(N2). (75)

Exerćıcio 77. Mostre que se Φ(A) 6 εN então∣∣#(3-pa (mod N) ⊂ A)− δ3N2
∣∣ 6 εδN2.

Notemos que (x, y, z) ∈ A pode ser uma 3-pa trivial com x = y = z ou

sobreposta, com x = z. Por exemplo, no último caso encaixa-se a 3-pa (1, 4, 1)

no Z6.

Um truque para termos uma estimativa para o número de progressões sem

sobreposição é considerar B = A∩(N/3, 2N/3]. Tomamos como S o número de

triplas (x, y, z) ∈ A×B×B tal que x+z = 2y (mod N). No máximo N soluções

são triviais, i.e., a razão é zero. Assim, número de progressões aritméticas em

A satisfaz, ∣∣∣∣#(3-pa ⊂ A
)
− δ3

9
N2

∣∣∣∣ = o(N2), (76)
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pois “soma exponencial” implica discrepância de A no intervalo pequena e,

portanto,
∣∣|B| − δN/3∣∣ = o(N). Em particular, A contém uma progressão não

degenerada de três termos tão logo N > 9δ−3.

Exerćıcio 78. Mostre que se Φ(A) 6 εN então∣∣#(3-pa ⊂ A)− δ|B|2
∣∣ 6 εN |B|.

Lema 79. Se A ⊆ {1, . . . , N−1}, N > 26δ−3, |A| = δN e Φ(A) 6 (δ2/16)N

então A contém uma 3-pa.

Demonstração. Para Φ(A) 6 εN sabemos que
∣∣|B| − δN/3∣∣ 6 √εN/9

(veja(38)). Se ε 6 (1/16)δ2 então |B| > δN/4 e portanto

#(3-pa ⊂ A) > δ|B|2 − εN |B| > δ3

16
N2 − 13δ3

16 · 36
N2 >

13δ3

16 · 36
N2 > N,

como há 6 N pa’s triviais, segue o resultado. �

7.4. A demonstração de Roth. Vamos supor que existe r ∈ [N − 1] tal

que Â(r) > εN e mostrar que A tem densidade alta numa progressão aritmética

genúına de ∼
√
N termos. Definimos

P = P (q) = {hq : |h| 6 m} ⊂ ZN , (77)

tal que q|P | < N e temos∣∣∣∣∣
N−1∑
u=0

(
|A ∩ (P + u)|

|P |
− |A|

N

)
ωt(u)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N−1∑
u=0

|A ∩ (P + u)|
|P |

ωt(u)

∣∣∣∣∣
=

1

|P |

∣∣∣∣∣
N−1∑
u=0

|A ∩ (P + u)|ωt(u)

∣∣∣∣∣
=

1

|P |
∣∣Â ∗ P (t)

∣∣ =
1

|P |
∣∣Â(t)P̂ (t)

∣∣,
portanto,

| ̂dP+u(A)(r)| > εN |P̂ (r)|
|P |

, onde dP+u(A) =
|A ∩ (P + u)|

|P |
− |A|

N
(78)

Vamos supor que

existe P = P (q) com q|P | < N tal que |P̂ (r)| > |P |/2. (79)

Como cada a ∈ A pertence a P + u para exatos |P | valores de u ∈ ZN
conclúımos que

∑
u |A ∩ (P + u)| = |A||P |

N−1∑
u=0

dP+u(A) = 0
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e, portanto2 de (78) e (79),

N−1∑
u=0

|dP+u(A)|+ dP+u(A) =
N−1∑
u=0

|dP+u(A)| > | ̂dP+u(A)(r)| > ε

2
N.

Assim, para algum u temos

|dP+u(A)|+ dP+u(A) >
ε

2
,

que, por sua vez, implica em dP+u(A) > ε/4. Concluindo esta etapa, reescre-

vemos a implicação como∣∣A ∩ (P + u)
∣∣ > (δ +

ε

4

)
|P |. (80)

Prova da equação (79). Considerando as coleções de pares{
(i, ir) : i ∈ {0, . . . , N − 1}

}
ou
{

((n− 1)− i, ir) : i ∈ {0, . . . , N − 1}
}

numa partição de {0, 1, . . . , N − 1}2 em
⌊√

N − 1
⌋2

, < N , quadrados, segue do

prinćıpio da casa dos pombos que existem ` e k, 0 6 ` < k 6 N − 1, tais que

k − ` 6
√
N e r(k − `) 6

√
N (mod N). Tomamos q = k − ` e definimos

P =
{
hq : |h| <

⌊
(2π)−1

√
N
⌋}

.

Temos∣∣P̂ (r)− |P |
∣∣ 6 ∣∣∣∣∣

N−1∑
u=0

P (u)(ωr(u)− 1)

∣∣∣∣∣ 6 ∑
|h|6|P |/2

∣∣ωr(hq)− 1
∣∣ 6 |P |

2
.

�

Proposição 80. Se |Â(r)| > εN para algum r 6= 0 então existe uma pro-

gressão aritmética em Z com pelo menos (1/32)ε
√
N termos e tal que∣∣A ∩ (P + u)

∣∣ > (δ +
ε

8

)
|P |.

Demonstração. Tomamos P como a progressão acima e a escrevemos

como união de duas progressões aritméticas genúınas P = P1 ∪P2, onde |P1| 6
|P2|.

Se |P1| 6 (ε/8)|P2| então |A ∩ P2| > (δ + ε/8)|P | > (δ + ε/8)|P2|. Senão

|P1|, |P2| > (ε/8)|P | e, portanto, A deve ter densidade > δ + ε/8 em uma

delas. �

Lema 81. Se A ⊆ {1, . . . , N−1}, N > 26δ−3, |A| = δN . Ou A contém uma

3-pa genúına, ou existe uma pa P ⊆ Z com pelo menos (δ2/512)
√
N termos e

tal que ∣∣A ∩ P ∣∣ > (δ +
δ2

128

)
|P |.

2diretamente da definição de f̂ vale que
∑
x |f(x)| > |f̂(k)|, para todo k 6= 0.
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Demonstração. Se A não contém uma 3-pa então, pelo Lema 79, temos

existe r ∈ [N − 1] tal que Â(r) > (δ2/16)N . Pela proposição anterior, existe

uma pa P com pelo menos (1/32)(δ2/16)
√
N termos e com∣∣A ∩ (P + u)

∣∣ > (δ +
δ2/16

8

)
|P |.

�

Demonstração do Teorema de Roth. Vamos mostrar um subconjunto

A ⊆ {1, 2, . . . , N−1} com pelo menos δN elementos e N > exp exp(Cδ−1) então

A contém uma 3-pa, para alguma constante positiva C.

Se A não contém uma 3-pa então tomamos uma pa P1 ⊂ Z dada pelo

Lema 81. Identificamos P1 com {1, 2, . . . , N1−1} simplesmente enumerando os

elementos de P1, e A1 ' A∩ P1. Sabemos que A1 não contém 3-pa não-trivial,

|A1| = δ1N1 com N1 > (δ2/512)
√
N e δ1 > δ + δ2/128.

Iterando k = 128/δ vezes teremos Ak ⊂ {1, 2, . . . , Nk} com densidade δk >

δ+δ. Iterando mais k/2 vezes a densidade salta de 2δ para 4δ. Dessa forma, após

(128/δ)(1 + 1/2 + · · · + 1/2`−1) passo atingiremos densidade pelo menos 2`δ.

Conseqüentemente, teremos densidade maior que um em 256/δ passos, uma

contradição desde que N seja suficientemente grande de modo a não termos

jogado fora todos os elementos.

Depois de k passos teremos uma progressão com pelo menos (δ2/512)2N1/2k

termos, então precisamos de N1/2k > δ−45122. Tomando logaritmos

lgN > 2k lg(δ−45122) = 2256δ−1
(4 lg δ−1 + 18), (81)

como 4 lg δ−1 + 18 6 22δ−1
é suficiente escolhermos N > 22258δ

−1

; ou, ainda,

N > exp exp(180δ−1). �

Exerćıcio 82 (Gowers, 2005). O seguinte exemplo mostra que uma simples

generalização do argumento de Roth não funciona para progressões aritméticas

com 4 termos.

Para o conjuntoA = {x : |x2| 6 10000} ⊆ ZN temos que Φ(A) = O(
√
N logN)

enquanto que o número de progressões aritméticas (em ZN ) de 4 termos é maior

que 10−16N2.

(i) Prove que se f(x) = ωa(x
2) então |f̂(t)| =

√
N para todo t.

(ii) Tome I = [−bN/10000c , bN/10000c]. Mostre que A(x) = I(x2). Es-

creva A(x) em termos dos coeficientes de Fourier de I.

(iii) Use (i) e uma estimativa para os coeficientes de I.

Agora, mostre que o número de 4-pa’s em A é � 10−16N2.

Gowers (2001) redefiniu a noção de pseudoaleatoriedade para generalizar o

argumento de Roth. No caso de 4-pa, A é chamado de ε-uniforme se Φ(A) 6 εN
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e de ε2-quadraticamente-uniforme se A ∩ A + k é ε-uniforme para pelo menos

(1− ε)N valores de k. O resultado de Gowers para conjuntos pseudoaleatórios

é: Se A de cardinalidade δN é (6 2−208δ112)-quadraticamente-uniforme então

A contém uma 4-pa para todo N suficientemente grande.

Exemplo 83 (Gowers, 2001). O conjunto A =
{
s ∈ ZN : |s2| 6 N/10

}
é

uniforme mas não é quadraticamente-uniforme. Se s ∈ A ∩ A + k então s ∈
1
2k {s ∈ ZN : |s− k/2| 6 N/5}, portanto A∩A+k não é uniforme para qualquer

que seja k. Não daremos as demonstrações.

Exerćıcio 84. O objetivo desse exerćıcio é dar uma cota inferior para

r3(N). O resultado é de Behrend (1946).

(1) Seja S(0, r) ⊆ Rn a esfera de raio r e centro na origem do sistema car-

tesiano. Tome M =
⌊
N1/n/2

⌋
, n =

√
logN, e considere a intersecção

A = [M ]n ∩ S(0, r).

Mostre que existe r no intervalo [
√
n,
√
nM ] tal que

|A| > Mn

n(M2 − 1)
>
Mn−2

n
.

(Dica: prinćıpio da casa dos pombos.)

(2) Prove os seguintes fatos a respeito da projeção ρ : A → [N ] dada por

ρ(x) = (2M)−1
∑n

i=1 xk(2M)k: (i) ρ é injetora; (ii) se ρ(x) + ρ(y) =

ρ(2z) então x+ y = 2z, e (iii) max{ρ(x) : x ∈ A} 6 (2M)n.

(3) Mostre que |ρ(A)| > N exp(− log n− n log 2− (2/n) logN).

(4) Use o fato de uma reta encontrar S(0, r) em no máximo dois pontos

para concluir que ρ(A) não contém 3-pa.

�

7.5. Um Lema de Regularidade para grupos abelianos. Green (2005)

provou um resultado do tipo do Lema de Regularidade para grupos abelianos.

Nessa seção vamos mostrar esse resultado restrito ao grupo G = Zn2 de ordem

N = 2n.

Começamos com algumas observações elementares sobre análise de Fou-

rier nesse grupo. Primeiro, Ẑ2 = {−1, 1}. Para x, g ∈ G definimos χg(x) =

(−1)(g,x) = (−1)g
T·x

e não é dif́ıcil mostrar que Ĝ = {χg : g ∈ G}. Disso temos

que a transformada de Fourier de f é dada por f̂(g) =
∑

x f(x)(−1)g
T·x.

Para o subgrupo H ⊆ G usamos a notação usual para as classes laterais,

ou seja H + g = {x + g : x ∈ H}. Ainda, denotamos por AH+g a função

caracteŕıstica do conjunto A∩H + g. Com essa notação ÂH+g(t) =
∑

x∈H(A∩
(H + g))(x)χt(x) =

∑
x∈H(AH+g)(x)(−1)x

T·t.
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Com essa notação, dizemos que g é (ε,A,H)-regular se Φ(AH+g) 6 ε|H|, e

dizemos que H é ε-regular para A se mais que (1− ε)N elementos g de G são

(ε,A,H)-regular .

Teorema 85. Dados 0 < ε < 1/2 e A ⊆ G. Existem um inteiro K0 =

K0(ε−3) e subgrupo H ⊆ G de ı́ndice 6 K0 que é ε-regular para A.

Demonstração. Definimos

ind(A,H) =
1

N

∑
g

(
|AH+g|
|H|

)2

(82)

e observamos que 0 6 ind(A,H) 6 1.

Vamos mostrar que existe uma seqüência G = H0 ⊇ H1 ⊇ · · · ⊇ Hk de

subgrupos tal que |G/Hi| 6 2|G/Hi−1| e ind(A,Hi) > ind(A,Hi−1) + ε3, sempre

que Hi−1 não é ε-regular.

Se H ⊆ G não é regular para A existem pelo menos εN elementos g ∈ G
tais que Φ(AH+g) > ε|H|.

Se g1, g2 ∈ H+g então AH+g1 é uma translação de AH+g2 e isso implica em

ÂH+g1(t) = ÂH+g2(t)(−1)(g2−g1,t) o que implica que os coeficientes de Fourier

são grandes nos mesmos pontos t ∈ Ĝ. Isso implica que existem K, ε 6

K/|G/H| 6 1/2, ti ∈ Ĥ, i ∈ [K], e classes laterais H + gi tais que ÂH+g(ti) >

ε|H| para todo g ∈ H + gi.

Seja H ′ = {x ∈ H : (x, ti) = 0 para todo i ∈ [K]} subgrupo de H. É

imediato que |G/H ′| 6 2|G/H|. Vamos mostra que ind cresce como afirmado.

Primeiro, observamos que Ĥ ′(ti) = |H ′|. Agora

N |H ′|2|H|ind(A,H ′) =
∑
g

|AH′+g|2 =
∑
g

∑
h∈H
|AH′+(g+h)|2

=
∑
g

∑
h

∣∣∣∣∣∑
x

A(x− g − h)H ′(x)

∣∣∣∣∣
2

=
∑
g

∑
h

(AH+g ∗H ′(h))2

=
∑
g

∑
t∈Ĥ

|ÂH+g(t)|2||Ĥ ′(t)|2

=N |H|2|H ′|2ind(A,H) +
∑
g

∑
t6=0

|ÂH+g(t)|2|Ĥ ′(t)|2.

Para finalizar∑
g

∑
t6=0

|ÂH+g(t)|2|Ĥ ′(t)|2 >
K∑
i=1

∑
g∈H+gi

|Â(ti)|2|Ĥ ′(ti)|2

> ε2K|H|2|H ′|2 > ε3N |H|2|H ′|2
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Portanto, ind(A,H ′) > ind(A,H) + ε3.

Como no caso do Lema de Regularidade, a prova do teorema segue de

iteradas aplicações desse resultado. Os detalhes ficam a cargo do leitor. �

Sejam A ⊂ G um subconjunto e H ⊂ G um subgrupo ε-regular para A.

Remova de A cada g ∈ A tal que

(i) AH+g não é ε-regular, ou

(ii) |AH+g| 6 (2ε)1/3|H|.
O conjunto reduzido resultante, é denotado por A′ é a construção equivalente,

nesse caso, à de grafo reduzido.

Exerćıcio 86. Mostre que |A′| > |A| − 3ε1/3N .

Chamamos de triângulo uma tripla (a, b, c) ∈ A3 tal que a + b + c = 0.

Analogamente ao teorema 29 para triângulos

Teorema 87 (Green, 2005). Se A ⊂ G é um subconjunto com pelo menos

o(N2) triângulos então podemos tornar A livre de triângulos removendo o(N)

elementos

Exerćıcio 88. Demonstre o teorema.

Green (2005) mostrou a seguinte conexão com o Lema de Regularidade de

Szemerédi. Seja G = (X ∪ Y,E) com X e Y cópias disjuntas de Zn2 e ab ∈ E se

e somente se a+ b ∈ A onde A ⊆ Zn2 .

Seja H um subgrupo de Zn2 e ε2-regular para A e vamos mostrar que se

x1 − x2 é (ε,A,H)-regular então o par (H + x1, H + x2) é (ε,G) regular.

Tomemos subconjuntos U + xi ⊂ H + xi de cardinalidade |U + xi| > ε|H|,
i = 1, 2. O número de arestas em (U + x1, U + x2) é o número de soluções de

u+ v − a = 0, (u, v, a) ∈ U + x1 × U + x2 ×A, ou seja

e(U + x1, U + x2) =
1

|H|
∑
t

Â(t)Û + x1(t)Û + x2(t)

=
1

|H|
∑
t

̂AH+x1−x2(t)Û(t)Û(t),

e, portanto temos∣∣dG(U + x1, U + x2)−dG(H + x1, H + x2)
∣∣ =∣∣∣∣∣∣ 1

|H||U |2
∑
t6=0

̂AH+x1−x2(t)Û(t)Û(t)

∣∣∣∣∣∣
6

1

|H||U |2
Φ(AH+x1−x2)||Û ||22

6
ε2|H|
|U |

6 ε.
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Como para cada i há no máximo εk2 j’s para os quais xi − xj não é (ε,A,H)-

regular, temos que V (G) é particionado pelas classes laterais H + xi, i ∈ [k].

7.6. Conexões com grafos. Chung and Graham (1992) provaram ainda

que as propriedades mostradas na seção 7.2 são equivalentes com certas pro-

priedades de grafos. Estudaremos essas propriedades na próxima seção. Por

enquanto, veremos algumas conexões.

Definimos o grafo GA cujos vértices são os inteiros de ZN e ij é uma aresta se

e somente se i+ j ∈ A. Supomos que A é pseudoaleatório e fixamos δ = |A|/N .

A primeira propriedade é que, por “densidade relativa”, para qualquer sub-

conjunto de vértices U ⊂ ZN

e(U) =
1

2

∑
i∈ZN

∑
j∈ZN

U(i)U(j)A(i+ j) =
δ

2
|U |2 + o(N2). (83)

Não é dif́ıcil mostrar a rećıproca, ou seja, se eGA(U) é como na equação acima

para todo U , então A tem a propriedade “densidade relativa”.

Pela “2-padrão”, para quase todos i, j ∈ ZN vale que |N(i) ∩ N(j)| =

δ|A|+ o(N), logo ∑
i∈ZN

∑
j∈ZN

∣∣|N(i) ∩N(j)| − δ2N
∣∣ = o(N3). (84)

Aqui também vale a rećıproca.

Mais uma conexão é dada pela “2t-ciclo” que é equivalente a dizer que o

número de circuitos de comprimento 2t em GA é

#(C2t ⊆ GA) = |A|2t + o(N2t) = (1 + o(1))(δN)2t. (85)

Se Gδ é o grafo aleatório no modelo binomial com probabilidade de aresta

δ, então as equações (83), (84) e (83) valem com probabilidade tendendo a 1,

quando N →∞, para qualquer 0 < δ < 1 constante.

Como as propriedades de subconjunto do ZN são equivalentes, provamos

que en GA

e(U) =
δ

2
|U |2 + o(N2)⇔

∑
i,j∈ZN

∣∣|N(i) ∩N(j)| − δ2N
∣∣ = o(N3)

⇔ #(C2t) = (1 + o(1))(δN)2t.

8. Grafos pseudoaleatórios

Na seção anterior vimos três propriedades em grafos que são equivalentes.

Nessa seção, Teorema 89 abaixo, veremos uma coleção de propriedades, que

incluem essas três, e que são equivalentes para grafos de densidade p, 0 < p < 1.

Um grafo que satisfaz alguma (portanto, todas) dessas propriedades é dito grafo

pseudoaleatório.
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No que segue adotamos as seguintes notações, N∗G(H) e NG(H) denotam

o número de cópias induzidas e não necessariamente induzidas de H em Gn,

respectivamente. Denotamos por NG(x) o conjunto dos vértices adjacentes ao

vértice x em G. Usamos A = A(G) para a matriz (ax,y)x,y∈V (G) de adjacências

de G e λ1, . . . , λ|V | são seus autovalores reais. Denotamos por A4B a diferença

simétrica dos conjuntos A e B, ou seja, A4B = (A ∪B) \ (A ∩B).

Teorema 89. Para todo p ∈ (0, 1) fixo são equivalentes:

P1(s) : Para todo grafo H de ordem s, para s > 4 inteiro fixo,

N∗Gn(H) = (1 + o(1))nspe(H)(1− p)(
s
2)−e(H).

P2(t) : Para t > 4 inteiro par,

e(Gn) =
n2p

2
+ o(n2) e NGn(Ct) 6 (np)t + o(nt).

P3 : Se λ1 > |λ2| > · · · > |λn| são os autovalores de A(Gn), então

e(Gn) >
n2p

2
+ o(n2), λ1 = (1 + o(1))np e λ2 = o(n).

P4 : Para cada U ⊆ V (Gn), temos

e(U) =
p

2
|U |2 + o(n2).

P5 : Para cada U ⊆ V (Gn), com |U | = bn/2c, temos

e(U) =
(p

8
+ o(1)

)
n2.

P6 : Para todo x, y ∈ V (Gn), se S(x, y) = V (Gn) \ (N(x)4N(y)), então∑
x,y∈V

∣∣|S(x, y)| − (p2 − (1− p)2)n
∣∣ = o(n3).

P7 : Para todos x, y ∈ V (Gn)∑
x,y∈V

∣∣|N(x) ∩N(y)| − p2n
∣∣ = o(n3).

�

Note que P2 vale somente para circuitos pares. O seguinte exemplo mostra

a diferença, neste contexto, entre circuitos pares e circuitos ı́mpares. Sejam

G um grafo com 4n vértices e V1, V2, V3, V4 subconjuntos disjuntos de V (G),

cada um de tamanho n. Em V1 e em V2 colocamos todas arestas, entre V3 e V4

colocamos todas as aresta e entre V1 ∪ V2 e V3 ∪ V4 colocamos as arestas com

probabilidade 1/2. Esse grafo não é pseudoaleatório, entretanto, valem P1(3)

e P2(2t+ 1) para todo t fixo.

Todas essas propriedades são facilmente verificadas valerem para o grafo

aleatório Gn,p quase-sempre. Como foi observado em Chung et al. (1989), um
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fato bastante interessante é que P2(4) é forte suficiente para termos pseudoa-

leatoriedade.

Exemplo 90. Nesse exemplo, mostraremos algumas das implicações entre

as propriedades enunciadas no teorema acima, notadamente, que envolve os

autovalores da matriz de adjacências.

Primeiro, assumimos P3. Denotamos por d1, d2, . . . , dn os graus do vértices

de V (Gn) = [n]. Pondo v = (1, 1, . . . , 1)T temos de (11), página 10, que

np+ o(n) = λ1 >
vTAv

||v||2
=

∑
di
n

=
2e(Gn)

n
> np+ o(n), (86)

e assim podemos concluir que

n∑
i=1

|di − np| = o(n2). (87)

Exerćıcio 91. Conclua de (87) que Gn é quase-regular, ou seja, quase

todos3 os vértices têm grau (1 + o(1))np.

Agora, vamos mostrar que as arestas estão bem distribúıdas. Seja S ⊂ V

um subconjuto de vétices e s seu vetor (coluna) caracteŕıstico. Observamos que

sTAs =

n∑
i=1

n∑
j=1

sjsiaj,i =

n∑
i=1

dS(i) = 2e(S), (88)

onde dS(i) é o grau de i em G[S]. Pelo Teorema Espectral temos que se

x1,x2, . . . ,xn é uma base ortonormal de autovetores, com λi o autovalor as-

sociado a xi, então

A =

n∑
i=1

λixixi
T = λ1x1x1

T +

n∑
i=2

λixixi
T = A1 +B,

onde a última igualdade é uma definição.

Se αi é a coordenada de s na base ortonormal de autovetores, ou seja,

αi = 〈s,xi〉 = sTxi, então
∑

i α
2
i = ||s|| = |S|. Como s =

∑
i αixi temos

sTA1s = α2
1λ1 e sTBs =

n∑
j=2

α2
jλj , (89)

e resta estimar os αi’s.

Denotamos por u o vetor 1√
n
1 de modo que

α1 = 〈s,u〉 − 〈s,x1 − u〉 =
|S|√
n

+ 〈s,x1 − u〉

3Relembrando que quase todos nese caso significa todos menos o(n) deles.
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e portanto, por Cauchy-Schwarz e por ||x1 − u|| = o(1), cuja demostração adia-

remos, temos ∣∣∣∣α1 −
|S|√
n

∣∣∣∣ 6 ||s||||x1 − u|| = o(
√
|S|).

Também temos |sTBs| 6 |λ2||
∑

i 6=1 α
2
i | 6 |λ2||S|. Juntando essas estimativas

com as equações (88) e (89) fechamos com

e(S) =
|S|2

2
p+ o(n2).

Restou ainda ||x1 − u|| = o(1) para provarmos.

||x1 − u||2 = 〈x1 − u,x1 − u〉 = 〈u,u〉+ 〈x1,x1〉 − 2〈u,x1〉 = 2− 2〈u,x1〉.

Portanto, se u =
∑

i βixi então devemos estimar β1.

Consideremos os vetores

(i) Au = 1√
n

(d1, d2, . . . , dn)T,

(ii) d = 1√
n

(d1−np, d2−np, . . . , dn−np)T = Au−npu =
∑

i βi(λi−np)xi.
Pelo exerćıcio 91 temos que ||d|| = o(n) e por (ii)

||d||2 =
n∑
i=1

β2
i (λi−np)2 >

n∑
i=2

β2
i (λi−np)2 > (np−o(n))2

n∑
i=2

β2
i = (np−o(n))2(1−β2

1)

logo

β1 > β
2
1 > 1− ||d||2

(np− o(n))2

e

||x1 − u||2 = 2− 2β1 6 2− 2 + 2
||d||2

(np− o(n))2
= o(1).

Nosso próximo passo é deduzir P3 a partir de P2(4). No i-ésimo elemento

da diagonal de A4 temos o número de passeios fechados com quatro arestas que

começam em i, logo, tr(A4) = N(C4) + o(n4). Também, tr(A4) =
∑n

i=1 λi
4.

Assumindo que o número de cópias de C4 é o esperado, ou seja, assumindo

P2(4), temos
n∑
i=1

λi
4 6 n4p4 + o(n4). (90)

Como acima,

λ1 >
vTAv

||v||2
=

∑
di
n

=
2e(Gn)

n
= np+ o(n), (91)

ou seja,

n4p4 + o(n4) 6 λ1
4 6

n∑
i=1

λi
4 6 n4p4 + o(n4) (92)

portanto, |λ1| = np+ o(n) e |λ2| = o(n). �
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Simonovits and Sós (1991) acrescentaram mais uma propriedade a lista de

Chung, Graham e Wilson. Eles provaram que Ps abaixo é uma propriedade

pseudoaleatória de grafos.

Ps: Para todo real positivo ε 6 1 e todo inteiro positivo k0 existem inteiros

positivos n0 = n0(ε,m0) e K0 = K0(ε,m0) tal que Gn, para n > n0, admite

uma partição (ε, k,Gn)-regular V0, V1, . . . , Vk, com k0 6 k 6 K0, tal que

(Vi, Vj) é (ε,Gn)-regular e |d(Vi, Vj)− p| < ε

não vale para no máximo ε
(
k
2

)
pares (Vi, Vj), com 1 6 i < j 6 k.

Vamos mostrar que P4 ⇒ Ps. Seja Gn uma seqüência de grafos e assma

que para todo todo X ⊆ V temos e(X) = |X|2p/2 + o(n2).

Sejam ε e k0 dados. Ponha K0 = k = k0. Considere V0, . . . , Vk arbitrários

com |V0| < k e |Vi| = bn/kc. Seja N1 = N1(ε, k) tal que εN1 > k.

Para quaisquer U,W ⊆ V (Gn) disjuntos

e(U,W ) = e(U ∪W )− e(U)− e(W ) = (|U |+ |W |)2 p

2
− |U |2 p

2
− |W |2 p

2
+ o(n2)

= |U ||W |p+ o(n2),

logo, existe N2 = N2(ε, k) tal que para todo n > N2∣∣e(U,W )− p|U ||W |
∣∣ < (1− ε)2ε3

k2
n2.

Definimos n0(ε, k) = max{N1, N2}, assim para n > n0 nós temos |V0| <
k 6 εN1 6 εn e (1− ε)n/k < |Vi| para todo i ∈ [k].

Exerćıcio 92 (Ps ⇒ P2). Mostre que para t ∈ N a propriedade Ps implica

P2(2t) (veja observação 20, pág. 20).

Outra propriedade equivalente as acima foi posta por Kohayakawa (2003)

e foi usada para projetar um algoritmo ótimo para verificar regularidade no

sentido de Szemerédi. Dizemos que um grafo J é (%,A)-uniforme, para 0 6 % 6

1 e A ∈ R, se para todos U,W ⊂ V (J) disjuntos vale∣∣e(U,W )− %|U ||W |
∣∣ 6 A√%|V ||U ||W |. (93)

Um grafo G satisfaz a propriedade PJ,∆(ε), para ε ∈ (0, 1), se G e J têm o

mesmo conjuntode vértices e∑
ij∈E(J)

∣∣|NG(i)∆NG(j)| − p2n
∣∣ 6 p2nεe(J). (94)

Dessa forma,

Proposição 93. PJ,∆(o(1)) é uma propriedade pseudoaleatória.
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A existência de grafos uniformes pode ser estabelecida por meios construti-

vos (grafos de Ramanujan, por exemplo).

Outros parâmetros foram introduzidos por Chung and Graham (1991) como

a discrepância e o desvio definidos por

disc(Gn) =
2

n2
max

W⊆V (Gn)

∣∣∣e(Gn[W ])− e(Gn[W ])
∣∣∣ e

dev(Gn) =
1

n4
(EC4 −OC4) ,

onde EC4 é o número de tuplas (a, b, c, d) ∈ V 4 tais que uma quantidade par

dos 2-subconjuntos {a, b, }, {b, c}, {c, d} e {d, a} são arestas de Gn, e OC4 é o

equivalente para quantidade ı́mpar de arestas.

Proposição 94. dev(Gn) = o(1) é uma propriedade pseudoaleatoria.

Terminamos essa seção deixando como exerćıcio algumas propriedades da-

das em Chung and Graham (1991) envolvendo esses conceitos.

Exerćıcio 95. Demonstre as seguintes afirmações

(i) disc(Gn) 6 dev(Gn)1/4 e dev(Gn) 6 16 disc(Gn)1/4;

(ii) e(Gn) > n2

2 p (1− dev(Gn)1/4);

(iii) N(C4) 6 (np)4(1 + dev(Gn)1/4)4;

(iv) |λ1 − np| 6 np dev(Gn)1/4;

(v) |λ2| 6 n dev(Gn)1/6.

9. Construções expĺıcitas

Um grande número de construções são baseadas em propriedades de reśıduos

de inteiros, por exemplo, se q é uma potência de primo então (a(q−1)/2, (a −
1)(q−1)/2) vale (±1,±1) aproximadamente q/4 vezes e mais ou menos de forma

independente para a escolhido aleatoriamente.

Dizemos que um inteiro a é um reśıduo quadrático módulo um primo p > 3

se p não divide a e

a ≡ x2 (mod p)

para algum inteiro x. O śımbolo de Legendre, (·/p), é definido da seguinte

forma: se p divide a, então (a/p) = 0, senão

(a/p) =

+1 se a é reśıduo quadrático de p,

−1 se a não é reśıduo quadrático de p.

Os seguintes resultados são teoremas básicos de álgebra facilmente encon-

trados em livros texto (por exemplo Ireland and Rosen, 1990, cap. 5).
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(a) Metade dos inteiros a tais que 1 6 a 6 p− 1 são reśıduos quadráticos

de p.

(b) Se d divide p− 1, então xd ≡ 1 (mod p) tem exatamente d soluções.

(c) Para todo primo p vale ap ≡ a (mod p).

Desses três resultados, temos que o conjunto dos reśıduos quadráticos de p é

igual ao conjunto das soluções de

x
p−1
2 ≡ 1 (mod p).

Portanto, se p não divide a, vale que

(a/p) ≡ a
p−1
2 (mod p), (95)

e, se p também não divide b, temos que

(a/p)(b/p) ≡ a
p−1
2 b

p−1
2 = (ab)

p−1
2 ≡ (ab/p). (96)

Dizendo de outra forma, a é um reśıduo quadrático se x2 = a tem solução

no corpo Zp, p ı́mpar.

Denotamos por Fq o corpo finito de ordem q potência de primo. Um caracter

do grupo (Fq,+) como definido na seção 1.6 é chamado de caracter aditivo.

Exerćıcio 96. Mostre que se G = (Fp,+) então Φ(aA+ b) = Φ(A), a 6= 0.

Um caracter multiplicativo de F∗q = (Fq \ {0}, ·) é uma função γ : F∗q → C∗

tal que

γ(a · b) = γ(a)γ(b),

para todos a, b ∈ Fq. Como conseqüência da definição temos γ(1) = 1 e

γ(a−1) = γ(a). Usualmente, a função é estendida para o 0 pondo γ(0) = 0.

Exemplo 97 (Caracter reśıduo quadrático). Um exemplo de caracter mul-

tiplicativo é γ(x) = x(q−1)/2 que vale 1 nos quadrados de Fq, vale 0 no 0 e vale

−1 nos outros elementos do corpo. Em particular, quando q é primo nós temos

que γ(x) = (x/q). �

Exemplo 98. O caracter γ0(a) = 1 para todo a 6= 0 é chamado de trivial .

�

Exerćıcio 99. Mostre que
∑

a γ(a) = 0 para todo γ não-trivial, onde a

soma é sobre todos os elementos de Fp.

Como o grupo multiplicativo F∗q é ćıclico, se g é um gerador do grupo então

γ fica completamente definida por γ(g). A ordem de um caracter multiplicativo

γ é o menor inteiro positivo n tal que γ(a)n = 1, para todo a ∈ F∗q .
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Exerćıcio 100. O conjunto F̂∗p dos caracteres com a multiplicação γδ(a) =

γ(a)δ(a) é um grupo ćıclico de ordem p− 1. Mais que isso,

F̂∗p = {λ1, . . . , λp−2, λp−1} (97)

onde λ(g) = exp(2πi/(p− 1)). Observe que λp−1 é trivial.

Exerćıcio 101. Se a 6= 1 então existe um caracter γ ∈ F̂∗p tal que γ(a) 6= 1.

O seguinte exerćıcio nos dará um citério para o número de soluções de

xn = a, a ∈ F∗p para p− 1 diviśıvel por n.

Exerćıcio 102. Se p = rn+ 1 e a não é uma n-ésima potência então existe

um caracter γ tal que γn é trivial e γ(a) 6= 1.

Agora, consideremos p da forma rn + 1 e seja γ = λ(p−1)/n, λ como (97)

acima. De γ(g) = exp(2πi/n) caracter, temos que existem n caracteres cuja

ordem divide n pois os caracteres γ1, . . . , γn−1, γn = γ0 são distintos. Ainda, se

a ∈ F∗p e a = xn para algum x ∈ F∗p, então γ(a) = γ(x)n = 1. Logo∑
γ

γ(a) = n

pnde a soma é sobre todo γ cuja ordem divide n.

Agora, se a 6= xn, para todo x ∈ F∗p, então a = g` com n 6 |` e, para γ dado

no exerćıcio 101 temos que γ(a) = γ(g)` 6= 1. Logo, a soma S =
∑
γi(a) sobre

todo i ∈ {1, . . . , n− 1, n} é zero pois γ(a)S = S. Logo,

∑
γ∈F̂∗p
γn=1

γ(a) =

n, se a ∈ {xn : x ∈ F∗p}
0, caso contrário.

(98)

Proposição 103. Se n|p−1 então o número de soluções de xn = a, a ∈ Fp
é
∑
γ(a), onde a soma é sobre todo caracter cuja ordem divide n.

Demonstração. Dos dois parágrafos acima, sabemos que resta provar o

caso a = 0. Nesse caso, a equação só tem uma solução e a soma do enunciado

resulta em 1 pela contribuição do caracter trivial. �

Exerćıcio 104. Seja p um primo ı́mpar. Mostre que o número de soluções

de x2 = a no Zp é 1 + (a/p).

Exerćıcio 105. Sejam p primo e d = mdc(n, p− 1). Mostre que o número

de soluções de xn = a, a ∈ Fp, é
∑
γ(a), onde a soma é sobre todo γ tal que

γd é trivial. (Dica: Em F∗p a equação xn = a tem solução se, e somente se,

a(p−1)/d = 1.)
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Exerćıcio 106. Mostre um isomorfismo entre os subgrupos

(i)
{
γ ∈ F̂∗p : γn = 1

}
,

(ii) U⊥ =
{
γ ∈ F̂∗p : γ|U = 1

}
onde U = {x ∈ Fp : xn = 1}, e

(iii) F̂∗p/U .

Para demonstrar a pseudoaleatoriedade de alguns exemplos de conjuntos,

usaremos o seguinte resultado.

Teorema 107. Se χ e γ são caracteres de Fq, aditivo e multiplicativo res-

pectivamente, então a soma de Gauss sobre Fq

G(χ, γ) =
∑
a∈Fq

χ(a)γ(a)

satisfaz

(i) G(χ0, γ0) = q − 1, onde χ0 é principal e γ0 trivial;

(ii) G(χ0, γ) = 0 se γ 6= γ0;

(iii) G(χ, γ0) = −1 se χ 6= χ0;

(iv) e nos outros casos |G(χ, γ)| = √q.

Demonstração. Vamos provar somente o último item.

|G(χ, γ)|2 = G(χ, γ)G(χ, γ)

=
∑
a,b∈F∗q

χ(b− a)γ(ba−1)

=
∑
c,a∈F∗q

χ(ac− a)γ(c)

=
∑
c∈F∗q

γ(c)
∑
a∈F∗q

χ(a(c− 1))

= γ(1)(q − 1)−
∑

16=c∈F∗q

γ(c)

= γ(1)q −
∑
c∈F∗q

γ(c)

= γ(1)q = q.

�

Corolário 108. Se χ é um caracter aditivo não-principal e p = nr + 1

primo então ∣∣∣∣∣∣∣
∑
γ∈F̂∗p

G(χ, γ)

∣∣∣∣∣∣∣ < (n− 1)
√
p.
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Demonstração.∣∣∣∣∣∣∣
∑
γ∈F̂∗p

G(χ, γ)

∣∣∣∣∣∣∣ 6
∑
γ∈F̂∗p
γn=1

|G(χ, γ)| < −1 + (n− 1)
√
p.

�

Usaremos, também, o próximo resultado famoso devido Weil e usado para

deduzir a hipótese de Riemann para curvas sobre corpos finitos.

Teorema 109 (Teorema de Weil). Seja f(X) ∈ Fq[X] um polinômio com

m zeros distintos e que não seja da forma c(g(X))d, onde g(X) ∈ Fq[X], c ∈ Fq
e d é a ordem do caracter multiplicativo χ. Então∣∣∣∣∣∣

∑
x∈Fq

χ(f(x))

∣∣∣∣∣∣ 6 (m− 1)
√
q. (99)

�

Exemplo 110 (Chung and Graham, 1992). Defina para p primo

Q2 =
{
x2 : x ∈ Zp

}
⊂ Zp.

Vamos mostrar que Q2 satisfaz a propriedade “soma exponencial”.

Primeiro, notemos que χ(a) = (a/p) é um caracter multiplicativo do corpo

Zp dos reśıduos módulo p. Para j 6= 0,

Q̂2(j) =
1

2

∑
t∈Zp

(1 + (t/p))ωj(t) =
1

2

∑
t∈Zp

(t/p)ωj(t) =
1

2

∑
t∈Zp

χ(t)ωj(t).

Usando o teorema 107 temos |Q̂2(j)| = |G(ωj , χ)| = √p/2. �

Exemplo 111. Generalizando o exemplo anterior, defina para p primo da

forma rn+ 1

Qn =
{
xn : x ∈ Z∗p

}
⊂ Zp.

Para ωj , temos∑
γ∈Ẑ∗p
γn=1

G(ωj , γ) =
∑
a∈Zp

ωj(a)
∑
γ∈Ẑ∗p
γn=1

γ(a) = n
∑
a∈Zp

ωj(a)Qn(a) = nQ̂n(ωj)

onde a primeira igualdade segue da definição da soma de Gauss e a segunda

da equação (98), lembrando que usamos Qn(a) para a função caracteŕıstica do

conjunto Qn.

Usando o corolário 108 temos

|Q̂n(ωj)| 6
1

n

∑
γ

|G(ωj , γ)| 6 1

n
(n− 1)

√
p <
√
p.
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Usando exerćıcio 96 podemos concluir que aQn + b é pseudoaleatório para

todo a 6= 0. �

Exerćıcio 112. Mostre que se p é um primo qualquer, então Qn = Qd,

onde d = mdc(n, p− 1).

Exemplo 113. Outro exemplo de Chung and Graham (1992) é AQn ⊂ Zp
para A formado por t 6 n elementos de Z∗p tais que se a, b ∈ A então ab−1 6∈ Qn.

Nesse caso,

|ÂQn(j)| =

∣∣∣∣∣∑
a

AQn(a)ωj(a)

∣∣∣∣∣ =
1

n

∑
a∈A

∣∣∣∣∣∑
x

ωj(ax
n)

∣∣∣∣∣ 6 1

n

∑
a∈A

Φ(aQn),

de onde segue que |ÂQn(j)| 6 (t/n)Φ(Qn) = O(
√
p). �

Exemplo 114 (Grafos de Paley). O grafo de Paley , Qp2, é um dos exemplos

de grafos pseudoaleatórios mais conhecidos. Ele é definido para todo primo

p ≡ 1 (mod 4) pondo V (Qp2) = Zp, o corpo finito de ordem p identificado com

{0, 1, . . . , p− 1}, e as arestas são dadas por E(Qp2) = {{i, j} : i− j ∈ Q2}. Note

que da escolha de p temos que (−1/p) = (−1)(p−1)/2 = 1 e isso quer dizer que

{i, j} ∈ E(Qp) está bem definido pois

(i− j/p) = 1⇔ (i− j/p)(−1/p) = 1⇔(j − i/p) = 1.

Agora, observe que k ∈ V (Qp) é adjacente a i, j ∈ V (Qp) distintos, ou não-

adjacente a ambos se, e somente se, k−i
k−j é um reśıduo quadrático de p. Mas,

para quaisquer um dos (1/2)(p− 1)− 1 reśıduos quadráticos a, de p, diferente

de 1, existe um único k tal que

k − i
k − j

= 1 +
j − i
k − j

= a.

Assim, S(i, j) = 1/2(p− 3), portanto, P6 vale.

Um resultado simples e útil sobre propriedades de quase todos os grafos é o

seguinte: dados i, j ∈ N, para todos subconjuntos de vértices disjuntos U e W ,

|U | 6 i, |W | < j, existe v 6∈ U ∪W tal que vu ∈ E, para todo u ∈ U , e vw 6∈ E,

para todo w ∈ W . Essa propriedade vale para Gp, para todo p ∈ (0, 1) fixo e

todo i, j ∈ N, com probabilidade 1− o(1).

Vamos ver o que acontece nos grafos de Paley. Denotamos por χ(x) = (x/p)

o caracter reśıduo quadrático. Sejam U,W ⊂ Zp disjuntos com |U |+ |W | = m.

Para todo v ∈ Zp seja

h(v, U,W ) =
∏
u∈U

(1 + χ(v − u))×
∏
w∈W

(1− χ(v − w)) , (100)
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portanto, facilmente verificamos que

h(v, U,W ) =


2m, se vu ∈ E (∀u ∈ U), vw 6∈ E (∀w ∈W ) e v 6∈ U ∪W
2m−1, se vu ∈ E (∀u ∈ U), vw 6∈ E (∀w ∈W ) e v ∈ U ∪W
0, caso contrário.

Desenvolvendo o produto em (100) verificamos

h(v, U,W ) =

1 +
∑
U ′⊆U
U ′ 6=∅

∏
u∈U ′

χ(v − u)


1 +

∑
W ′⊆W
W ′ 6=∅

(−1)|W
′|
∏
w∈W ′

χ(v − w)


= 1 +

∑
W ′⊆W
W ′ 6=∅

∑
U ′⊆U
U ′ 6=∅

(−1)|W
′|χ

( ∏
z∈U ′∪W ′

χ(v − z)

)

e somando cada lado sobre todo v ∈ Zp

∑
v

h(v, U,W )− p =
∑

W ′⊆W
W ′ 6=∅

∑
U ′⊆U
U ′ 6=∅

(−1)|W
′|
∑
v

χ

( ∏
z∈U ′∪W ′

χ(v − z)

)

e usando o Teorema de Weil, conclúımos que∣∣∣∣∣∑
v

h(v, U,W )− p

∣∣∣∣∣ =
∑

W ′⊆W
W ′ 6=∅

∑
U ′⊆U
U ′ 6=∅

∣∣∣∣∣∑
v

χ

( ∏
z∈U ′∪W ′

χ(v − z)

)∣∣∣∣∣
6
∑

W ′⊆W
W ′ 6=∅

∑
U ′⊆U
U ′ 6=∅

(|U ′|+ |W ′| − 1)
√
p

=(m2m−1 − 2m − 1)
√
p.

Seja S o número de vértices v 6∈ U ∪ W tais que vu ∈ E (∀u ∈ U) e

vw 6∈ E (∀w ∈W ). Por definição,

2mS =

∣∣∣∣∣∣
∑

v 6∈U∪W
h(v, U,W )

∣∣∣∣∣∣ 6 m2m−1.

Como
∣∣∑

v∈U∪W h(v, U,W )
∣∣ 6 m2m−1,

∣∣∣S − p

2m

∣∣∣ =
1

2m

∣∣∣∣∣∣
∑

v 6∈U∪W
h(v, U,W )− p

∣∣∣∣∣∣ 6 m

2
+
m− 2

2

√
p. (101)

Exerćıcio 115. Mostre os seguintes propriedades dos grafos de Paley
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(i) Qp2 é (p− 1)/2-regular, vértices adjacentes têm (q − 5)/4 vizinhos em

comum e vértices não-adjacentes (q−1)/4. Também, existem (q−1)/4

vértices adjacentes a i e não adjacentes a j, para todos i 6= j não-

adjacentes.

(ii) Se |U | + |W | = m < (1/4) log p e S e como (101) acima, então Qp2
contém uma cópia de todos os grafos de ordem m como subgrafo in-

duzido.

Para U,W ⊆ Zp disjuntos, vamos mostrar a discrepância na distribuição

das arestas em Qp2[U ] e Qp2[(U,W )]. Para isso, começamos com um exerćıcio

cujas asserções serão usadas no próximo lema.

Exerćıcio 116. Sejam χ e γ caracteres aditivo não-principal e multiplica-

tivo, respectivamente, do Zp e sejam c ∈ Zp e T ⊆ Zp. Mostre que

(i) γ(c)G(χ, γ) =
∑

x γ(x)χ(cx);

(ii)
∑

x

∣∣∑
t∈T χ(tx)

∣∣2 = p|T |.

Lema 117. Se γ é um caracter multiplicativo não-trivial de Zp e U,W ⊂ Zp
então ∣∣∣∣∣∑

u∈U

∑
w∈W

γ(u− w)

∣∣∣∣∣ 6√p|U ||W |. (102)

Demonstração. Usando definições, o exerćıcio anterior e a desigualdade

de Cauchy-Schwarz

√
p

∣∣∣∣∣∑
u∈U

∑
w∈W

γ(u− w)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣G(χ, γ)
∑
u∈U

∑
w∈W

γ(u− w)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
u∈U

∑
w∈W

∑
x

γ(x)χ((u− w)x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
x

γ(x)
∑
u∈U

χ(ux)
∑
w∈W

χ(wx)

∣∣∣∣∣
6
∑
x

∣∣∣∣∣∑
u∈U

χ(ux)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
w∈W

χ(wx)

∣∣∣∣∣
6

∑
x

∣∣∣∣∣∑
u∈U

χ(ux)

∣∣∣∣∣
2
1/2∑

x

∣∣∣∣∣∑
w∈W

χ(wx)

∣∣∣∣∣
2
1/2

=q|U |1/2|W |1/2,

a última linha é conseqüência do item (ii) do exerćıcio. �
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Corolário 118. Se U,W ⊂ Zp são disjuntos então∣∣∣∣eQP2 (U)− 1

2

(
|U |
2

)∣∣∣∣ 6 1

4
|U |√p

e∣∣∣∣eQP2 (U,W )− 1

2
|U ||W |

∣∣∣∣ 6 1

2

√
p|U ||W |.

Terminamos este exemplo com duas observações. Primeiro, que Qp2 difere

do grafo aleatório de ordem p e probabilidade de aresta 1/2, Gp,1/2, no seguinte:

Graham and Ringrose (1990) provaram que o tamanho do clique máximo de

Qp2 é tão grande quanto log p log log log p para infinitos valores de p, enquanto

que o valor esperado de é (1 + o(1)) log p (Bollobás, 1985). �

Exemplo 119 (Grafos de Ramanujan). Seja G um grupo e S ⊆ G um

subconjunto finito de G tal que S = S−1. O grafo de Cayley é o grafo C(G,S)

com V (C) = G e

E(C) = {{g, h} ⊂ G : gh−1 ∈ S}.

Por exemplo, C(Zd, {−1, 1}) é um circuito com d vértices e C(Zn2 , {ei}ni=1),

para ei = (0, 0, . . . , 1, . . . , 0), é o n-cubo.

Exerćıcio 120. Determine os grafos C(Z6, {2,−2}) e C(S3, {(123), (132), (12)}).
O gupo S3 é o das pemutações de três letras. Mostre que os grupos não são

isomorfos e que os grafos de Cayley são isomorfos.

Exerćıcio 121. Determine o grafo C(Z2, {(1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1)}).

Não é dif́ıcil provar que o grafo C(G,S)

• é |S|-regular;

• não tem laço se, e somente se, a identidade eG não pertence a S; e

• é conexo se, e somente se S gera G, ou seja, g = s1 · · · s2 · · · sk, si ∈ S
para todo i ∈ [k], para todo g ∈ G.

No caso de G ser abeliano, podemos determinar os autovlaores e autovetores

do grafo de Cayley da seguinte forma. Se A = A(C(G,S)) é a matriz de

adjacências indexada por G, χ um caracter de G e vχ = (χ(g))g∈G então

(Avχ)g =
∑
h∈G

(A)g,hχ(h) =
∑

h∈S−g
χ(h) =

∑
h∈S

χ(h− g) =

(∑
h∈S

χ(h)

)
χ(g).

Da ortogonalidade dos caracteres podemos concluir que

λχ =
∑
h∈S

χ(h)

são os autovalores que corresponde aos autovetores vχ de A.
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Por exemplo, para p = 2nr + 1 primo, e S = Qn as n-ésimas potências

do Zp, temos |
∑

x χ(xn)| 6 (n − 1)
√
p e, portanto, os autovalores não triviais

|λ| = O(
√
p). Por outro lado, um conhecido teorema de Alon e Boppana diz

que esse resultado é ótimo. O seguinte exerćıcio mostra uma versão mais fraca

desse teorema.

Exerćıcio 122. Seja Gn um grafo d-regular com autovalores λ1 > λ2 >

· · · > λn. Na posição i da diagonal de A2 temos o grau do vértice i, logo

tr(A2) = nd.

Mostre que tr(A2) 6 d2 + (n−1)λ2, onde λ = max{|λ2|, |λn|}. Conclua que

λ > (1− o(1))
√
d.

Com a notação acima, dizemos que um grafo d-regular é um Grafo de Ra-

manujan se

λ 6 2
√
d− 1.

Lubotzky et al. (1988) constrúıram grafos de Ramanujan como grafos de

Paley definidos da seguinte maneira. Sejam p e q primos ı́mpares distintos.

Seja GL(2, p) o grupo das matrizes 2 × 2 invert́ıveis com entradas do Zp e

SL(2, p) o grupo das matrizes 2 × 2 de determinante 1 com entradas do Zp.
Como é usual, denotamos por PGL(2, p) o grupo quociente GL(2, p) módulo

os múltiplos escalares da matriz identidade αI, e PSL(2, p) o grupo quociente

SL(2, p) módulo {(
1 0

0 1

)
,

(
−1 0

0 −1

)}
.

Um teorema de Jacobi diz que um inteiro positivo n pode ser representado

como soma de 4 quadrados de 8
∑

d|n,46|d d maneiras. Assim, existem p + 1

seqüências (a1, a2, a3, a4) com a1 > 0 ı́mpar e a2, a3, a4 inteiros pares tais que

a2
1 + a2

2 + a2
3 + a2

4 = p. A cada seqüência a associamos a matriz(
a1 + ia2 a3 + ia4

−a3 + ia4 a1 − ia2

)
de PGL(2, p), onde i é um inteiro tal que i2 ≡ −1 (mod p). Seja S o conjunto

dessas p+ 1 matrizes.

Caso (p/q) = 1. O grafo Xp,q = C(PGL(2, p), S) é (p + 1)-regular sobre

q(q2 − 1)/2 vértices com cada autovalor, além de p+ 1, é no máximo 2
√
p.

Caso (p/q) 6= 1. O grafo Xp,q = C(PSL(2, p), S) é bipartido, (p+ 1)-regular

sobre q(q2− 1) vértices. Cada autovalor, além de p+ 1 e −(p+ 1) é no máximo

2
√
p.

A determinação do espectro desses grafos depende de uma boa estimativa

para o número de soluções de sobre a2
1 + 4q2a2

2 + 4q2a2
3 + 4q2a2

4 = pk dada
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por Eichler e Igusa uma expressão para o número de soluções dessa equação

quadrática em função dos autovalores deXp,q. Os detalhes são bastante técnicos

e podem ser vistos em (Lubotzky et al., 1988). �
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vértices, 2

valor esperado, 4

variável aleatória, 4
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