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1 Introducao

“Nao se vendem dois pardais por um asse? E nenhum deles aaitérea sem o
consentimento de vosso Pai”

Mateus 10:29

“E até os cabelos da vossa cabeca estdo todos contados (...)"

Lucas 12:7

Em um algoritmo aleatorizado além da parte prética, ha teamb#éa parte filosofica asso-
ciada.

A parte filosofica pode ser bem representada pelo texto dacpddateus. Segundo ele,
Deus ndo permite que nenhum pardal caia sem o seu conseftini@ai vem a pergunta:
Existem eventos realmente aleatorios, ou 0 mundo é de fétondeistico? A parte pratica
tem a ver com a geracao de bits aleatorios, assumindo quexétésm. Um algoritmo aleatorio
pode necessitar de bilhdes de bits aleatdrios a cada seguedmo se encontrarmos no mundo
um pouco de aleatoriedade, esta pode nao ser suficiente no&ex p quantidade necessaria
de bits ndo relacionados a um algoritmo aleatoério. Atuatmes ambientes computacionais
recorrem a outros recursos, tais como, pegar o intervalerdpd entre uma tecla pressionada
no teclado e outra (medindo em microsegundos), aplicar woedimento deterministico e
tornar a sequéncia de bits longa e “aparentemente” alaatori

Sabe-se que em geral a aleatoriedade nos ajuda a criatalge®mais eficientes. Contudo
nao temos fontes aleatérias sempre disponiveis, entdargoabs de minimizar ao maximo
0 uso de aleatoriedade, fazendo uma simulagéo eficientegdetalos aleatorios, esse pro-
cesso se chama desaleatorizacdo e as ferramentas basd@aadmmizacao sdo os geradores
pseudoaleatorios. Uma area de grande interesse tantomaabi@ Computacdo como na Ma-
tematica € o estudo de objetos pseudoaleatérios. Essesrestiamente ligados com a nogao
de complexidade computacional.
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Porém um problema néo resolvido nesta area: se € valida aagfiode que algoritmos
baseados em sorteios sdo realmente mais poderosos quradgaieterministicos. Para muitos
casos o que podemos afirmar é que algoritmos aleatorizadas s@ais simples disponiveis,
ou mais rapidos, ou ambos. Esta afirmacédo se baseia na titviglade eficiente de conjuntos
pseudoaleatorios pequenos que possam simular grandestosgvitando assim o uso de uma
guantidade muito grande de aleatoriedade. Esta simulagéttasna desaleatorizacéo.

O interesse deste trabalho é promover o estudo das classesgéexidades aleatorias e
investigar algumas ferramentas, conceitos necessagosieas para entender o funcionamento

da desaleatorizacao, focando principalmente na clasdgat&mosBPP.



2 Computacao Aleatorizada

Para compreender as classes de complexidade aleatérexessario introduzir uma nova
nocao de maquina de Turing, adicionando a ela a capaciddijegde moedas”, isto é, tomar
decis@es aleatorias baseadas em “lancamentos de moeda”.

2.1 Maquinas de Turing Aleatorizadas

A idéia fundamental deste estudo € a associacamd®utacdo eficienteom maquinas
de Turing aleatorizadas de tempo polinomial. Considerasaficientesomente maquinas que

executam em um tempo que € no maximo polinomial do tamanhotdzde.

Um problema de decisdo € uma questdo sobre um sistema foomalima resposta do
tipo simou nag, ou seja, um problema de determinar se um determinado elerderalgum
universo pertence ou ndo a um determinado conjunto (ou &gakemente, se satisfaz uma
determinada propriedade). Por exemplo, dada stmiag xe uma linguagem, L C {0,1}* , a
perguntax € L oux ¢ L € um problema de deciséo.

Uma maquina de Turing ndo-deterministica € uma maquinadméeamais de uma tran-
sicdo partindo de um estado sob um certo simbolo. Assimnpedéstir varias computacoes
possiveis para o processamento de gtnag. Umastring € aceita quando existe uma compu-
tacdo para a qual a maquina para em um estado final. Se existid¢uina que receba como
entrada umatring x e retorne como saidgim, casox pertenca a linguagem L, auéo, caso
contrario, entdo diz-se que o problema de deciséo parawelyegrL é decidivel. Do contrario,
se nao existir tal maquina capaz de fazer essa avaliac@o, @iatse que o problema de decisédo
para a linguagerh é indecidivel.

Na maquina de Turing aleatorizada consideramos tambénbalgtoade de aceitacdo ao
invés de somente perguntar se a maquina tem uma computagieitk;do [1]. Informal-
mente, uma maquina de Turing aleatorizada é uma maquinaroley idio-deterministica onde
a cada decisédo ndo-deterministica é definida uma probaddidSem perda de generalidade
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podemos assumir que em cada passo a maquina tem exatameshesdolhas, cada uma delas
com probabilidade%. Todas as computacdes possiveis, ou “ramos” da arvore deutagso
s&o eventos equiprovaveis, e para uma computacdo de tarkacdmba uma ocorre com pro-
babilidade 2¥ [6]. A soma das probabilidades das computacées da matylicam entrada

x € {0,1}* e que resulta eme {0, 1} serd denotada p&rob[M(x) =].

2.2 Classes de Complexidade Aleatorizadas

2.2.1 As ClasseRPecoRP

As primeiras duas classes que surgem da computacao atadssado as linguagens com-
putdveis em tempo polinomial com erro unilateral. Se exist@ maquina que pode decidir
uma linguagem com alta probabilidade em tempo polinomiedzéavel considerar que o pro-
blema é relativamente facil. Alta probabilidade, nestetedo, significa que a maquina tem
certeza somente em um caso e retorna a reposta correta nacasidér somente com boa pro-
babilidade (os casos séo quande L e quanda ¢ L). N&o pode haver respostas que sejam
falsos positivos, desde entéo, para L, a rejeicdo é certa. Também a probabilidade de falsos
negativos € no méximé. A razéo é por que, se em cada passo da maquina esta envolvido
uma escolha aleatdria entre duas alternativas, com plitoizﬂm% para cada, entdo todas as
computacdes sdo eventos igualmente provaveis, cada umrobabiidade 2P(X) dado que
todas as computagdes tem tamaphie).

Daqui em diante, uma maquina de Turing aleatdria de tempagolal significa uma
maquina que sempre para apos um numero de passos polinoéahanho da entrada.

Definicdo 2.1(Random Polynomial-timeRH1, 2]). A classe de complexidade RP € a classe
de todas as linguagens L, para as quais existe uma maquinaregTaleatéria M de tempo
polinomial, tal que

x € L= ProbjM(x) = 1] > 3
x¢ L= ProbjM(x)=1]=0.
Definicdo 2.2(Complementary Random Polynomial-timecRH1, 2]). A classe de comple-

xidade coRP é a classe de todas as linguagens, para as qusis exma maquina de Turing
aleatéria M de tempo polinomial, tal que

1p(|x|) ondep é um polindémio x| € o nimero de simbolos ae
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xeL=ProbjM(x)=1]=1

x ¢ L = Prob[M(x) =0] > 3

A constante% na definicdo derRP é arbitraria. Podemos substitui-la por qualquer outra
estritamente entre O e 1, e obter a mesma classe de complexida

Mostraremos que substituindo a constaiteor m ou 1—2-P(X) ondep é qualquer

polinomio fixo, obteremos a mesma classe de linguagens.id&rass seguintes definicdes:

Definicéo 2.3.A classe de complexidade RE classe a de todas as linguagens L, para as quais
existe uma maquina de Turing aleatorizada M de tempo poligio® um polinomio p.), tal
que

x€L = ProbM(x) = 1] > -2

X ¢ L= ProbM(x) =0] = 1.

Definicdo 2.4.A classe de complexidade RE a classe de todas as linguagens L, para as quais
existe uma maquina de Turing aleatorizada M de tempo poligipe um polinomio p.), tal
que

x €L = Prob[M(x) = 1] > 12 P(X)

x¢ L= ProbM(x)=0]=1

Estas definicbes parecem bastante diferentes das antepors emRPL temos unmalgo-
ritmo probabilisticoque responde corretamente com uma probabilidade muitcepagen-
quanto enRP2 temos umalgoritmo eficienteque quase ignora a probabilidade de errar. Con-
tudo, estas duas definicbes definem a mesma classe de lingu=nyBo provaremos a seguir.
Isto implica que a existéncia de um algoritmo com uma prdiokgoie de sucesso consideravel
implica a existéncia de uagoritmo eficiente&eom uma probabilidade de erro desprezivel.

PROPOSICA02.5:
RP1 = RP2.

DemonstracdoVamos mostraRP1 D RP2. Esta direcao é trivial pois $¢ € grande o bastante
entdo o limite na definicdo deP1 € menor que o limite na definicdo B&2. Assim, estar em
RP2 implica estar enRP2 para quase todas as entradas. As entradas para as quaidasto
ocorre podem ser incorporadas na maqiiRa. AssimRPL D RP2.
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Vamos mostraRPL C RP2. Usaremos um método chamaalmplificacdo Repetimos a
execucao da maquirRPLl muitas vezes para que a probabilidade dela retornar urpastes
incorreta seja bastante pequena. Assumindo a existénai@aenaquina; tal que:

Vx e L:ProbMy(x) = 1] >

1
p(|x]) "

Definiremos uma nova maquihdyp, dada uma fungayy |x

), do seguinte modo:

ExecutaMi(x) t(|x|) vezes
M2(X) = { Se alguma chamada retornar 1, ent&o retorne 1

Senao retorne 0,

tomet =t(|x|). Entdo para toda € L
ProbM2(x) = 0] = (Prob[Mx (x) = 0])'(") < (1 — o) (%)

Para encontrar entdat@x|) desejado resolvemos a seguinte equacao:

(1— p(|1x|))t(lxl) < 27P(X),

e obtemos:

2
(X)) > p(x))log2(1— ghs) ™ = fegye

ondee= 2.7182818.. é a base do logaritmo natural.

Assim tomandd (|x|) = p(|x|)? na definicdo devl, temos uma maquina que executa em
tempo polinomial e decide com probabilidade maior que-12—P(X) para obter a resposta
correta parx € L e sempre correta quande L. ]

Veremos agora um exemplo de algoritmo da cl&iBe

2.2.2 0O problema da Multiplicacéo de Matrizes

Suponha qué, B e C sejam 3 matrizes de ordemx n. No seguinte problema de decisao
associado a multiplicacdo de matrizes, deseja-se deaigiiesmente se o produto depor
B é igual aC. O melhor algoritmo deterministico para esse problematiptich A por B
utilizando o algoritmo de Coppersmith e Winograd (de coxigiedeO(n*>376)) e compara o



2.2 Classes de Complexidade Aleatorizadas 11

resultado obtido cor@. O algoritmo de Coppersmith e Winograd € uma melhoria doréigo
de Strassen que tem complexidad(@?®8%7)).

O algoritmo aleatorizado apresentado a seguir, € devideiaatls e tem um tempo de
processamento da ordem dmlog((—}))nz)), onde@ > 0, representa a probabilidade de falha
definida a priori. Como sera visto mais adiante, a constaptesente no algoritmo, representa
0 numero total de repeti¢cdes até que se tenha probabilicefdéha inferior ap.

Dados : MatrizesA, B, C e constante > 0
Devolve AB=C

continua« true;

k+ 1;

while k log([5]) e continua# falsedo
escolhe € {0,1}" aleatoriamente;

if ABr# Cr then
continua+ false;

end
if continua= truethen
return AB=C
else
return AB=+C
end

end

Algoritmo 1: Multiplicagdo de matrizesA;B,C, )
Observe que a comparacaoAlr = Cr pode serimplementada em tenp@?) computando-
se inicialmentdr seguido deéA(Br) e Cr respectivamente.

Uma vez definido®, B e C na entrada de dados note que Ade= C entdoABr = Cr,
vr € {0,1}" ou seja,Prob]ABr = Cr| = 1. Nesta situac@o o algoritmo de Freivalds nunca
retorna uma resposta incorreta. O que ocorre, entretai@ g C? Neste caso, se para algum
r € {0,1}" aigualdadéABr = Cr se verifica, isto ndo implicara necessariamenteAfie- C.

Para ilustrar essa situacao considere o exemplo seguidéesdo dadas 3 matriz&sB e
C de ordem % 2 e 0 vetor = e, (ondee é um vetor com todas as coordenadas iguais a 1):

(e (el

CalculandoA(Be) e Ce separadamente conclui-se diretamente ABe= Ce. Entretanto,
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AB+C.

O resultado seguinte garante queA&2# C entaoProb/ABr = Cr| < % parar selecionado
aleatoriamente. Isto € equivalente a afirmar que a prodad#di de um falso negativo em uma
Unica repeticdo do algoritmo € menor ou igua%.aA probabilidade de erro € minimizada
aumentando-se o numero de repeti¢des.

PROPOSICAO2.6:
Ser € {0,1}" é escolhido aleatoriamente com distribuicdo uniforrA8e: C entddProb|ABr=
Cr] < 1.

DemonstracdoSejaD = AB—C. ComoAB+# C (hipotese) entdD # 0. Assim, existirdo indi-
cesi,j e {1,...,n} tais quedij # 0 (onded;; € D). Além dissoProb/ABr = Cr] = Prob[Dr = 0].
Sed; = (dig,...,dij,...,din) representa a i-ésima linha Beent&o:

Prob[Dr = 0] < Prob[y}_, dixrx = 0], para algum € {1,...,n} ed;; #0

Isolando-se&j no segundo membro da desigualdade (jadjue 0) conclui-se diretamente
que:

Prob[y_, dikrk = 0] = Prob[rj = V], ondev = — (3 dikrk)/dij

Assumindo-se que todos os demais elementtes que(k # j) sejam escolhidos anterior-
mente ay, tem-se que a probabilidade deser igual a um valor fixe sera menor ou igual %\.
Lembre-se quej € {0,1} € escolhido aleatoriamente satisfazendo uma distribwigidorme.
PortantoProb[Dr = 0] < 3.

0

Como consequéncia deste resultadoABe# C entdoProb|ABr # Cr| < % Contudo, se
ABr # Cr para algunr € {0,1}" escolhido arbitrariamente, ent§adB— C)r # 0 e portanto
AB = C (poisr # 0). Logo, a cada iteracdo, o algoritmo retorna uma respastata com pro-
babilidade de acerto superio%aA probabilidade de fracasso pode ser minimizada repetindo
Se 0 processo um numero pré-determinado de vezek repeticOes forem realizadas entdo a
probabilidade de falhe@ no procedimento sera 2—1,(
ABr = Cr para algunr € {0,1}", o processo € interrompido imediatamente retornailg C.

Se, em algumas destas iteracdes ocorrer

Como discutido anteriormente, o algoritmo de Freivalds templexidade polinomial e
igual aO(Iog(%)nz) para@ > 0, selecionado a priori. Note que, uma vez escollgd® valor
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Iog((—},) se torna constante. A determinag&o de um algoritmo detésticimO(n?) para este

problema continua um problema em aberto.

2.2.3 A ClassePP

Uma linguageni esta na classeP se houver uma maquina de Turing aleatorizitide
tempo polinomial, tal que para toda entrada € L se e somente se mais que a metade das
computagdes del para a entradaaceitamM decidelL “pela maioria”. [1, 2]

Definicdo 2.7 (Probabilistic Polynomial-time)A classe de complexidade PP é a classe de
todas as linguagens, para as quais existe uma maquina dagrateatorizada M de tempo
polinomial, tal que

X € L= ProbM(x) = 1] >

NIE Nl

X ¢ L = ProbM(x) = 0] >

2.2.4 A ClasseZPP

Agora sera interessante examinar as propriedade®@eoRP. Parece que problemas que
estdo enRP\ coRPpodem se beneficiar do resultado exato da maquina de TRRifguando
X ¢ L) e da maquina de TuringpRP(quandox € L).

Outro ponto interessante é permitir que a maquina respdsda Sei” para algumas entra-
das. Sera mostrado que estas duas idéias se concentramma ofesse de linguagens, isto €,
maquinas que podem responder “N&o sei” ou de outro modondspoorretamente.

Definigéo 2.8(Zero-error Probabilistic Polynomial-time[1, 2]\ classe de complexidade ZPP
€ a classe de todas as linguagens, para as quais existe umamaate Turing aleatorizada M
de tempo polinomial, tal que

vx € {0,1}*,ProbM(x) =] < 3

Vx € {0,1}*,ProbM(x) = X () ou M(x) = 1] = 1,
onde a resposta “N&o sei” € denotada pare X ) denota

1,sexelL
A =
0,se x¢ L.



2.2 Classes de Complexidade Aleatorizadas 14

PROPOSICA02.9:
ZPP= RPN coRP

Demonstracdo.TomelL € ZPP. ConsidereM a maquina definida anteriormente. Construire-
mos uma nova maquird’ que decidd. de acordo com a definicdo dRP, (isto implica que
ZPPC RP).

Considere o seguinte algoritmo:

Dados : string xe {0,1}*
Devolve M’(x)
b+ M(x);

if (b==.L) then
return O;

else
return b;

end

Algoritmo 2: M’(x)

Assim, sex ¢ L e retornando O quandd (x) =L sempre respondera corretamente, pois
neste cas®(x) # L implica emM’(x) = X, () implica emM’(x) = 0.

Sex € L, a probabilidade de obter a resposta correta &/né maior que% , porqueM
retorna uma resposta definifd (x) #1) com probabilidade maior qL%ee respostas definidas
deM sdo sempre corretas, pois retorhguando esta incerto.

Do mesmo modo podemos ver gd@P C coRP(a maquina que sera construida retorna
“sim” quando esta incerta). Obtema®P C RPN\ coRP

Assumal € RPN\ coRP. TomeMgp a maquinaRP e M¢orpa maquinacoRPque decidd.
de acordo com as definiges 1 e 2, respectivamente. RedediMfttg usanddVigp € Mcorpa
sequir:



2.2 Classes de Complexidade Aleatorizadas 15

Dados : string xe {0,1}*
Devolve M'(x)

if (Mrp(X) == 1) then
return 1;

end

return O;

end

return L;

Algoritmo 3: M’(x)

SeMgp responder “sim”, entdo pela definicdo 1 garantimosxjgel.. Similarmente, se
Mcorp responder “ndo”, entéo pela definicdo 2 garantimos»gy@d-. Assim nunca obtemos
uma resposta errada. Nos outros casos poderemos ter cgueké retorna uma resposta
definida e correta com probabilidade maior (%ue O

A concluséo é estadvl’ é de fato uma maquinaPP, assimRP(coRPC ZPPe, junto com
a parte anterior, concluimos & coRP= ZPP.

Veremos agora um exemplo de algoritmo da clad3B.

2.2.5 O problema da Coloragao de Conjuntos

Suponh&= {x1,Xz,...,X} um conjunto den elementos quaisquer. S&§a S, ..., S uma
colecéo de subconjuntos distintos®leada um com > 2 elementos e tal que< 2’2, Os ele-
mentos de&Sdeverao ser pintados com branco ou preto de forma que cadasusuldconjuntos
S parai = 1,. ..,k contenha pelo menos dois elementos com cores distintas.

Um algoritmo aleatorizado para este problema pode seralsiichplesmente, colorindo-se
cada elemento dgaleatoriamente com probabilidaéeCaso a coloracao resultante contenha
um ou mais subconjuntos com elementos de mesma cor, repetgcesso até que uma
coloracédo viavel seja obtida. O seguinte algoritmo singéedis principais etapas do problema
da coloracdo de conjuntos. A variawghvel (presente no algoritmo) indica se uma coloragéo
desejada foi ou ndo encontrada:
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Devolve viavel
Dados(S1, S, ..., )
viavel«+ false

while viavel = true do

fori«+ 1tondo
pintex; com cor§,{brancaq preto}, {; = Escolha Aleatoria

end

viavel «+— checa viabilidade(S,,...,S)
end

Algoritmo 4: Coloracao de conjuntos

Para mostrar que o Algoritmo acima sempre encontra uma&otigsejada deve-se mostrar
inicialmente que uma coloracao valida é obtida com proluule de sucessp estritamente
positiva. Para comprovar este fato, considértena variavel aleatoria indicando o nimero total
de iteracdes até que uma configuracao viavel seja obtidar@bguer define uma distribuicdo
geomeétrica com parametp> 0 e valor esperadg(Y) igual a%. Isto garante um numero finito
de passos mesmo que a probabilidade de sucesso em uma dagioiteja bastante pequena.

Suponha que um evenfoocorra sempre que uma coloragao viavel for obtida. Caso con-
trario, a ocorréncia do evento complememtara indicar que pelo menos um dos subconjuntos
S parai € {1,...,k} foi colorido com mesma cor (branco ou preto). AnalogamesgmmbB;
parai =1,...,k, eventos indicando que os elementosSd®ram pintados com cores distintas.
Logo, os eventos complementaisrao indicar que apenas uma cor foi utilizada na coloragéo
deS.

Como|S| =r parai = 1,...,k, tem-se queProb[B;j] = 2—2, Note que cad& pode ser

colorido s6 com branco ou s6 com preto. A probabilidade dmfsdProb/A] sera dada por:
ProbA] = Prob|UK ;1 Bi] < sk ; Prob[Bj] = .

Comok < 22, conclui-se diretamente quRFob[A] < % Isto garante que a probabilidade
de sucesso em uma iteragdo do algoritmo aleatorio serdaaupergual a%, ou sejaProb[A] >
%. Repete-se o0 processo sempre que alguma falha tenha seiadet pelo procedimento

Checa-viabilidade.

Observe neste exemplo que, fazendo a probabilidade dessugesl a%, 0 numero espe-
rado de iteracBes(Y) para obten¢do de uma coloracdo valida sera apenas 2. Itfioente
falando, é provavel que, em aproximadamente 2 repeticoakyddtmo, j& se tenha uma colo-
racdo viavel desejada.
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Se a probabilidade de sucesso for muito pequena, ter-se+svetmente, um longo periodo
de processamento. O algoritmo sera eficiente se o valoragBpeara o tempo de processa-
mento for polinomial no tamanho da entrada. No problema tiragho de conjuntos serao
necessaria®(n) passos para coloragdo completeSa#eO(kr) passos, no pior caso, para checar
se a coloracao é ou néo viavel (procedimento checa-viadéid Note que, por hipdtese, los
subconjuntos d& (de tamanha) séo distintos entre si, logo< ﬁ Comoe(Y)=2,0
tempo esperado de processamento sera polinomial e i@@(a+kr)). O procedimento sera
polinomial no tamanho da entrada.

2.2.6 AClasse8BPP

A classeBPPé uma classe de problemas bastante pratica [5, 1, 2]. A raaosiproblemas
de interesse eBPP tém algoritmos probabilisticos bastameticientes Por este motivo, € de
grande interesse que problemas e classes de problemasrest®BPP. A maquinaBPP
reconhece uma linguagem com alta probabilidade indepézmente se& € L oux ¢ L.

Definicdo 2.10(Bounded-error Probabilistic Polynomial-timeBPP). A classe de complexi-
dade BPP ¢ a classe de todas as linguagens L, para as quats exise maquina de Turing
aleatorizada M de tempo polinomial, tal que

x L= ProbM(x) = 1] > 2,
x¢ L= ProbM(x) = 1] < 3

A méquinaBPP é uma maquina que comete erros nas duas respostas, poréntaage
mais de uma vez, retorna a resposta correta a maior parteng@ tdmagine a seguinte situ-
acdo: temos uma moeda viciada, isto é, ao fazer um lancamantde seus lados tem maior
probabilidade de aparecer que o outro. Sabemos que um ladwrddabilidadep, para algum
¢@> 0, e 0 outro - @, porém ndo sabemos qual é qual. Um experimento 6bvio pacalakés
qual lado da moeda € viciado seria lan¢é-la muitas vezema tlado que aparecer mais com
probabilidadep. Contudo, quantas vezes é preciso lancar a moeda para serdmpescobrir
corretamente com uma razoavel alta probabilidade? O dedLéma nos mostrara:

LEMA 2.11 (Desigualdade de Chernoff [4, 5]):

Suponha qu&y, Xo, ..., X, S0 variaveis aleatorias de Bernoulli que assumem os gdlaé
com probabilidadep e 1 — p, respectivamente, e considere a sofna S | X. Entdo, para
todo0 <0 <1,
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e

Prob[X > (14 0)pn] < [W]p”, ondepn= i:i pi = &(X) (1)
DemonstracdoSet € qualquer niumero real positivo temos trivialmente que
Prob[X > (1+6)pn| = ProbjeX > g(1+8)pn
Aplicando a desigualdade de MarKawo lado direito, obtemos,

e
Prob[X > (14 8)pn] < % (2)

Observe ques(e>) = g(& 2H1%) = ([, &).

Desde que; seja independente, as variaveis aleat@asambém serdo, segue que:
(ML, €%) = ML, e(eX).

Usando isto enf2), temos que:

ProbX > (1+6)pr] < £

g(1+0)pn -

A variavel aleatéria™ assume o valo# com probabilidadgy; e o valor(1) com probabi-
lidade 1— p;. Computande(e™), destas obervacgdes temos que:

1-pi ie) _ in: 1+pi(e—1
PrOb[X 2 (1+e) pn] < [ l((et(lfe))l)ner ) =1 l((a‘(ztpe)(Pn ))

Agora usaremos a desigualdade £ < € comx = pj(¢' — 1), para obtermos:
pl(e 1)
Prob[X > (1+8)pn < %

ST ICE
~  d(+8)pn
_ e(é*1)2P21 Pi
—  d(@+8)pn
_ e(etfl)pn
~ d@+8)pn

_ eld-p PN
et(1+e)

& pn
(1+6)<1+9> ’

se considerarmds= In(1+98). O

2Veja Apéndice.
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Este resultado pode ser especializado como segue.

Coroléario 2.12. Se p= %-1— ¢ para algume > 0, ent&o a probabilidade dg§' ,x < 5 é no
2

_&n
6

maximo €

DemonstracdoTome:6 = t=_.
2

Assim podemos detectar em nossa moeda um gicn razoavel certeza tomando a mai-

oria de experimentos. O

A classeBPP contém todas as linguagehspara as quais existe uma maquina de Turing
aleatorizadaM de tempo polinomial, tal que:

Para todas as entradgsex € L entéo pelo meno% das computacBes d(x) respondem
“sim”; e sex ¢ L ent&o pelo meno§ delas respondem “néo”.

Assim sendo, precisamos i aceite pela “maioria”, ou rejeite pela “maioria” dentre
varias rodadas. @ da definicdo é uma constante arbitraria. Substituinc%)da definicéo
por qualquer outra estritamente en%ez 1 resulta na mesma classe. Se, por exemplo tiver-
mos uma maquini, que reconhece alguma linguagérmom probabilidade > % podemos
facilmente construir uma maquina com uma probabilidadéggeaq > p e executando esta
maquina um namero polinomial de vezes e retornando a maasi@espostas. Isto claramente
incrementa a probabilidade de obtermos a resposta comateoddo limiar buscado, além de
executar em tempo polinomial. A notag@BP significa “tempo polinomial probabilistico com
erro-limitado”, devido ao fato de a clasB® (“tempo polinomial probabilistico”) referir-se a
definicdo em que as entradas na linguagem séo aceitas coabjbiddrle maior que% e as
entradas que nao séo da linguagem sao aceitas com prokiatriidaméximo%. Apesar deste
nome, a classeP ndo € um bom modelo de maquina aleatorizada, porque gastaraerade
repeticbes exponencial para reduzir a probabilidade de BRP é considerada a classe padrao
associada com maquinas de Turing aleatorizadas de tempomazl.

Agora podemos reescrever a definicAd@ como:

xeL=ProbM(x) =1] > 5+

NI Nl
ol ol

x¢ L= ProbM(x) =1] <

Poderiamos considerar a seguinte mudanca nas constantes:

XeL=ProbM(x)=1] > p+¢
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X¢ L= ProbjM(x) =1] < p—g,

Para constantgse< (0,1) e 0< € < min{p,1— p}.

Porém, é possivel fazer mais que isto e usar um limiar quendepio tamanho da entrada,
CcOmo mostra-se a seguir.

Usando o quadro acima veremos que para qualquer funcao t@epam tempo polino-
mial e qualquer margem perceptivel (representada pelosonge um polindmio) é possivel
recuperar o limiar padrao — c%e— e a margem “segura” — c%e

Definicdo 2.13.L € BPP se e somente se existe uma fungdo computavel em tempmngali
f :N — [0,1], um polindmio positivo () e uma maquina de Turing aleatorizada M de tempo
polinomial, tal que:

vx € L,Prob[M(x) = 1] > f(|x|) + p(|1x|)

Vx ¢ L,ProbM(x) = 1] < f(|x|) — p(‘lx‘).

DemonstragadoE facil vermos que escolhendd|x|) = % e p(|x|) = 6 obtemos a defini¢éo
original doBPP, disto temos que qualquer linguag®&RP satizfaz a condi¢cao acima.

Assuma que temos uma maquina de Turing aleatdride tempo polinomial com esses
limites na probabilidade de obter uma resposta “sim”. Empi@@ qualquer entrada olha-
mos para a variavel aleatoma(x), que é uma variavel aleatéria de Bernoulli, com parametro
desconhecid@ = €[M(x)]. Aproveitando o fato de a esperanca de uma variavel de Biéirnou
ser exatamente a probabilidade de se obter “sim”, temopguerob[M(x) = “sim”]. Assim,
estimandag, podemos concluir algo sobrese L oux ¢ L. A estimativa mais natural é pegar
a média den amostras da variavel aleatéria, isto é, as respostasciamadas independentes
deM(x).

Definimos a seguinte maquina de Turing.

ExecutaM(x) n vezes (chamar o resultado da i-ésima exect|¢do
M’(X) = < Computarp” «+ 1.5t

Sep” > f(x) , responda “sim”, sendo responda “n&do”

Note quep” é exatamente igual a média de uma amostra de tanranhtida da variavel
aleatoriaVi(x). Se pudermos mostrar que com arapropriado a estimativa ndo caira longe do
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valor real com boa probabilidade, segue que a maquina rdspmrretamente com a mesma
probabilidade.

Para escolhem usaremos a desigualdade de Chernoff, esta afirma que, paEtueucon-
junto de variaveis aleatorias de Bernogl, Xa, ..., Xy} com as mesmas esperangas % e
para tod®,0 < d < p(p—1), temos:

FiX el
Prob[| == — p| > §] < 2e%(1-p)

52

<2t pg ¥,
Ini
Tomandod = m en= 2%26 temos que a maquina de TuriMj decidelL (M) com pro-

babilidade maior qué sugerindo qué € BPP.

Veremos agora um exemplo de algoritmo da cl&3B.

2.2.7 Problema do Corte Minimo

SejaG um grafo conexo, nao dirigido. Um corte éBé um conjunto de arestas cuja
remocao resulta e@ ser quebrado em dois ou mais componentes. O corte minin@ éram
corte de cardinalidade minima..

SejaG um grafo qualquer com peso positivo nas arestlisum inteiro positivo. Deseja-se
responder se o Corte Minimo e@tem valormin_corte exatamente igual k. Sejaw, uma
solucdo do problema do Corte Minimo gerada apds sucessipatigdes do algoritmo com
probabilidade de sucesso maior ou igu%l a

Considere agora o seguinte algoritmo:

Dados : GrafoG com peso positivo nas arestak e Z .
Devolve {verdadeiro, falso}
w <+ Valor aleat6rio do Corte Minimo gerado apos sucessivagigées;

if k=wthen
return min_corte=k

else
return min_corte k

end

Algoritmo 5: Corte-Minimo
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Observe neste caso que,xse L, ou seja, se o0 corte minimmin_corte é de fato igual &
entdo o Algoritmo acima aceitacom probabilidade maior ou igual%a(Prob[k =w| > %). Por
outro lado, s ¢ L, ou seja, senin_corte < k entdo o Algoritmo rejeita com probabilidade
maior ou igual a% Assim,Problk # w| > % Semin_corte> k, o0 algoritmo sempre rejeitg ja
gue a solucéav nunca sera inferior & Logo, da definicdo dBPP conclui-se que o problema
do Corte-Minimo em Grafos pertence a BPP.
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3 Fontes Aleatoérias

Estabelecemos até o momento algumas classes de linguages&ajdefinidas por maqui-
nas de Turing com a capacidade de utilizar nUmeros alea@moseus calculos. Sua relevancia
pratica e importancia apoia-se firmemente na hipotese dpaglemos implementar algoritmos
aletorizados, em outras palavras, que tenhamos uma fobitsddeatorios.

Para formalizar a idéia, definimos uma fonte aleatoria fiarfé] como uma variavel alea-
téria com valores que sé@o sequéncias infinjtasxy, .. .) de bits tal que para todo> 0 e para
todo (y1,Y2,.-..,¥n) € {0,1}" temos queProb)x =vy;,i =1,...,n] = 27", isto &, 0S’s sd0 0s
resultados de experimentos independentes em quexcadh com probabilidade = 0 (esta
idéia sera extendida a frente, pelo conceito de indistbijgade computacional).

Se tivermos uma fonte aleatéria perfeita (um dispositisiadi que, pressionando um botéo,
comecaria a gerar uma sequéngiao, X3, . . .), entao € possivel implementar um algoritmo ale-
atorizado correspondente a uma maquina de Turing aleadlarizscolhendo a transicédo apro-
priada na-ésimo passo de acordo cogm Assim, com uma fonte aleatoria perfeita, problemas
nestas classes de complexidade podem ser realmente desodld forma satisfatoria. Porém
h& uma duvida se é possivel obter fisicamente alguma forfigitperExistem algumas fontes
fisicas de bits aleatorios de boa qualidade, contudo sGasalomo fontes aleatorias perfeitas.

O problema real ao implementar fisicamente fontes aleatpa#eitas € que qualquer pro-
cesso fisico tende a ser afetado pelos resultados angeriore

Dadas as dificuldades ao implementar fisicamente fontesifgrfde nimeros aleatorios,
tentaremos encontrar aleatoriedade ndo mais em procésisos,fmas em matematicos e com-

putacionais. Isto nos leva aos chamados geradores de ralpseadoaleatorios.

Tecnicamente um processo computacional que retorna o geeegpser um namero aleato-
rio, na verdade, executa um algoritimo especifico, que pedsimulado, mesmo sendo quase
impossivel ver um padrdo na seqiéncia gerada. Um exempfpdesirde tal processo seria
tomar o inteiro anterior na sequéncia, eleva-lo ao quadeaionar os bits intermediarios do
produto. Numeros produzidos por esse processo mecaniquexosao chamados de nUmeros
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pseudoaleatorios.

3.1 Indistinguibilidade Computacional

O conceito de computacdao eficiente naturalmente nos guisaanona espécie de equiva-
|éncia entre objetos. Dois objetos sdo considerados catipualmente equivalentes se nao
podem ser diferenciados por wtgoritmo eficientd1]

Definicdo 3.1(Agrupamentos)Um agrupamento indexado pelos naturBig® uma sequéncia
de variaveis aleatérias indexadas pbr A saber X= {X}ien, €M que 0sS X séo variaveis
aleatdrias, € um agrupamento indexado por

Definicdo 3.2(Agrupamentos aleatoriaspym agrupamento aleatério X € uma familia=X
{Xn}n>1 tal que X é uma distribuig&o aleatéria em algum dominio finito.

Definicdo 3.3(Funcgdes despreziveidyma funcéo f: N +—— [0, 1] € desprezivel, se e somente
se é ndo negativa e seu resultado tende a zero com o inverso gelinémio e para n sufici-
entemente grande,
1
f(n) < Ok
Informalmente, diz-se que dois agrupamentos podem serdé&mmps se suas diferencas
sdo consideradas despreziveis, ou seja, eles sao indistig

Defini¢édo 3.4(Indistinguibilidade ComputacionalPois agrupamentos aleatorids$, }nery €
{Yn}nen, sdo indistinguiveis computacionalmente se para algurardfgo aleatorizado A de
tempo polinomial, para qualquer polindmio ndo-negativo faea n suficientemente grande

[Probyxq[A(X) = 1] — Proby.y[AY) = 1| < 5y

Ondex « X, significax selecionado de acordo com a distribui¢&o

3.2 Geradores Pseudoaleatoérios

Geradores pseudoaleatoérios[1, 2] séo definidos como atgmeideterministicos eficientes
que sao capazes de gerar sequéncias longas de bits psat@azden partir de uma semente
curta de bits aleatérios genuinos. Um principio fundameaxaminar estruturas pseudoa-
leatorias € considerar objetos equivalentes se eles nd@rpser distinguidos por algoritmos
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eficientes. Assim, aidéia é investigar como gerar bits psaedtdrios de forma deterministica,

tendo como critério principal a impossibilidade computaei de distinguir objetos gerados

pseudoaleatoriamente de objetos genuinamente aleatdtiiagés de procedimentos de tempo
polinomial. Isto se refere a nogao de indistinguibilidadmputacional.

Um gerador pseudoaleatério usa uma pequena string aleagbdadeira, chamada semente
aleatoria e a expande em uma longa sequéncia pseudoaeptérileve “se parecer’ com uma
sequéncia aleatoria verdadeira. Ha 3 aspectos fundamentaidevem ser ressaltados com
respeito a geradores pseudoaleatorios.

1. Eficiéncia: Computacéo eficiente € associada a computag#uzida em tempo poli-
nomial com relagdo ao tamanho da entrada. Assim, € neaesséio gerador seja im-
plementado por um algoritmo deterministico de tempo patiad ou seja, o algoritmo
recebe uma semente aleatoria e aplica algum procedimetetorieistico que gere uma
sequéncia pseudoaleatéria.

2. Expansao: O gerador deve expandir a semente de entradhitdeem uma sequéncia
pseudoaleatoria dén) bits. A funcad é chamada fungéo de expanséo do gerador.

3. Pseudoaleatoriedade: A saida do gerador deve parea@ralgisto €, qualquer proce-
dimento eficiente deve falhar ao tentar distinguir a saidgetador de uma sequéncia
aleatoria de mesmo comprimento. Isto se refere & nogéo atimgalibilidade computa-
cional como ja discutido anteriormente.

Definicdo 3.5(Gerador Pseudoaleatorid)m algoritmo, G, com func¢éo de expanséno)| é
um gerador pseudoaleatério, se obedecer as seguintesgiiesli

e G é um algoritmo deterministico de tempo polinomial

e Existe uma funcé@o:IN — N, tal que I(n) > n para todo ne N e |G(s)| = I(|g]) > |9
para todo s= {0,1}*.

e {G(Un)ne N} e{U;pn € N} sdo indistinguiveis computacionalmente, em gyelenota
uma distribui¢cdo uniforme sobr0, 1}™M.

A nocéo de gerador pseudoaleatdrio tem grande importalciaatica. Se tivermos a
garantia de que um algoritmo € de fato um gerador pseudéateaentdo podemos usa-lo
em qualquer aplicacdo eficiente que necessite de sequébeasérias sem mesmo testar o
desempenho do gerador na nova aplicacao.
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3.2.1 Amplificando a funcdo de expansao

Dado um gerador pseudoaleatério com fator de expahs&on-+ 1 construiremos um
gerador pseudoaleatério com fator de expanséo polino@iabvo gerador sera chama@o

Construgéo 3.6.[5] Tome G um algoritmo deterministico de tempo polinomial que expand
sementes de comprimento n em strings de comprimeftb MTomamos a sementg§ = n)

e usamos com entrada em,.GSalvamos o primeiro bit da saida de, @enotado por ¥

e usamos o resto dos n bits em uma nova chamada;dé®peracdo deve ser repetidan)
vezes. No i-ésimo passo chamame@s@n os ultimos n bits do passe 1L, salvamos o primeiro
bit da nova saida com;j» chamamos novamentg Gom os ultimos n bits. A saida de G é

X=X1X2X3.. -XI(n)-

3.3 Funcdes UnidirecionaisQne-Way Function$

Nossa exposicao segue [1].

Ha varias definicdes de func¢des unidirecionais. As maiseadhs séo as fungcdes unidire-
cionais fortes $trong One-Way Functiopnsou simplesmente func¢des unidireciondsé-Way
Functiong.

Basicamente, func¢des unidirecionais fortes sédo func@essfde computar, entretanto, difi-
ceis de inverter. Explicando mais claramente, a primeing@igdo trata que, dada uma funcgo
existe um algoritmo de tempo polinomial que recebe uma @aia retornaf (x). A segunda
condicéo trata que, dado qualquer algoritmo aleatorizadermpo polinomial e uma entragia
o algoritmo tenta encontrar uma inversayd&bref e obtém sucesso com uma probabilidade
desprezivel.

Defini¢éo 3.7(Fun¢des Undirecionais Forteg)yma fungéo f. {0,1}* — {0,1}* é chamada

unidirecional se obedece as seguintes condicdes:

e Facil de computar: Dado um algoritmo deterministico de terpplinomial A, em uma
dada entrada x, A retorna(k), ou seja, Ax) = f(x).

e Dificil de inverter: Para qualquer algoritmo aleatorizadie tempo polinomial Aalgum

polinbmio p e n suficientemente grande:

ProblA(f(Un)) = £ (Un)] < o
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Uma funcdo muito popular e candidata a ser unidirecionakédia no fato conhecido da
intratabilidade da fatoracdo de niameros inteiros.

Tomex,y > 1 inteiros. Definimos

f(xy) =x-y.

Quandox ey sdo numeros primos, sabe-se que encorteara partir dex-y é computaci-

onalmente dificil.

Defini¢céo 3.8(Predicado Hardcore)ym predicado computavel em tempo polinomia{@,1}* —
{0,1} é chamado delardcorede uma fungédo f se para todo algoritmbde tempo polinomial,
todo polinomio positivo p), e n suficientemente grande

Proby u, [A(f(X)) = b(X)] < 5+ 5y

3.4 ARelacao de Funcgobes unidirecionais com Geradores Pseu-
doaleatorios

Ha uma relacdo muito estreita entre fun¢des unidireciongisradores pseudoaleatorios.
Uma propriedade importante de um gerador pseudoaleddéaue ele transforma uma se-
mentes em uma sequéncia= G(s) em tempo polinomial. Porém a operacao inversa — encon-
trar a sements a partir dex — precisa ser dificil (caso contrario a pseudoaleatoriedadia
violada).

Um gerador pseudoaleatorio ndo é nada mais do que uma fuiiigdlode inverter e que
expande uma semente em uma longa semente que parece aléstomos leva ao fato de que
a existéncia de um gerador pseudoaleatério implica a existéle uma funcdo unidirecional.
Mostraremos que essa condicao além de necessaria € tamb@ensal Assim, um gerador
pseudoaleatorio existe se e somente se existe uma fungicearanal.

Teorema 3.9.Geradores pseudoaleatérios existem se e somente se fumgdescionais exis-
tem.

Demonstragio Considere um gerador pseudoaleatd®io {0,1}" — {0,1}?" e definimos
uma funcgéof : {0,1}2" — {0,1}?" como:

f(xy) = G(x)tal que([x| = |y| = n)
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Mostraremos qué é unidirecional provando por contradi¢ao.

Suponha a existéncia de um algoritmo aleatorizadte tempo polinomial que é capaz de

inverterf com uma probabilidade de sucesso maiorg%be em quep € um polinémio.

Considere o seguinte algoritnbbchamado diferenciador:

Dados : a,a € {0,1}?"
Xy« A(X);

if (xy==a) then
return 1;

else
return O;

end

Algoritmo 6: Diferenciador

Prob[D(G(Un)) = 1] = Prob[D(f (Un)) = 1]
= Prob[f (A'(f(Upn))) = f(Up)]
= Prob[A'(f(Un)) = f~1f(Uy)]

>_1

p(n)
A Ultima desigualdade ocorre devido a hipotese assumida.

Em contrapartida, hd no maximd &trings de comprimentonizque tem uma pré-imagem
deG (e def). Assim, uma string aleatdria selecionada uniformemeatenthprimento 8tem

uma pré-imagem sobrecom probabilidade no méxim%. Logo

Prob[D(Uzn) = 1] = Prob[f (A'(Uz2q)) = Uy
< ProblUz, estar na imagem df

2" __~-n
<Z =2

Assim,

Prob[D(G(Up)) = 1] — Prob[D(Uzn) = 1] > ﬁ — %> rlm

para algum polinébmig.
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4 Desaleatorizacao

A nocao de geradores pseudoaleatdrios apresentada nal@apiterior precisa ser esten-
dida, pois hd uma diferenca entre os geradores que forarsesypaelos e os geradores que po-
dem ser usados para desaleatorizar um algoritmo. A difenemgcipal € o tempo de execucéo.
Estes tém um tempo de execucdo mais lento, porém rapido estdipara a simulacao.

4.1 Nova nocéao de gerador pseudoaleatorio

Para permitir a desaleatorizacao precisamos definir umamagéo de gerador pseudoale-
atorio. Um gerador que possa enganar qualquer circuitongigntiao polinomial.

Definicdo 4.1(DTime(t(.))). E a classe de linguagens que sdo decidiveis por uma mauina de
Turing deterministica de i fitas en.} passos. Isto €, E DTimg(t(.)) se existe uma maquina

de Turing deterministica M, com i fitas que decide L e para qued x< {0,1}*, e com a
entrada x a maquina executa no maxinxft) passos.

Definicdo 4.2(Familia de Circuitos Booleanasp tamanho de um circuito € o niumero de
portas l6gicas que ha nele. Uma familia de circuitos é umaisegja infinita C= (Cp,Cq, ...)

de circuitos booleanos em qug &m n variaveis de entrada. Dizemos que uma linguagem L
{0,1}* é decidida por um circuito de tamanho polinomial se houvea damilia de circuitos
C = (Cp,Cy, ...) tal que o seguinte € verdadeiro: Primeiro, o tamanho gd&®o maximo )
para algum polinomio fixo p. E segundo, para tode %0,1}*,x € L se e somente se a saida
de Gy (x) é verdadeira. [6]

Definicdo 4.3(Geradores Pseudoaleatoriot)m algoritmo deterministico de tempo polino-
mial, € chamado de um gerador pseudoaleatorio se existe wmgad de expansda N — N,
uma familia{Cy } ke, de circuitos de tamanho polinomial, para qualquer polinémpositivo p,

e k suficientemente grande.

[Proby g, [Ck(X) = 1] — Proby y, [Cu(y) = 1]| < ﬁ
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PROPOSICA04.4.

SelL € P é uma algoritmo aleatorizado que executa em tetfyppe usar (n) bits aleatorios,
entdoL € Dtime(t(n).2"("M). Em particular, s&(n) = poly(n) er(n) = O(log n), entdd. € P
(pode ser decidido em tempo polinomial).

Demonstracdo. lc BPP implica que existe algum algoritmo aleatorizafleexecutando em
tempot(n) para algum polinbmida. Como um limite superiorA usa no maximd(n) bits
aleatérios. Podemos vA&rcomo um algoritmo deterministico com duas entradas (swadant
regularx e a sequéncia aleatorp Escreveremo8(x,r) para denotar a saida ée

ProblA(x,r) = 1] = 55 3 e (0.13tm A T)
Podemos executak(x,r) para todor em tempo deterministicd® . t(n) e devolver a

resposta majoritaria.

0

Este método de desaleatorizacdo pode ser aplicado em geaajymlquer algoritmBPP,
porém € inexequivel (toma tempo exponencial). Contudo agaritmo apenas usa uma quan-
tidade pequena de bits aleatérios ele pode tornar-se exebdfbii

Usaremos duas ferramentas para construir esse novo tiperaldog pseudoaleatoério, um é
chamad@redicado imprevisived 0 outro € uma estrutura combinatéria chanadsign

4.1.1 Desaleatorizacdo usando gerador pseudoaleatério

A primeira ferramenta que necessitamos para construir o gerador € um predicado que
nao pode ser aproximado por circuitos de tamanho polinomial

Definicado 4.5(Predicado Imprevisivel)Dizemos que um predicado computavel em tempo ex-
ponencial b: {0,1} — {0,1} é imprevisivel por circuitos de tamanho polinomial, se para
qualquer polindmio p), para | suficientemente grande e para qualquer circuito Casleanho

p(l).

Prob[C(U;) =b(U))] <

NI

1
o0

Para validar a veracidade dessa definicdo, sera provadaiat gag a existéncia de um
predicado imprevisivel & garantida se existir uma funcadirational. O inverso ndo é neces-
sariamente verdadeiro.
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Teorema 4.6.Se § é uma funcdo unidirecional egbé@ um Hardcore de of entdo kx) =
bo(fy1(x)) € um predicado imprevisivel.

DemonstracdoNote queb € computavel em tempo exponencial, pois precisamos de tempo
exponencial para invertdre junto mais a computacao tg, o tempo total ndo é mais do que
exponencial no tamanho ae

A segunda propriedade que precisamos mostrar é que € implodsipredizeth. Para
provar essa propriedade usamos a varigvelf 1(x) para obter

b(fo(y)) = bo(y)

Assumimos por contradicdo qbeé previsivel. Isto significa que existe um algoritdhe
um polindmiop(.) tal que para infinitos

41

Proby u, [A(X) = b(X)] = 5+ 5

NI

A é um algoritmo de tempo polinomial que pode prdveom um desvio perceptivel. Mas

f € uma funcéo entdo podemos escrever
Proby u,[A(fo(x)) = b(fo(X))] > 5+ 55
Assim da definicao dbtemos

Proby u,[A(fo(X)) = bo(X)] > 3 + 51

que é uma contradicao a definicaolgecomoHardcore O

Gerar um anico bit a partir de bits aleatorios parece uméatékeil se tivermos o predicado
que definimos anteriormente, pois a saida do predicado daeeqy aleatOria para qualquer
circuito de tamanho polinomial. O problema é gerar mais di. lHaremos isso usando uma
colecdo de conjuntos quase disjuntos que sdo mutuamerge iqgd@pendentes.

Definicdo 4.7.Uma cole¢do de m subconjuntél, I, ...,Im} € um {k,m,l}-design se as se-
guintes propriedades valem.
e Paratoda € {1,...,m},|lij| =1

e Paratoda # j € {1,...,m},[liNlj| = o(log k)
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e A colecao é construtivel em tempo exponencialkem

Em nossa aplicagdo os conjuntfk ..., k} séo as localizagbes de todos os bits na se-
mente, e os subconjuntdss,l,...,In} correspondem a diferentes subsequéncias extraidas
da semente. Por exemplo, tomando uma semente com 10 bits

S= (1010110109

O subconjuntd = {1,3,8} C {1,...,10} corresponde ao primeiro, o terceiro e 0 oitavo bit da

semente

Neste exemplo,

Sl = (111

Em geral. par&= (0102...0k), el = {i1,i2,...,ij} C {1,...,k} usaremos a notagéo:

S= <0i10i2~--0ik>

PROPOSICAOA4.8:
Tomeb: {0, 1}‘/R —— {0,1} um predicado imprevisivel, 1,15, ...,1m} como um(k,m,/k) —
design entéo a seguinte funcdo € um gerador pseudoaleatorio:

G(S) = (b(Sll4]) b(Sl2]) ... b(S[Im]))

DemonstracaoEsta prova sera omitida. O

4.2 Desaleatorizacédo usando grafos expansores

Uma Cadeia de Markov[3}! € um processo estocastico sobre um conjunto de estains
termos de uma matriz de probabilidades de trandic@omatrizP tem uma linha e uma coluna
para cada estado e®& A cadeia esta em algum estado em algum tempo, fazendociiassie
estado em passos de tenmpol,2,3,.... Aentradabj na matriz de probabilidades de transicéo
se refere a probabilidade do proximo estadojsdado que o estado atual.éAssim, para todo
i,jeStemosque & Rj < 1,ey;Rj=1

Uma propriedade importante em uma cadeia de Markov é destpas&uir memoria, ou
seja, 0 proximo passo na cadeia depende exclusivamentéadio @esual e ndo como ela chegou
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ao estado atual. Denotamos pgro estado da cadeia de Markov no tenipd a sequéncia
{X} especifica o histérico da cadeia de Markov. A propriedadersemoria de uma cadeia de
Markov pode ser afirmada do seguinte modo:

Prob[Xi;1 = j| Xo=li0,X1 =i1,..., % =] = Prob[X+1 = j| X% =i] = R;j.

Uma cadeia de Markov néo necessita ter um estado iniciadgfigido. Em geral o estado
Xo pode ser escolhido de acordo com alguma distribuicdo depilatades.

Para os estadaosj € Sdefinimos a probabilidade de transicdo do passmmo
Py = Probix = j[Xo = ]

Dado um estado iniciafg = i, a probabilidade que a primeira transi¢cao ao esjaolmrra
no tempa é denotado pcxri(jt) e é dado por

riy =ProbX = j, e para I s< t—1,Xs# j[ Xo=1].

Também, parao =i, a probabilidade de ocorrer uma transicdo a um esjagln algum
tempot > 0 € denotada pofjj, e dada por

fij = Zt>0ri(jt)'

O nuamero esperado de passos para atingir o egtadnando a partir do estad@ denotado
porhj; e dado por:

hij = Y=ot ri(jt)'

Sefjj <1 entaohjj = .

Definicdo 4.9.Definimos §) = (qﬁt),qu fe ,q(nt)

) como a distribui¢do da cadeia no tempo t.
como um vetor linha onde a i-ésima componente é a probalidia cadeia estar no estado i

€ no tempo t.

E facil ver queg™?) = q P, temos por inducdq® = q(© P. Segue que o comportamento
da cadeia de Markov é dado pela sua distribuicdo inicial erstdz de transicas.
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4.2.1 Passeios Aleatérios em Grafos

TomeG = (V, E) um grafo conexo, n&o bipartido, ndo dirigido ondé=ne|E| =m. Um
passeio nesse grafo induz uma cadeia de MarkdvSHo seguinte modo: Os estadosMe
sao os estados d& e para quaisquer dois vértices/ € G,

1
b _Jaw se(u,v) € E
uv —

0 caso contrario

Onded(w) é o grau do vértice.

4.2.2 Amplificacdo de Probabilidade por Passeios Aleatorsoem Expan-
sores

Grafos expansores sao grafos esparsos e bem conexos. A daddarkov induzida por
um passeio aleatorio em um grafo expansor € de grande sgenesis converge para uma
distribuicdo estacionaria em um pequeno numero de paskos.|

Sem perda de generalidade, modificaremos a definic&Ptal que a probabilidade de
erro sejagss.

Definicdo 4.10(BPP). A classe BPP consiste em todas as linguagens L para as guais ex
um algoritmo aleatério A de tempo polinomial, tal que paralguer xe **, dada uma string
aleatéria r apropriadamente longa

x € L = Prob[A(x,r) = 0] < 15;
1

10

o

X ¢ L = ProblA(x,r) = 1]

IN
3

Fixando uma entrads, considerando um algoritmBPP Aque usan bits aleatérios em
entradas de tamanhxg|, supondo que escolhemkstrings aleatdrias independentesrdaits
ri,r2,...,Nk € computand@\(x,ri),A(x,r2),...,A(xrg), pela desigualdade de Chernoff a pro-
babilidade que a maioria das respostas esteja err%}@;,éfazemos a probabilidade de erro
exponencialmente pequena g&msandak bits aleatorios. O problema de amplificacéo de pro-
babilidade é conseguir esta mesma probabilidade de ermmoigan nimero minimo de bits
aleatorios.

Considere uma familiélN, 7, 2a )-expansor. Assumindo qu¢ é impar. Escolhan = 2"
eN = 2n? = 2", e nomeie cada vértice com uma sequéncia distinta de bitsiagea{0,1}".
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A
TomeA a matriz de adjacéncias do expansor. Tape @ a matriz de probabilidade de

transicdo da cadeia de Markov induzida por um passeio aleatste grafo, com urself-loop
de probabilidad(% em cada vértice.

Escolha um inteiro positivg tal que)\g < %), ondeA; € o i-ésimo maior autovalor dg.

Obtendo a saida do passeio aleatorio descrito acima, afeagdio de probabilidade fun-
ciona do seguinte modo. Paral < 7k, tomer; = Xg. Execute o algoritmé\(x, ) usando as
7k entradas aleatorias diferentes. declare a maioria dasd@sotomo a decisao final. Note que
0 namero total de bits usadosié- O(k): precisamos da bits para escolher o vértice inicial do
passeio aleatorio, e 4 bits para cada um ddispassos seguintes do passeio.

Denotamos o vetor de probabilidades- Xjg como p(). DefinaB = QP. Esta é a matriz de
transi¢do para a cadeia de Markov correspondente a seguimfs. Temospl) = p(© B/, em
quep'? é a distribuicdo uniforme a qual usaremos de inicio.

W denota o conjunto de testemunhas para a entxadam outras palavrasyV = {r €
{0,1}"] A(x,r) = 1}. Garantimos quéW| > 0.99N. O conjunto de ndo testemunhas tem
cardinalidaddW| < 0.0IN. Definimos a matriz diagonal @ INxN W tal queW; =1 se e
somente se 0 i-ésimo vértice corresponde a uma string quetedignha de; similarmente a
matriz diagonal 8- INXNW = | — W,

Considere uma sequéncia de strings..,rz. Tome as matrizes de sequéncia de eventos
S=(S1,...,Sx) € {W,W} ™ sendo tal qu& =W se e somente sgc W. AssimScodifica 0
padrdo de erros em varias execugdes do algoritmo.

LEMA 4.11:
Para qualquer sequéncia de eventos$ixa

Prob[Socorret = ||p® (BS)(BS). .. (BSk_1)(BSx)l;

LEMA 4.12:
Para todos os vetorgsc RN,

e [[pBW < |lp]-

o |PBW| < 3lpll.

Onde:

|wll, = S |wi| representa norma-1, e



4.2 Desaleatorizagdo usando grafos expansores 36

Iw|| = vwTw= /S, w? representa norma-2.
Teorema 4.13.A probabilidade da maioria das saidagXri),...,A(X,rz) estar incorreta €

no méximozlk.

DemonstracadoNote que a maioria das saidas é incorreta somente se a seqi€eyento$

ter mais da metade de seus elementos igWsl &ixando alguns cujos elementos contém a
maioria deéW's, concluimos que > 77"
Prob[Socorret = ||p9 (BS)(BS). .. (BSk_1)(BSw)|l;
< VN||p©(BS)(BS)... (BSk-1)(BSK)]|
< VN()" 1P
<vN(hH ¥ 1p9)

7
Prob[Maioria dos votos estarem incorretes2\/N(2) 2 ||p©]|

7

IN
N

B G

IN
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5 Conclusao

Este trabalho mostrou de forma simplificada e resumida alglas principais conceitos
matematicos e computacionais envolvidos por tras da denaizdcéo, assim como um estudo
preliminar das classes de complexidade aleatdrias. Pamsexrssunto muito extenso e com
muitas ramificacfes alguns aspectos foram tratados apemaartkira superficial, porém isso
Nao causou um prejuizo no entendimento do trabalho.

Existem varias técnicas que podem ser usadas para este ffiém palerandomizacao utili-
zando passeio aleatério em grafos expansores tende a s& paderosa, e por consequéncia
a mais interessante.
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APENDICE A

A.1 Desigualdade de Markov

Teorema A.1(Desigualdade de Markov)lome X uma variavel aleatéria que assume valores
inteiros ndo-negativos. Entdo para qualqueri.

Demonstracdo.Tomep; como a probabilidade d¢ = i

E(X) = 3iipi = Yi<kiPi + YiskiPi > YiskiPi > Yiskkp
=k3i>kpi = kProlx > K|
€(x) > kProljx > K]

Prob[x > k] < ilf)

A.2 Valor Esperado de uma variavel aleatoria

Em teoria das probabilidades, o valor esperadoggperancaou expectancipde uma
variavel aleatéria é a soma das probabilidades de cadabpolsgie de saida da experiéncia
multiplicada pelo seu valor. Isto €, representa o valor médperadade uma experiéncia se
ela for repetida muitas vezes. Note-se que o valor em si padalser esperado no sentido geral;
pode ser improvavel ou impossivel. Se todos os eventoetivegual probabilidade o valor
esperado € a média aritmética.

Para uma variavel aleatoria discréfacom valores possiveis, X2, X3,... € cOm as suas
probabilidades representadas pela fung@e), o valor esperado calcula-se pela série:

e[X] = 31X p(Xi)
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desde que a série seja convergente.

O valor esperado de uma combinacao linear de variaveigaksag a combinacao linear
dos seus valores esperados:

e[aX+bY] = ag[X] + be[Y]

Por esse motivo, a func&@| que associa a cada variavel aleatoria o seu valor esperado é
um operador linear, chamado de operador esperanca

A.3 Variaveis aleatoérias de Bernoulli

Suponha que executaremos um experimento que obtém suoespoababilidade e falha
com probabilidade % p.

TomeY uma variavel aleatéria, tal que:

v 1 em caso de sucesso

0 casocontrario

A variavelY é chamadaariavel aleatoria de Bernoullinote que para umeariavel alea-
toria de Bernoulli

elY] = pl+(1—p)0= p=ProblY = 1]

Por exemplo, se lancarmos uma moeda e considerarmos adesldara” como sucesso,

entao a esperanca dariavel aleatoria de Bernouli %

Considere agora uma sequénciandancamentos de moeda independentes. Qual é a dis-
tribuicdo do numero de caras na sequéncia toda? Geneddizeonsidere uma sequénciarde
experimentos. Cada um obtém sucesso com probabiljlaBe tomarmoX como a represen-
tacdo de sucesso emexperimentos, entd¥ € uma distribuicao binomial.

Definicdo A.2. Uma variavel binomial aleatéria X com parametros n e p, € dadirpela
seguinte distribuicdo probabilistica, com+0,1,...,n.

ProbX = j] = (})p/(1—p)"!
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Isto é, a variavel binomial aleatéria igual a j, havendoj sucessos e — j falhas emn
experimentos independentes, cada um obtém sucesso coabicdxep.

Qual é aesperancale uma variavel binomial aleaton&? Vemos diretamente da definicdo
que:

elX]=310i(})pi(1-p)"

=5 oq P (- p)]

=Yg oE P AP

= P3P -0
=np3ig _k!(((r:]:ll))ik)! p(1—p)
=np3 5 ()P (L-p) Pk =np

e a Ultima equacéo usa a identidade binomial,

(X+1)" = 3o (R)xy"

A linearidade das esperancas permite um argumento sing#&sé uma variavel binomial
aleatéria com parametrase p, entdoX é o niumero de sucessos ententativas onde cada
tentativa obtém sucesso com probabilidade

Definimos um conjunto de variaveis aleatériaXy, Xo, ..., Xy, ondeX; = 1 se a tentativa
obtém sucesso e 0, caso contrario.

Claramenteg[Xi] = pe X = YL, X;, e também pela linearidade das esperancgas:

e[X] =e[3iLy %] = Y e[X] = np

A.4 Conceitos de Algebra Linear

A.4.1 Autovalores e Autovetores

Definicdo A.3. Seja A uma matriz quadrada>nn. Um escalaf é autovalorou valor carac-
teristicode A se existe um vetor ndo-nulo tal que-Axx. O vetor x € unautovetorou vetor
caracteristicassociado a\.
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A.4.2 Norma de Vetores

[3]
Definicdo A.4. A Norma 1 é definida comdX|[; = S ; x|

Definicdo A.5. A Norma 2 é definida comdiX||, = (S ; |xi2|)%



