Raphael Henrique Ribas

Aplicacdo da teoria da discrepdancia para computar a
drvore geradora minima

Curitiba



Raphael Henrique Ribas

Aplicacdo da teoria da discrepancia para computar a
drvore geradora minima

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

Curitiba



Sumario

(1 Introducao| p.-4
O problema .5
2 Op p
3 Trabalhos anteriores p.7
..................................... p.7
2 Kruskall ..o 8
3.2 Kruskal p
....................................... p.8
3.4 FredmaneTarjan| . . . . . ... ... o 8
I J p
(3.5 Um algoritmo probabilistico| . . . . . ... .. ... ... .. ........ p.-9
[3.5.1 Verificacao linear| . . . . . . ... .. .. o p-9
3.5.2 Motivacaol. . . . . .. L .10
I ¢ p
3.5.3 Oalgoritmo|. . . . . . . ... L .10
g P
[(3.5.4 Corretude| . . . . . . . . ... p.-11
3.5.5 Complexidade| . .. .. ... ... ... ... .. ... ... ... L1
I p p
[3.5.6  Entendendo o algoritmo| . . . . ... ... ... ... ..., p-12
4 O algoritmo de Chazelle| p. 14
4.1 SoftHeap| . . . .. .. . . . . e p. 14
M2 Motivacaol . . . . . ... e e p-15
4.3 Oalgoritmo| . . . . . . . . . p. 16
4.4 Efeitodacorrupcaol . . . . . . . ... p.-17

4.5 Corretude do algoritmo| . . . . . . .. ... oo p. 18




4.5.1 Contratibilidade] . . .. .. ..

4.5.2 Invariantes que garantem a contratibilidade|{ . . . . . . . ... .. ..

4.6 Complexidade|. . . . . ... ... ...

{4.6.1 Controle de corrupcao| . . . . .

4.6.2 Invariantes que controlam a quantidade de corrupgaol . . . . . . . . .

4.6.3 Quantidade de corrupcao| . . . .

4.6.4 Complexidade da construcao da particaol . . . . .. ... ... ...

4.6.5 Complexidade do algoritmo todo|

[ Conclusao|

[Referencias Bibliograficas|

p. 18
p. 18
p- 19
p.-19
p.20
p.21
p.22

p.23

p- 26

p.27



1 Introducao

O problema da arvore geradora minima ja € bastante antigo e foi provavelmente enunciado
pela primeira vez por Boruvka [8] em 1926. A sua motivac¢do veio de uma pergunta feita por
uma companhia de energia elétrica, eles estavam interessados em saber como construir uma rede
de distribuicao de energia de forma que o seu custo fosse o menor possivel. Esse é exatamente
o problema de encontrar a drvore geradora minima. Entdo Boruvka apresentou um algoritmo

polinomial para o problema.

Depois de entdo, varios outros algoritmos foram propostos. No entanto o problema ainda
continua em aberto. Nao se sabe qual exatamente € a quota inferior para resolver o problema.
Nesse texto faremos um estudo de um algoritmo proposto por Chazelle [2] que é baseado na te-
oria da discrepncia. Este algoritmo apresenta complexidade O(ma(m,n)) onde o é um inverso

da fun¢ao de Ackermann. Este algoritmo € o melhor conhecido até o momento.



2 O problema

No decorrer do texto, algumas convencdes serdo adotadas. O grafo serd representado da
forma usual, isto é, um grafo G é um par de conjuntos (V,E), onde V € o conjunto de vértices
e E é um conjunto de arestas. Todo grafo mencionado serd ndo dirigido. As letras n e m
representardo o namero de vértices e de arestas respectivamente. Por simplicidade, assumimos
que ndo existem duas arestas distintas com o mesmo custo. A arvore geradora minima de um
grafo G sera representada por AGM(G). Uma aresta que pertence 8 AGM ¢é chamada de aresta

leve, caso contrdrio, € uma aresta pesada.

O problema da arvore gerado minima, ou PAGM, pode ser formalizado da seguinte forma.
E dado um grafo G = (V,E) e um custo associado a cada aresta, também chamado de peso da
aresta, representado por uma funcgéio ¢ : E — R. A saida é a T = AGM(G). Isto é, T é uma
arvore geradora de G, isso significa que 7' € grafo conexo aciclico cujo conjunto de vértices €
V e o conjunto de arestas € um subconjunto de E. E T apresenta custo minimo, ou seja, a soma

dos custos de suas arestas € a menor de todas as arvores geradoras de G.

Uma AGM possui duas propriedades bem interessantes que sdo a base de todos os algo-
ritmos para o problema. A primeira delas é que a aresta de menor custo de um corte do grafo
original pertence a AGM. A segunda € que a aresta de maior custo de qualquer circuito ndo
pertence a AGM. O fato € que qualquer uma dessas duas propriedades € suficiente para compu-
tar o PAGM. E o interessante disso € que, essas duas propriedades ndo fazem mencdo a soma
de pesos e tnica a operagao necessario para sua verificagao € a comparacao entre os pesos das

arestas. Isto €, em relacdo aos custos das arestas, s6 importa a ordem dos mesmos.

Vale notar também que essas regras nao restringem de forma alguma qual corte ou circuito
devem ser escolhidos. Entdo, essencialmente, a diferenga dos algoritmos presentes na literatura

se diferem pela forma que esses sdo escolhidos.

Existe um algoritmo que computa a AGM em tempo linear com a restri¢do de que os custos
das arestas sejam ndmeros inteiros. Esse algoritmo depende de algumas operacdes com os

valores dos custos além de apenas comparacdes. Mas aqui ndo colocamos nenhuma restri¢ao



nos custos das arestas e nos limitamos a apenas fazer comparagdes. O problema foi enunciado
com os custos sendo nimeros reais, mas na verdade isso também ndo é necessario, pois estamos
apenas interessados na ordem dos custos. Entdo o dnico requisito é que os pesos das arestas

sejam elementos de um conjunto totalmente ordenado.



3  Trabalhos anteriores

Neste capitulo serdo apresentados alguns algoritmos propostos anteriormente que serdo de

interesse na apresentacao do algoritmo de Chazelle.

3.1 Boruvka

O algoritmo de Boruvka computa a AGM por construcio e se baseia na primeira propri-
edade. O conjunto de arestas incidentes em um dado vértice € um corte do grafo, logo, dado
um vértice, a aresta de menor custo incidente nele pertence a AGM. Entdo, para cada vértice,
€ escolhida a aresta de menor custo incidente nele, essa aresta € inserida da AGM, tomando
cuidado com repeti¢des. Depois disso € feita a contragc@o das arestas escolhidas, isto €, € feita a
unido dos vértices incidentes nas arestas escolhidas, as auto arestas sdo removidas. O processo
€ repetido até que o grafo contenha apenas um vértice. De certa forma o que acontece € que o
algoritmo vai crescendo a AGM a partir de véarias arvores desconexas que corresponde a uma
subarvore da AGM. A cada iteracdo as arvores sao conectadas entre si pelas arestas de menor

custo do seu corte até que no final resta apenas uma arvore que é a AGM.

A corretude desse algoritmo pode ser facilmente verificada. Na primeira iteracdo as arestas
escolhidas de fato pertencem a AGM pela primeira propriedade. Para compreender porque o
processo de contracdo das arestas funciona, basta observar o que representa a vizinhancga de
um vértice ap0s feita a contracdo. Vamos supor agora que durante a contracao a aresta e que
incide nos vértices u e v foi contraida e deu origem ao vértice w. A vizinhanca de w possui
todas as arestas incidentes em u e v com excecao das arestas uv, observe que podem aparecer
arestas multiplas durante a contracdo e a remog¢do das mesmas nao € necessario. Logo, as
arestas de w correspondem as arestas que incidem em « ou em v € em algum outro vértice fora
u e v. Isso mostra que a vizinhanca de w € um corte que separa u e v do restante do grafo.
Entdo a primeira regra pode ser novamente aplicada na vizinhanca de w. Portanto, todas as
arestas escolhidas sdo de fato arestas que pertencem a AGM. E todas as arestas da AGM sao

eventualmente escolhidas, para cada contracdo o nimero de vértices reduz em uma unidade,



entdo o algoritmo precisa fazer n — 1 contragdes para obter um grafo com apenas um vértice, ou

seja, n — 1 arestas serdo escolhidas.

Para cada iteragdo do algoritmo, € escolhido a aresta de menor custo de cada vértice, o que
pode ser feito em tempo O(m). Depois as contragdes sdo feitas, o que também pode ser feito
em O(m). Em cada iteracdo serdo escolhidas pelo menos n/2 arestas distintas, logo, apds a
contragdo serdo removidos pelo menos n/2 vértices. Com isso pode se concluir que o nimero

de iteragdes € O(logn) o que resulta em uma complexidade igual a O(mlogn).

3.2 Kruskal

Posteriormente surgiu o algoritmo de Kruskal [7] e do Prim [9]. No Kruskal a escolha das
arestas € feita tomando a menor das arestas que ainda ndo foram considerada, tal aresta, se
nao forma um circuito com as arestas que ja foram incluidas na AGM, certamente é a menor
de algum corte e pode ser incluida na AGM. A verificacdo de circuito pode ser feita de forma
eficiente usando a estrutura union-find, no entanto as arestas precisam ser ordenadas pelo custo

e 1sso se torna o gargalo do algoritmo, portanto a complexidade € O(m log m).

3.3 Prim

No Prim, diferente do Boruvka, é construida apenas uma arvore. Em cada iteragcdo, sao
consideradas as arestas do corte que separa a arvore que ja foi construida do restante do grafo,
pela primeira regra, a menor delas estd na AGM. Entdo a arvore € estendida com essa aresta
e o vértice incidente. O algoritmo para quando a arvore cobre o grafo inteiro. Com 0 uso
da Fibonacci heap [4] para selecionar a menor aresta do corte e mantendo apenas uma aresta
do corte para cada vértice que ainda ndo entrou na drvore, esse algoritmo tem complexidade
O(nlogn+ m). Notamos que se o grafo for denso o suficiente, nesse caso isso quer dizer que
tem Q(nlogn) arestas, o algoritmo leva tempo linear para computar a AGM, entdo os algoritmos

mais sofisticados atacam os casos em que o grafo é mais esparso.

3.4 Fredman e Tarjan

Fredman e Tarjan [4] publicaram um algoritmo baseado no algoritmo de Prim que computa
a AGM em tempo O(mf3(n,m)), onde B(n,m) = O(log*n). Analisando a complexidade do

Prim, notamos que o gargalo estd no nlogn que se da pelo fato de que a heap uma quantidade



grande de elementos e as suas operagdes se tornam caras. A idéia aqui € limitar a tamanho dessa
heap. E para isso foi necessario adotar uma estratégia parecida com o algoritmo do Boruvka,
isto é, crescer vdrias arvores separadamente. Para cada iteracao € escolhida uma certa contante
k, executa-se o Prim a partir de algum vértice até que a heap atinja tamanho k ou até que a
arvore incorpore um vértice que ja esteja em outra drvore. Depois, escolhe-se um vértice que
ndo esteja em nenhuma arvore. Esse processo € repetido até que todos os vértices estejam em
alguma arvore. Nesse momento existem vdrias arvores separadas, entdo ¢é feita a contragao de
todas as arestas que foram escolhidas para alguma arvore. Feita a contracdo, cada arvore se torna
um vértice e o grafo resultante possui um nimero menor de arestas. Essa iteracdo € repetida até
que o grafo resultante possua apenas um vértice. O valor de k € escolhido de forma que cada
iteracdo leva um tempo linear em m e tal valor cresce exponencialmente conforme a densidade
do grafo e, que por sua vez, cresce a cada iteragdo. A ultima iteracdo ocorre quando o valor
de k atinge o numero de vértice do grafo corrente, o que acontece com um numero pequeno de
iteragdes. Uma explicacdo mais detalhada desse algoritmo estd além do escopo desse trabalho,
o leitor interessado poderd consultar as referéncias. O importante aqui € observar que a técnica
de construir a arvore de forma separada foi aplicada com sucesso. Ela pode ser vista como
uma divisdo e conquista bottom-up com o detalhe que a divisdo ndo € clara até que todas as

subdrvores estejam prontas. Essa técnica serd levada mais adiante no algoritmo de Chazelle.

3.5 Um algoritmo probabilistico

Mais recentemente, Karger, Klein e Tarjan [S] descobriram um algoritmo probabilistico
para computar a AGM em tempo esperado linear. Este foi baseado em um algoritmo para o
problema de verificar uma AGM. Este foi resultado de vérios autores e sua versao final foi
apresentada por King [6]. Faremos uma breve discussdo sobre o algoritmo de verificacao pois

uma explicacao detalhada foge do contexto desse texto.

3.5.1 Verificacao linear

O problema de verificar uma AGM pode ser formalizado da seguinte forma. E dado um

grafo G e uma drvore geradora T. A entrada deve ser aceita se T = AGM(G).

O algoritmo é uma aplicacdo da segunda propriedade. Para cada aresta que esta fora da
arvore verifica-se no circuito que ela forma com as arestas da arvore qual é aresta de maior
peso. Para que a arvore seja minima a aresta de maior peso do circuito devera ser a aresta que

estd fora da 4rvore se isso nao acontecer a arvore dada nao € minima e o algoritmo rejeita. Essa
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verificacdo € feita para todas as arestas. A arvore s € dita minima se todas as arestas passarem
na verificacdo. A utilidade desse algoritmo ndo € simplesmente a verificagdo, mas sim o proprio
algoritmo. Ele fornece uma forma eficiente de descartar uma grande quantidade de arestas que
nao estdao na AGM. Note que até agora, a constru¢ao da arvore se dava pela inclusao de arestas

apenas, agora vamos construir pela exclusdo de arestas.

3.5.2 Motivacao

A idéia desse algoritmo vem da observacdo de que a partir de uma arvore geradora que €
quase minima, o algoritmo de verificagdo nessa arvore, vai encontrar algumas arestas que esta
de fora mas que nio sdo a maior do circuito fundamental, o que prova que a arvore dada ndo
¢ minima. Mas para a maioria das arestas que estdo de fora, serd verificado que de fato essa
aresta é a maior do seu circuito fundamental e pela segunda propriedade essa aresta nio pertence
a AGM entao pode ser descartada. Infelizmente o nimero de arestas descartadas em um grafo
muito esparso é pequena, para isso serd algumas iteragdes do algoritmo de Boruvka que reduz
o nimero de vértices e torna o grafo mais denso, com isso permitindo que o descarte de arestas
seja eficiente. A grosso modo o algoritmo funciona em duas etapas, uma que reduz o nimero
de arestas e outra que reduz o nimero de vértices. E cada iteracdo reduz o numero de vértices e

arestas para menos da metade, o que nos d4 um algoritmo linear.

A parte probabilistica entra na construcao da arvore quase minima e a proposta do algoritmo
¢, na verdade, bastante simples. Sorteia-se metade das arestas e, recursivamente, computa-se a
AGM usando apenas essa metade. A drvore encontrada a partir das arestas sorteadas € proximo
o suficiente da AGM e o esperado € que, apds o processo de descarte de arestas, reste apenas 2n
arestas. O numero de arestas que vao restar dependem das arestas sorteadas no passo anterior,
pode ser até que as arestas sorteadas formem um grafo desconexo, mas, felizmente, isso nao
acarreta nenhum problema muito sérios. Vamos mostrar que a chance de o nimero de arestas
apos o descarte ser muito maior que o 2n esperado € pequena. Quando tivermos um grafo
desconexo, serd computado a floresta geradora minima e no descarte de arestas, qualquer aresta

que liga duas arvores separadas € considerada leve e nao é descartada.

3.5.3 O algoritmo

Entdo o algoritmo final pode ser escrito da seguinte forma.

1. Execute duas iteragdes do algoritmo do Boruvka.
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2. Faga o sorteio das arestas. Chamamos o grafo com somente as arestas sorteados de G’
3. Compute recursivamente 7/ = AGM (G’).

4. Execute o algoritmo de King para descartar arestas pesadas das arestas que ndo foram

sorteadas. Chamamos de E’ o conjunto de arestas ndo descartadas.

5. Compute recursivamente AGM (T' UE').

3.5.4 Corretude

A corretude do algoritmo € bastante direta, s6 precisamos nos preocupar mais com o fato
de se o algoritmo realmente termina. A expectativa do nimero de arestas apos a filtragem vem
da andlise do que ocorre com a AGM das arestas sorteadas. O sorteio ocorre de forma um
pouco diferente do que foi comentado anteriormente, cada aresta é sorteada com probabilidade
meio de forma independente. Supondo que o sorteio acontece da aresta mais leve para a mais
pesada, toda vez que decidimos nao sortear uma aresta leve, alguma aresta pesada se torna leve,
a aresta ndo sorteada serd considerada leve no filtro e ndo serd descartada. Aqui vou me referir
a arestas leves e pesadas em relagdo a AGM das aresta que foram sorteadas até o momento
mais as arestas que ainda nao foram consideradas, assim, tal arvore pode mudar cada vez que
uma aresta ndo € sorteada. Isso quer dizer que as arestas que nao sao filtradas sdo somente as
arestas que eram leves no momento do seu sorteio mas nao foram sorteadas. A chance de nao
conseguirmos sortear n — 1 arestas ap0s k sorteio de arestas leves se comporta de acordo com a
funcao cumulativa da distribui¢do binomial negativa que decresce de forma exponencial a partir
de n— 1 tentativas e o valor esperado € n — 1. Juntando essas arestas ndo filtradas com as arestas

que estdo na arvore quase minima, temos os 2n esperados de arestas ap0s a filtragem.

3.5.5 Complexidade

A complexidade de cada iteracdo, desconsiderando as chamadas recursivas, € linear no
tamanha do grafo. O passo 1 € linear como ja vimos anteriormente. O passo 2 também, porque
consiste apenas de m sorteios. O passo 4 depende apenas do algoritmo de King que também
vimos que € linear. Entdo em cada iteracdo a complexidade é O(n + m), é importante colocar
o n porque em qualquer momento o grafo em questdo pode ser bem esparso e desconexo, isso

torna o numero de vértices relevante.

Os demais passos sao chamadas recursivas. Considere que as iteracdes do Boruvka ocorre

antes de cada chamada recursiva, o efeito € o mesmo mas facilitard a explicacdo. O tamanho
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de um grafo serd representado por um par (n,m). Na primeira recursdo, a expectativa é de
sejam sorteadas metade das arestas, e apos as iteracdes do Boruvka o nimero de vértices é
reduzido para no méximo um quarto. Entdo o tamanho do grafo na primeira recursio serd
(n/4,m/2). Na segunda recursdo o grafo terd apenas as arestas nao descartadas e a expectativa é
que sobrem 2n arestas, entdo o tamanho do grafo esperado é (n/4,2n). Entao podemos escrever
a complexidade com a seguinte recursao F(n,m) = O(n+m)+ F(n/4,m/2)+ F(n/4,2n) que
¢ O(n+m).

3.5.6 Entendendo o algoritmo

Agora vamos parar um pouco e refletir sobre o que acontece com esse algoritmo. As idéias
apresentadas sdo a base para a constru¢do do algoritmo de Chazelle. Tal algoritmo foi publicado
junto com um livro sobre técnicas relacionadas a teoria da discrepancia. Essa teoria nasceu de
uma pergunta feita por van der Corput em 1935. Quao uniforme pode ser uma seqiiéncia finita
de nimeros em [0, 1]? Em outras palavras, quanto podemos aproximar uma seqiiéncia continua

com um seqiiéncia discreta?

Do ponto de vista computacional, podemos esquecer os detalhes e vamos nos preocupar
com outra pergunta semelhante. Qudo bem um subconjunto representa o conjunto original?
Para mostrar isso de forma simples, tome o problema da selecao linear, que consiste em deter-
minar o k" menor elemento de um conjunto. O interesse nesse problema é o algoritmo que o

resolve em tempo linear.

A 1idéia fundamental do algoritmo € por particdo do conjunto, escolha um elemento x do
conjunto, conte quantos elementos menores do que x existem, se esse valor for maior do que
k, entdo o k' elemento é menor que x, logo todos os elementos maiores que x podem ser
descartados. Caso contrdrio, os elementos menores que x sdo descartados. E o processo se
repete até que sobre apenas um elemento. A quantidade de elementos descartados depende da
escolha de x. Para garantir que essa quantidade seja grande o suficiente, temos que garantir
que as quantidades de elementos maiores € menores que x ndo sejam muito diferentes. Assim
qualquer que seja o resultado da comparagao com k, a quantidade de elementos descartados vai
ser aproximadamente a mesma. Isso é o mesmo que garantir que x serd um elemento préximo

da mediana.

Uma estratégia é fazer um sorteio de um quarto dos elementos, computa-se a mediana
desses elementos sorteados com uma chamada recursiva. A expectativa é de que essa mediana
seja bem préoxima da mediana do conjunto original e que seja uma boa escolha para x. Uma outra

forma deterministica € particionar o conjunto em partes de tamanho cinco, tomar a mediana de
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cada parte, a mediana dessas medianas estard, no mdxima, ha uma distancia de um quarto dos
elementos da mediana original. Essa escolha garante que serd descartada pelo menos um quarto

dos elementos o que € suficiente para garantir comportamento linear.

As duas estratégias apresentadas, corresponde a uma mostragem do conjunto original. Tal
amostra é representativa o suficiente para que com a sua mediana nds possamos inferir algo util
sobre o conjunto original. E essa € a questdo principal da teoria da discrepancia. O conjunto das
medianas das partes corresponde a um conjunto de baixa discrepancia em relacdo ao conjunto

original.

Voltando ao algoritmo probabilistico para encontrar a AGM, podemos observar que o passa
que sorteia metade das aresta, na verdade, estd construindo um grafo que possui baixa dis-
crepancia em relagdo ao grafo original. A drvore minima desse subgrafo nos da informagdes
suficientes para inferirmos a auséncia de varias arestas da AGM. A pergunta agora é outra.
Quao bem esse subgrafo representa o grafo? E a resposta ja estd bem respondida com o que foi

apresentado anteriormente.

O algoritmo probabilistico funciona bem, mas ainda estamos curiosos para entender com-
pletamente 0 PAGM. Enquanto esse algoritmo € revelador ele ndo mostrou tudo ainda. Ainda
nao se sabe ainda, por exemplo, qual € a quota inferior para o problema. Para isso uma versao
deterministica desse algoritmo seria muito interessante. E a busca pelo mesmo € o objetivo prin-
cipal dos estudos publicados no livre do Chazelle, 14 ele mostra a aplicacio de varias técnicas re-
lacionadas a teoria da discrepancia aplicadas em diversos problemas. Primeiramente a aplicagao
mais ingénua resulta em um algoritmo probabilistico, mas com um estudo detalhado, versoes

deterministicas também foram apresentadas.
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4 O algoritmo de Chazelle

A pergunta agora € como determinar um subgrafo que seja um bom representante do grafo
de forma deterministica. Em comparacdo com o problema da selecdo linear, em ambos, uma
estratégia probabilistica funciona igualmente bem. Serd que o mesmo pode ser dito sobre uma
estratégia deterministica? A dificuldade no grafo é que, além de a amostra precisar que ter uma
boa representativa numérica, ou seja, represente bem os pesos das arestas, ela também precisa
ter uma boa representatividade combinatdria, ou seja, represente bem a estrutura do grafo. Uma

simples amostragem aleatdria se mostrou bem eficaz nesses dois requisitos.

Lembrando que nos algoritmos deterministicos, de certa forma, eles eram todos limitados
pela procura das arestas de menor custo. Geralmente era usada uma heap para determinar
a menor aresta de um corte. O custo elevado das operacdes da heap motivou a forma dos
algoritmos até entdo. Seguindo a tendéncia, novamente a heap € atacada, como s6 queremos
algo que € quase minimo, podemos relaxar a forma heap e permitir que ela cometa erros em

prol do desempenho. Entdo a proposta € o uso da soft heap [3].

4.1 Soft Heap

O principio da soft heap é aumentar o valor das chaves dos elementos a fim de controlar o
nimero de chaves distintas, um elemento cuja chave foi modificada serd considerado corrom-
pido. A chave s6 aumenta, entdo uma vez que um elemento foi corrompido, ele continuara
corrompido. Para simplificar as discussdes futuras, a chave usada pela soft heap serda chamada
de chave corrente que pode ser maior que a chave original se o elemento estiver corrompido.
Para o problema da AGM as chaves serdo os custos das arestas e nesse caso falaremos em custo

original e custo corrente.

O ndmero de elementos corrompidos é controlado por um pardmetro 0 < € < 1/2. A ga-
rantia € que apds n insercoes, a heap deverd conter no maximo €n elementos corrompidos a

qualquer instante. Note que n ndo representa o nimero de elementos presentes na heap como
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normalmente acontece. Com base no que foi dito, as operacdes da heap podem ser feitas em
tempo constante com exce¢do da remog¢do da menor chave que € feita com tempo O(logl/g).
No entanto, o valor de € serd uma tnica constate durante toda execucdo do algoritmo, entao

podemos considerar que todas as operacdes dessa heap vao levar um tempo constante.

A soft heap foi desenvolvida com base na heap binomial, uma vantagem € que esta permite
unido de duas heaps de forma eficiente. Outra vantagem € o seu formato mais flexivel que
permite que a inser¢ao e a unido ocorram em tempo constante, € a mesma idéia que foi aplicada
na Fibonacci heap. E s6 estamos interessados em trés operacdes da heap, que sdo a inser¢ao,

remocao e unido.

4.2 Motivacao

Infelizmente, ndo € possivel simplesmente usar a soft heap em algum algoritmo visto ante-
riormente, a quantidade de chaves corrompidas seria enorme e a arvore produzida seria inutil.
A maior dificuldade é controlar a quantidade e o efeito da corrupg¢ao. Para isso serd usado uma
estratégia semelhante ao que foi aplicado no algoritmo de Fredman e Tarjan, que era construir
vdrias arvores separadas a fim de reduzir o tamanho da heap e ganhar desempenho. Aqui esta
técnica ganha outra justificativa, quanto menor a heap, menor € o nimero de chaves corrompi-

das.

No algoritmo de Fredman e Tarjan, os conjuntos de vértices das arvores construidas em
cada iteracdo correspondem a uma particao do conjunto de vértices do grafo. Tal parti¢ao s6 €
conhecida ao final da iteracdo. Mas aqui seré feito diferente, a parti¢do serd construida antes de
computar a AGM. A vantagem 6bvia € que podemos aplicar uma divisdo e conquista efetiva,
isto €, podemos computar a AGM de cada parte separadamente. A outra vantagem nao tao 6bvia
€ que a construcao da parti¢cdo € mais tolerante a corrup¢do gerada pela soft heap. As arestas
serdo guardas na soft heap, e quando a soft heap corromper a chave dessa arestas, dizemos que
essa aresta se tornou corrompida. Arestas corrompidas que incidem em dois vértices da mesma

parte ndo influenciam no resultado.

Podemos organizar as partigdes como uma hierarquia 7. As folhas correspondem aos
vértices do grafo inicial. Cada né interno z corresponde a um vértice que foi criado pela

contracdo do subgrafo C; que € composto pelos vértices correspondentes aos filhos de z.

Até agora sé nos referimos a contracdo de arestas. Vamos estender essa nocao para um
subgrafo. Contrair um subgrafo € o mesmo que contrair todas as suas arestas. De certa forma,

essa acao j4 foi utilizada no algoritmo de Tarjan, onde cada 4rvore era contraida. Dizemos que
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um subgrafo C de G pode ser contraido, isto &, ele € contraivel quando a intersec¢@o de C com a
AGM (G) é conexa. E facil perceber que isso nos garante que a AGM(C) também é um subgrafo
da AGM(G). Assim, para computar a AGM do grafo, basta computar a AGM(C) e do grafo

resultante da contragdo de C.

O efeito das arestas corrompidas é que as particdes computadas nao serdo corretas. Al-
gumas arestas corrompidas vao atrapalhar, essas arestas sdo chamadas de arestas ruins e serdao
temporariamente descartadas para serem reprocessadas posteriormente. Mas as particoes es-
tardo corretas em relacdo as arestas boas. Ela nos fornecerd um meio de encontrarmos uma
AGM minima das arestas boas que serd uma arvore geradora quase minima do grafo origi-
nal. Qualquer aresta boa fora desta arvore pode ser definitivamente descartada. Em seguida,
as arestas ruins sdo colocadas de volta no grafo para computar e entdo a verdadeira AGM ¢é

computada.

4.3 O algoritmo
O algoritmo pode ser descrito pelos seguintes passos.

1. Se o grafo for menor que uma constante, compute a AGM de forma direta.
2. Execute k iteragdes do algoritmo de Boruvka.

3. Construa a hierarquia 7' e o conjunto B de arestas ruins.

4. Compute T" — |J,c.7AGM(C; B)

5. Devolva AGM(T' UB)

Podemos notar a semelhanga com o algoritmo probabilistico, o dois primeiros passos sao
praticamente os mesmos e desempenha o mesmo papel. O terceiro e quarto passos eliminam

arestas que nao estdo na AGM. E o ultimo passo € a recursdo com as arestas que sobraram.

O primeiro passo trata do caso base da recursio, se o grafo se tornou pequeno o suficiente,
pode aplicar qualquer algoritmo visto anteriormente. O segundo passo serve para reduzir o
nimero de vértices, isso € importante para garantir que o nimero de arestas descartadas nos

passos seguintes seja grande o suficiente para garantir o andamento do algoritmo.

O terceiro passo € parte mais interessante de todo o processo, a implementacdo dos demais

passos ¢ bastante direta. Ao contrario do que acontece nos outros algoritmos, a hierarquia é
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construida de cima para baixo. A construgdo € feita com duas operagdes. A extensdo, que a
escolha de uma vértice novo para a criagdo de um novo né na hierarquia. E a retracdo, que é
feita quando um subgrafo atinge o seu tamanho esperado, ele € contraido e o vértice resultante

¢ inserido no subgrafo pai.

Para explicar esse processo vamos considerar o algoritmo ja em execug¢do, a construcao da
hierarquia se da como uma busca em profundidade. Entdo sejam os nés zg, ..., zx corresponden-

tes ao caminho ativo, os subgrafos C,, ...,C;, estdo sendo construidos.

A retragdo ocorre sempre no subgrafo do ultimo n6é do caminho ativo, isto €, em C,. O
vértice resultante da contracao de C,, € inserido em C,, ,. Apos a retra¢do, o caminho ativo
deixa de incluir o n6 z;. A retracdo em si € bem trivial, a dificuldade maior é manter as estruturas
de dados atualizadas. Essas estruturas sdo utilizadas na escolha do vértice para extensao e sera

vista em detalhes em seguida.

4.4 Efeito da corrupcao

Vamos chamar de arestas de borda as arestas que incide em exatamente um vértice que ja foi
incluido na hierarquia. Para extensdo, podemos escolher o vértice que incide na aresta de borda
de menor custo. Pela propriedade do corte, sabemos que tal aresta pertence a AGM portanto €
uma escolha segura para manter cada subgrafo contraivel. No entanto determinar esta aresta é
custoso e queremos fugir disso. Entdao usaremos a menor de acordo com a soft heap, isto é, sera

escolhido a aresta de menor custo corrente.

O efeito da corrupgao é que as arestas corrompidas podem se “esconder®, isto €, eles de-
veriam ter sido escolhidas em algum momento como a menor, mas, por causa do seu custo
aumentado, ndo foram. Essas arestas ainda podem ser escolhidas antes que o seu subgrafo in-
cidente seja contraido, ou seja, o erro pode ser arrumado até a contracdo se eventualmente essa
aresta for trazida para dentro do subgrafo. Por esse motivo, o erro gerado pela corrupcao de
uma aresta s6 € definitivo quando o subgrafo incidente da aresta é contraido, mas somente se
ela for de borda. Nesse caso, fingimos que as arestas de borda corrompidas incidentes no sub-
grafos que estd sendo contraido possuem como custo original 0 mesmo custo corrente e essas
arestas siao consideradas ruins. Para isso definimos o custo de trabalho, que € igual ao custo
original se aresta é boa, caso contrario, € o custo corrente. O resultado disso € que as parti¢coes
estardo corretas em relagdo ao custo de trabalho. O que acontece € que toda vez que uma aresta

atrapalha, ela ¢ marcada como ruim e tudo volta a ficar certo de acordo com o custo de trabalho.
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4.5 Corretude do algoritmo

4.5.1 Contratibilidade

Apenas marcar as arestas ruins nao € suficiente, € preciso um certo cuidado extra para garan-
tir que cada subgrafo seja contraivel. Uma forma € garantir que os subgrafos sejam fortemente
contraivel, isto €, para todo par de arestas de borda de C, e e f, existe um caminho em C que
conecta e e f mas que ndo possui nenhuma aresta que excede os custos de e e f. Provamos por
contradi¢do que se um subgrafo C é fortemente contraivel, entdo ele € contraivel. Assuma que
tal subgrafo nao € contraivel, por defini¢do a sua interseccao com a AGM deve possuir mais de
uma componente conexa. Agora considere o caminho 7 na AGM(G) que conecta duas compo-
nentes distintas de C. Esse caminho ndo possui nenhuma aresta em C, caso contrario nao seria
o menor caminho, e possui mais de uma aresta, se tivesse apenas uma aresta, essa aresta estaria
em C pois este € um subgrafo induzido pelos vértices. Entdo, suas arestas de extremidades sdao
distintas e cada uma incide em exatamente um vértice de C. Como C € conexo, © forma um
circuito com algum caminho em C, entdo pela propriedade da AGM a maior das arestas desse
circuito ndo pertence a AGM, mas qualquer aresta em C possui custo menor que as extremida-
des de 7, logo a aresta mais pesada ndo estd em C, mas estd na AGM o que é uma contradi¢do

e isto prova a hipotese.

4.5.2 Invariantes que garantem a contratibilidade

Para garantir que os subgrafos sejam fortemente contraiveis sdo mantidas algumas invari-
antes. A invariante 1 é: para todo i < k, € mantido uma aresta chamada de aresta de cadeia
que conecta C;; e C;,,,. O custo corrente dessa aresta (1) ndo € maior que o custo corrente de
nenhuma aresta de borda incidente em C;; U... UC;, e (i1) menor do que o custo de trabalho de

qualquer aresta que conecta dois C;,(j < i) distintos.

A retragcdo ndo viola essas invariantes, pois a aresta de cadeia do subgrafo que estd sendo
retraido passa a ser uma aresta interna do subgrafo pai e ndo precisamos mas nos preocupar com
ela, ou seja, ela deixa de ser uma aresta de cadeia. O subgrafo que ganha o vértice resultante
da contracio, pode ganhar algumas arestas de borda novas, mas estas ndo geram restricdes nas

arestas de cadeia que aparecem acima no caminho ativo.

A parte mais dificil de manter essas invariantes é durante a extensdo. A aresta (u,v) de
borda de menor custo corrente serd a aresta de cadeia. Seja v o vértice que estd de fora durante

a extensao. Um novo subgrafo C,; | serd criado e conterd apenas o vértice v. Agora preci-
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samos garantir as invariantes descritas a cima. A invariante 1.1 j4 é mantida pela escolha da
aresta, que € a menor aresta de borda. Mas pode ser que o custo dessa nova aresta de cadeia ndao
obedeca a invariante 1.ii, pode até ser que tal aresta ndo incida no dltimo C; ativo e teriamos
uma ramifica¢do do caminho ativo. Se for o caso, ¢é feita a fusdo, que a contragao dos ultimos
subgrafos da cadeia até que a primeira restricao seja satisfeita. Mais especificamente, é esco-
lhida uma aresta (a,b) que conectam dois C, distintos cujo custo de trabalho é no maximo o
custo corrente de (u,v) e incide no C,, mais proximo da raiz do caminho ativo. Considere que

a € C;,. Entdo é feita a contracdo dos C,,, , U...UC;, e depois ¢ feita a contragdo da aresta (a,b).

i+1

Depois da fusdo, a extensdo pode ser feita. Pela escolha de (a,b), se o vértice u ndo per-
tencia ao ultimo C, da cadeia, agora pertence por conseqiiéncia das duas restri¢des. O subgrafo
¢

tido, para cada par C, da cadeia, a menor aresta que os conectam. Essas arestas podem ser

.., € colocado no final da cadeia. Para uma escolha eficiente da aresta (a,b), é também man-

atualizadas de forma trivial em cada retragcao e extensao.

A fusdo é um processo necessdrio mas tem um efeito meio confuso. Vdrios subgrafos em
construcdo sdo contraidos mesmo que nao tenham atingidos o seus tamanhos desejados. Mas
nada de muito dramatico acontece, os subgrafos “incompletos” sdo considerados prontos. A
verdade das fusdes € que elas s@o boas do ponto de vista computacional. Se ocorresse fusdo em
toda extensdo, a altura da cadeia ndo passaria de dois nds e sua construg@o seria mais rapida,
porque a segunda restricio e a manutencdo das heaps penalizam os caminhos ativos muito

longos.

4.6 Complexidade

Até agora s6 nos preocupamos com a corretude do algoritmo, agora focamos a atengao
no seu desempenho. Até o momento, alguns detalhes importantes foram omitidos, sdo eles o
tamanho maximo que cada C, pode atingir. Outro detalhe é que s6 foi comentado como tratar
arestas corrompidas, mas nada foi dito como manter a quantidade destas sob controle. Esses

aspectos nao afetam a corretude do algoritmo.

4.6.1 Controle de corrupcao

Usar apenas uma soft heap para guardar todas as aresta ndo € suficiente. A quantidade de
corrupg¢do ainda seria grande demais. Entdo as arestas de borda sdo distribuidas em vérias heaps

seguindo o seguinte critério que serd a invariante 2. Antes de entrar em detalhes, vamos lembrar
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as garantias da soft heap. O nimero de arestas corrompidas depende do nimero de inser¢oes
naquela heap. Isso quer dizer que depois de muitas inser¢cdes e remo¢des na mesma heap, o
ndmero de chaves corrompidas na heap pode ser muito grande, isto €, se uma heap se torna
muito “velha” ela se torna inutil. A estratégia serd manter as arestas em vdarias heaps, e durante
o processo heaps serdo criadas e destruidas, assim podemos manter a quantidade de corrup¢ao

sob controle.

4.6.2 Invariantes que controlam a quantidade de corrupc¢ao

Para todo j, toda aresta de borda (u,v), tal que u € C;;, € colocada ou na heap H(j) ou
na heap H(i, j), onde 0 <i < j. Toda aresta de borda se encontra em exatamente uma heap.
As arestas presentes em H (i, j) sdo arestas cujo vértice v € vizinho de C;, mas néo € vizinho a
nenhum C,, tal que i < [ < j. Se existem mais de uma aresta, sejam elas (', v) e (u,v), em que
ambos u',u € C, ;» logo ambas sdo candidatas a mesma heap H (i, ), entdo uma delas pode ser
colocada na heap H(j). Nota que i pode ser 0 o que quer dizer que v ndo € adjacente a nenhum

C,, onde [ < j. Todas as soft heaps utilizam o0 mesmo valor para €.

Depois de uma retragdo em C,, as heaps H (k) e H(k — 1,k) sdo destruidas, as suas arestas
corrompidas se tornam ruins e sao descartadas. As arestas boas sdo separadas em conjuntos,
um para cada vértice externo. Para cada conjunto € selecionada a aresta de menor custo e
as demais sdo descartadas. Esse descarte € possivel porque estamos tratando de arestas que
incidem em um mesmo vértice externo e em um subgrafo que é contraivel, no maximo uma de
cada conjunto vai estar na AGM. As arestas que sobraram sao colocadas nas heaps adequadas,
note que as arestas de borda de C;, agora sdo de C;,_,. Para cada aresta (r,s), se ela vem de H (k)
e existe uma aresta em H(k — 1,k) incidente em s, ou se ela vem de H(k — 1,k) entdo ja existe
uma aresta em algum H (i,k — 1) incidente em s, portanto essa pode ser inserida em H(k — 1).
Caso contrario, essa aresta veio de H (k) entdo existe uma aresta em algum H (i,k) parai < k— 1
que incide em s, logo a aresta deve ser inserida em H (i,k). Vale notar que nesse dltimo caso,
também poderiamos inserir a aresta em H(k — 1) obedecendo a invariante 2. Mas queremos
adiar o reprocessamento dessas arestas, isto €, quando C;, , for contraido, essas arestas terdo
que ser inseridas novamente em outra heap e isso seria caro demais. Ao coloca-las em H (i,k),
s6 vamos nos preocupar com essa aresta novamente mais tarde. E por fim, toda heap H (i, k)

para i < k— 1 é unida com a heap H(i,k—1).

Apébs uma extens@o novas heaps sdo criadas. Seja (u,v) a aresta de extensdo, 0 novo sub-
grafo C;, criado terd como arestas de borda, as arestas vizinhas de v que ndo incidem em nenhum

outro C,. Essas arestas sdo separadas em conjuntos, um para cada vértice externo, e s6 ficamos
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com a menor de cada conjunto. Cada aresta € inserida no seu H (i, j) apropriado. A atualizagdo
das heaps na fusdo € feita da mesma forma do que na retracao, s6 tomando o cuidado que aqui
ocorre a contragao de varios subgrafos, mas € facil adaptar para essa diferenca. Outro detalhe
da extensao, € que para determinar a menor aresta, devemos consultar todas as heaps e escolher

a menor aresta de todas as heaps.

Essa organizacdo das heaps servem para dois propdsitos. As heaps da forma H(i) ser-
vem para controlar a quantidade de arestas ruins, somente elas ja seriam o suficiente para este
proposito. O problema que surge € que na retracio, temos que destruir uma heap, e nesse caso
a quantidade de arestas na heap final pode se tornar muito grande. O nimero de arestas que
seriam processadas a cada seria muito grande. A vantagem das heaps H(i, j) é que elas ndo
precisam ser inteiramente processadas quando o C;; esta sendo contraido, uma simples unido
¢ o suficiente para manter a organizaciao desejada. Basicamente, quando uma aresta entra em
algum H (i) é porque haverd descarte dessa ou de alguma outra aresta presente em H (i — 1,i)
quando o C;, for contraido. Assim temos certeza que o nimero de arestas que serdao levadas

para cima € pequeno.

4.6.3 Quantidade de corrupcao

O resultado disso € que o nimero de insercdes em heaps € no maximo 4m durante a
construgdo de 7. Para provar isso, considere que cada aresta possui quatro créditos. Para cada
vez que essa aresta € inserida em uma heap, ela perde um cfedito, quando ela for descartada os
seus créditos podem ser transferidos para outra aresta. Vamos mostrar que para qualquer j , toda
aresta de H(j) tem pelo menos dois créditos e para todo i, j e todo vértice v fora da cadeia, as ¢
arestas de H (i, j) somam pelo menos g+ 2 créditos. As arestas sdo inseridas pela primeira vez
em alguma heap em uma extensdo. Como ndo mantemos multiplas arestas no grafo, as arestas
comegam em algum H (i, j) com trés créditos. Agora considere a aresta (r,s) que ¢ reinserida na
retracdo. Se esta aresta foi inserida em H(k — 1), entdo as arestas incidentes em s que estavam
em H(k — 1,k) liberaram pelo menos trés créditos. Um deles cobre a reinser¢do dessa aresta
e os outros dois cobrem os créditos extra para H(k — 1) pela aresta extra. As demais arestas
incidentes em s que estavam em H (k — 1,k) foram descartadas. Caso contrdrio, se a aresta foi
inserida em H (i, k), serdo liberados pelo menos dois créditos porque essa aresta veio de H (k),
um crédito cobre a reinserc@o e o outro cobre o crédito extra na heap H (i, j), esta ja possui pelo
menos um vértice incidente em s entdo s € necessario um crédito extra. A mesma andlise pode

ser aplicada para o processo de fusao.

Entdo seja o pardmetro da soft heap € = 1/c onde ¢ é uma constante grande o suficiente.
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Entdo a quantidade de arestas corrompidas serd m/c mais o nimero de remog¢des da menor
aresta das heaps, o que ocorre n — 1 vezes. Lembrando que a garantia da quantidade de chaves
corrompidas s leva em conta as arestas que estdo na heap, entdo para cada aresta corrompida
que for removida, uma nova aresta podera ser corrompida. Isso nos leva a um total de m/c +

n— 1 arestas corrompidas. Portanto o niimero de arestas ruins serd menor que m/c + n.

4.6.4 Complexidade da construcao da particao

O tempo para construir a parti¢ao do grafo depende principalmente das operagdes da heap.
Na extensao, € preciso consultar todas as heaps para determinar a aresta de menor custo. Sendo
d a altura maxima que a hierarquia pode atingir, o nimero de heaps existentes em qualquer
momento serd O(d?). Toda extensdo traz um vértice nova para a parti¢io, entdo ocorrerd exa-
tamente n — 1 extensdes. Com cuidado necessario a garantia das invariantes pode ser feita com
uma complexidade que ndo excede o total das operacdes da heap. Entdo as extensoOes custarao
ao todo O(d?n). Nas retragdes, o limitante é o nimero de insercdes feitas nas heaps e como
foi visto anteriormente esse valor ndo excede 4m. Logo a construcao da particdo levard tempo
O(m+d*n).

Por fim, resta decidir o tamanho de cada C; da parti¢do e a altura de 7. Vimos que quanto
maior a altura mais custoso se torna a construcdo da parti¢do, entdo queremos manter a altura
baixa. Uma escolha razodvel para d é c[</m/n] em que ¢ é uma constante grande o suficiente.
Assim o tempo de construcdo da parti¢ao se torna linear. O tamanho dos C; influencia o tempo
gasto nas recursdes. Quanto menores melhor, mas se forem pequenos demais nao serd possivel
garantir a altura de 7. Para isso usaremos uma funcdo semelhante a funcdo de Ackermann, a

diferenca € pequena e sO serve para encaixa-la melhor no algoritmo.

2j sei=1
S(i,j)=14 2 se j=1
S, j—1)S(i—1,83G,j—1)) sei,j>1
Seja C; a altura de z em 7', sendo que as folhas possuem altura 0. Uma boa escolha para o

graun, de z é

S(t,1)3 sed, =1
S(t—1,8(t,d,—1)) sed;>1.

n; =

A varidvel fica como parametro do algoritmo, inicialmente serd escolhido como sendo o
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menor valor possivel para obedecer a altura de T desejada, isto €, t € 0 menor inteiro positivo tal
que n < S(t,d)>. Agora vale a pena retomarmos os passos do algoritmo que foram apresentados
anteriormente com as modificagdes necessdrias para o parametro ¢. O algoritmo recebe dois

parametros, um grafo e o valor de 7.

1. Set=1ousen=0(1), compute AGM(G) diretamente.
2. Execute c iteracdes do algoritmo de Boruvka.

3. Construa a hierarquia 7' e o conjunto B de arestas ruins.
4. Compute T" — |J,c7AGM(C; B,t — 1)

5. Devolva AGM(T' UB,t)

4.6.5 Complexidade do algoritmo todo

Agora vamos mostrar, por indu¢do em ¢ e n, que executar AGM (G, t) leva tempo no maximo
bt(m+d*(n—1)), em que b é uma constante grande o suficiente. Para o caso base em que
t = 1, podemos computar a drvore em O(n?), mas N < S(1,d)* = 84°, entio O(n?) = O(d*n) <
b(m+d*(n—1)). Ouse n= 0(1), podemos computar em O(m) < b(m-+d>(n—1)).

No passo 2, as iteragdes do Boruvka levam tempo O(n + m) e transformam o grafo G em
Go com ngy < n/2°¢ vértices e my < m arestas. O passo 3 leva tempo O(m -+ d>n) como visto
anteriormente. No passo 4 temos a recursdo do algoritmo. Vamos desconsiderar a ocorréncia
das fusdes por enquanto, ela serd tratada separadamente em seguida. Dizemos que um noé z
estd completo quando este atinge a quantidade desejada de filhos. A razdo pela qual um né
nao se torna completo pode ser simplesmente porque o algoritmo terminou, isto €, ndo ha mais
nenhum vértice para fazer extensdo, ou por razao de uma fusdo, mas vamos deixar a fusdo para
depois. Agora seja N, a quantidade total de vértices do grafo original que aparecem no né z,
isto €, a quantidade de folhas que estdo abaixo de deste nd. Se todos os nds abaixo de z estao
completos, o valor de N, é S(¢,d,)>. Esse resultado pode ser verificado por indugdo seguindo a

seguinte identidade

S(t,d. —1)°n, = S(t,d. —1)°S(t — 1,8(t,d. — 1))> = S(¢,d.)>.

A quantidade de nds incompletos pode ser no miximo um, afinal o algoritmo acaba apenas

uma vez. Entio sabemos que N, > (n, — 1)S(¢,d, — 1)?, para todo d, > 1. Isso é equivalente
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a deixar de contar um dos filhos. Aplicando a hipotese da inducao do tempo de execucao de

AGM(C, B,t — 1) temos

b(t = 1)(mz+S(t,d; = 1)>(n; — 1)) < b(t — 1) (mz +Ny),

onde m; € numero de arestas em C; B. Se contarmos os nds que foram podados pela fusdao

separadamente, esse limite também se aplica. Fazendo soma para todos os C; temos

Y b(t—1)(m.+N) =b(t —1)(Y m.+ Y N:).

Z

Nenhuma aresta pode aparecer em mais de um C; logo Y., m, < mg — |B|. Cada vértice s6

pode ser contado no maximo em d’s N, diferentes entdo ), N, < dng. Com isso temos que

b(t—1)(Y, m.+ Y N:) < b(t —1)(mo — |B| +dnp).

E por fim, aplicando a hipStese para a recursio do passo 5, o seu tempo é no maximo bt (ng —
1+4|B|+d3(ng—1)). Somando o tempo de todos os passos e levando em conta a quantidade de

corrupg¢io concluimos que o tempo total é bt (m +d>(n— 1)) o que prova a indugio.

Pela escolha do valor de d temos que d*n = O(m) portanto a complexidade do algoritmo
pode ser expressa como O(tm). E t se comporta como um inverso da fungéo S que cresce mais
rapido que a fun¢do de Ackermann, mas nao muito mais rapido, entdo é razodvel assumir que ¢

€ limitado pela seguinte inversa da fun¢do de Ackermann

o(m,n) =mini > 1:A(i,4[m/n]) > logn.

Para provar essa afirmativa vamos colocar a defini¢ao da fun¢iao de Ackermann.

2j sei=0
A(i,j)=< 0 se j=0ei>1
Ali—=1,83,j—1)) sei>lej>2

Paratodoi>1e j >4,

A(3i,j) =ABi—1,A(3i,j— 1)) > 2400i=2) = AGI-1.ABLj-2))
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Como A é sempre crescente , como A(3i, j —2) > j, concluimos que A(3i, j=240/). Pode

ser mostrado facilmente por induciio que para qualquer u > 2,v > 3, A(u,v) > 2"*!, entio

A(3i,j) =ABi—1,A(3i,j— 1)) > A(3i— 1,27) > A(i,2).

Pela defini¢do, pode ser verificado facilmente que A(u—1,v) < S(u,v), para qualquer u,v >

1, o que implica em S(90a(m,n) + 1,d) > A(9a(m,n),d). E portanto, para d > 4,

S(9(X(m,n) + l,d) > 2A(Ot(m7n),2d) > 2A(a(m,n)74(m/lﬂ) > n,

e entdo o menor ¢ tal que n < S(¢,d)? satisfaz t < 9a(m,n) + 1.
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5 Conclusao

Foi estudado com detalhe o algoritmo que computa a drvore geradora minima e que faz
uso da terio da discrepancia. Essa idéia se mostrou bastante eficaz nesse problema e em outros
como o fecho convexo [1]]. Isso mostro que o resultado obtido com esse algoritmo vai além do
problema da arvore geradora minima. E certamente essa técnica poderd ser aplica em outros

problemas que ainda estdo em aberto.
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