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O que veremos hoje...

» Revisdo: momento linear, conservagdo do momento,
impulso, colisdes em 1 dimensdo.

> Colisoes em 2 dimensoes

» Centro de massa

> Sistema de Particulas

> Sistemas de massa varidvel (equagdes do foguete)



Momento Linear

» O momento linear de uma particula € definido como
sendo o produto da massa pela velocidade:

>p=myv
» O momento linear € uma quantidade vetorial. Sua direcdo é a
mesma da velocidade V
» As dimensdes de momento sdo ML/T, as unidades de momento
no SI sdo kg-m/s

» O momento pode ser expresso na forma de suas componentes
como:



Newton e o Momento

> A 29 Lei de Newton pode ser usada para
relacionar o momento da particula com a
forca resultante atuando sobre ela

2F=ma= md—v d(mv) dp
dt dt dt

com massa constante.




Conservagdo de momento para um sistema de duas
particulas

Terceira Lei de Newton (Acdo e Reacdo):

P = ¥,

= _ E dp, _ _dp,
F.,=—F - @ ——=——
21 12 dt dt

dp, _dp, d
+ =0 = —(p;+p,)=0
dt  dt dt (P . P-)
Quantidade
Conservada

I_jsistema = I31 + I32
N

[ ﬁsistema = Z ﬁi J
i=1

ADgistema =0 = [l_jli + Py = Prs + 521‘}




Conservagdo de momento linear, cont.

» Conservagdo do momento pode ser expressa
matematicamente por vdrias maneiras:

ptotal — pl + p2 — COnStante
I_j""I_jZi — rjlf +I_jZf

> Na forma de componentes, o momento fotal em
cada diregdo é independentemente conservado:

>
Pix = Prx Piy = Pry Pi; = Px

» Conservagdo do momento pode ser aplicada a
sistemas com qualquer ndmero de particulas



Impulso e Momento

Partindo da segunda lei de Newton :

- dp
F=—"—dp=F(t)dt
m p=F(t)

Integrando para encontrar a variagdo do momento
durante um intervalo de tempo qualquer :

j j (t)dt =

.

> A integral € chamada de impulse, 1, da forga resultante F

atuando sobre um objeto durante um intervalo de tempo At



Impulso

» O impulso de uma forca atuando sobre um objeto € igual a

variagdo de momento da particula causada por essa forga

t r Forca Constante
ts

j Fdt = FAt
t.
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Colisoes
» As colisdes podem ser o
resultado de contato direto

» As forgas de impulso podem
variar no tempo de maneiras

complicadas R, Fy
Q| Mo

> Esta forca € interna ao

sistema

> O momento é conservado



Colisoes

» O momento total de um sistema isolado antes da colisdo é igual ao momento
total apds a colisao

Fi, — Forga que o corpo 1 exerce sobre o corpo 2

F5) — Forga que o corpo 2 exerce sobre o corpo 1

Tf If
Ap, = IFz'ldf e Apy= J‘Fudf
I; I

i I

;ﬁz]:—ﬁ]; = AP =-Ap, = A(p+Pp,)=0

3" Lei de Newton Momento Total
do Sistema



Tipos de colisoes

» O momento total do sistema sempre se conserva, mas ndo
necessariamente a energia cinética total
» Colisdo Elastica
» A energia cinética total do sistfema € a mesma, anfes e depois da colisdo
» Colisdo Inelastica
» A energia cinética total do sistema ndo se conserva
» Colisdo Perfeitamente Ineldstica

» Os corpos que colidem mantém-se grudados apds a colisdo, formando um dnico corpo

» Ndo hd conservagdo da energia cinética

Antes da colisdo

. 6,
@ vi; = & Colisdo Perfeitamente Ineldstica

1z

Depois da colisao

my + L




Colisdes elasticas

Antes da colisao

» Tanto o momento . Vi Vo, ”

quanto a energia

cinética sdo

COHSQI"‘VGdOS Depois da colisao
I’HlV“ ‘|‘ mZVEI_ = mlvlf _|_ mEVEf
~myv, +_-m)v, = pCARY +—m2V2f

2 2 2 2



Colisdes elasticas em 1 dimensado

Vi voi [ Yif ™ vay
) — gy ‘ —

(1) Conservag¢ao do Momento: myvy; +myv,; = myvy s +myv,

) P | 1 1 1
(2) Conservacao da Energia Cinética: Emlvﬁ- + Emzv‘;‘f = Emlvff + 53’”2"'22 7

)= my (v =vip ) = my (vip —v3;)

my (v =g ) (e 9y ) = (Vo v ) (vay +v2 ) @
(1) = my (v =vip ) =my (va —vys ) (b)

@)/(b) = (v, +vi7 )= (Vo +v2)

[ Vii = Vai :_(V1f _sz)




Colisdes elasticas em 1 dimensado

{mlvlr TMyVy =MV T MV, {mlvlf T MYV = MV + MV,
—>

Vii TVif = Va2; TVar Vit Vo =V — Vo

MV p +MyVy p = IV + M) Vy;
MoV —MyVy p = =My Vy; + My Vs,
My ML V,) ¢ = MV T M5V,

—Vyp IV, p = IV — IV,

4 ,. A

_ V1f:L Jvlf—'_L )"’z;'
Fundamentais da m; +m, m, +m,
.,

Colisdo Elastica em [ am ) ((me—m. )
1 2 "

Uma Dimensao Vyp = L —J vy +(—J V,;
my +m, my +m,

- " /




Colisdes elasticas em 1 dimensado
- ,. N

Equacgoes Vi = [ M} vy + (ﬂ} v,
Fundamentais da my; +m, my; +m,
Colisao Elastica em )
Uma Dimensdo

y _I/- 2m, \\v +(m2—m1\v
T P R o

. " J

Casos especiais:

v _[ml_mzjv m, >>m, .
1f = 1
Vir =V, Vo z2V1i

i . )
2m1 m2 >> ml .
Vo = Vi

Vip =V, Vyp =0



Colisoes bidimensionais

» A particula 1 estd se
movendo com velocidade
v,; ea particula 2 estd em

I

PGPOUSO 3 Vi
» Na direcdo x, o momento O
inicial € myVvy; Antes da colisdao

» Na direcdo v, o momento

inicial € O



» Apés a colisdo, o

momento na direcdo x é

mv,,cos 0 +m,,,cos ¢

» Apés a colisdo, o

momento na direcao y é

mvisin 6+ m,v, sin ¢

Colisdes bidimensionais

VY
v ,sin 0 ﬁE :' |
. |
7 vy rcos 0

. :5 Uy COS
I

vli);{'

—

Depois da colisao



Colisoes bidimensionais

» Em uma colisdo em duas dimensoes o momento é

conservado isoladamente para cada uma das diregoes

- — ~ - Piix T Paix :plfx +p2ﬁr
Pii t P2 =Pif tPar = B
- v g Piiy T Poiy = P1fy T P2 g

Conservacdo de Momento

{mlvlrx T My Vau = MV g T M)V, 5

M\Vipy + My Va5 = MV 5 T MV, 4 o in 6 ﬂ"ﬁ
‘\;; vy pcos B
Yi; L4
Exemplo: (s S
- ]':_:rrrlmﬂ

m,v,. = m,v, - COs @+ m,v, - cOS
1%1; 1 lf 2 Zf “?’{) 1 5 1 5 1 5

_ - - —mVj; = —mVjr +—m,v
O—mlvlfsmﬂerzvzfsmgéz 5 T T TS T 22}1

L.

W i
Conservacdo do Momento Conservacdo da Energia

L.







—

\ Duestrocos = (Mearro + Man )‘_;destrog:os =(m, +m, )v, cos Oi + (m, +m, )v,sin 0]

m.v, = (mc +mv)vd cos @ Vig= ( :nvvv) v
m, +m, )sin
myv, = (m, +m, v, sin6 ¢ 25‘;)0 20
V,; =
i — 0,5 favige ZIOKED 4 (1500 + 2500 )sin 53,1
m.v, 1500 x 25
v; =15,6 m/s
g=53Y







Exemplo 2 - Sinuca

Y

Em um jogo de sinuca, um jogador quer encagapar uma bola (2) conforme mostrado na
figura ao lado. Se o angulo com a cacapa do canto é de 35°, com qual angulo que a bola

branca (1) vai ser defletida?
1 , 1 1 ) ‘ ]

b T o S 3 — 2 2 i
Conservagao de Energia — —myvy; = —myvi, +—myvi o {
y 2 2 2
5l , ~ — . — - L =\ gm0 :
| Conservagao de Momento — nmyVy; = m vy, +myV, Je
Cue ball "
(2 .2 | .2 &
i Vi tVar ‘

my =nmy = 3 ) 2

Vi = Vi TVar — (V) :("”1f+"”2f)

2

__ 4,2 ,2 = = -~

Vi Vap =V Vs cos(0+35) > cos(6+35)=0

6+35=90" =






Exemplo 3 - Espalhamento de particulas
« I

r
Um proton a velocidade de 3,5 x 10° m/s colide com um proton em repouso.

Depois da colisdao, um dos protons é espalhado a um angulo de 37°.

a) Qual a velocidade final de cada um dos dois protons?

K b) Em que angulo o outro proton é espalhado? J

Reacdo:12 —>ab
Conservacao de Momento: — p, + p, = p, + D

Pl m 11; Py = m,v, c0551+:ﬂpv 5111€J

p, =0 Pp =My, {:09(;51 + M,V Slll¢j

m,v; =m,v, cos&+m,v, cos ¢

0=mpyv,smé+m,v,sme
) 2 2 2 2

myvi myvy myV, M,V
v, =V, cos @ + v, cos ¢ pl p2 “pa TpD
) 2 2 2 2
0=v,smé+vysmg¢ s 5

Vi =V, +V

Conservagao da Energia:




- Exemplo 6 - Espalhamento de particulas

ﬁvl =v,cos@+v, cos¢ (1)

e

O=v,smmbf+vy,sm¢g (2)

k_vf =v:+v; (3)

D)—>vi=v

(1) xsmé&—(2) x cos&

v, sin @ = v, (sin @cos ¢ — sin ¢ cos 6)
vy sin @ = vy, si(6 — ¢)

v, = v sinf=3,5%x10’sin37"

[ v =2.11x10° mys |

2 2 2
cos” @+ vy cos” ¢+ 2v,v, cosfcos g

(2)— 0 =v’sin’ B+ v; sin” ¢+ 2v, v, sinfsin ¢

2

vlz — vg + v§ +2v,v;, cos (6‘— qﬁ)

(3) > 2v,v,cos(0—-¢)=0
cos(0—¢)=0=60—¢=90
$=6-90"=[p=-53"

vi = v +vj +2v,v, (cos@cosp+sinfsing)

(D) xsmp—(2)xcosg

v sing = v, (sin ¢ cos @ —sinAcos @)
vy sing = v, sin(@— )

v, =—v,sing=-3.5x 10" sin(-53)

[ v, =2.8010% s |




Centro de massa

Sistema de Particulas:
— Conjunto de objetos puntuais, (e.g. atomos em uma molécula
— Objeto extenso (e.g. uma barra, uma bola, ...)
Centro de Massa:
— Representa o movimento do sistema como um todo.
— Movimenta-se como se toda a massa (M) do sistema estivesse concentrada nesse ponto.
Posicao do Centro de Massa:
— Posicao média das massas do sistema
— Posicao do sistema como se todas as massas estivessem em um unico ponto
Centro de Massa = Centro de Gravidade

Centro de Massa de Duas Particulas em 1 Dimensao:




Centro de massa

As componentes da posicao do centro de massa serao a posicao do centro
de massa em cada dimensao.

—

fem = Xem! + Yom ]+ XemK

N

m m m Zmixi
L MX A MyX, M Xy L

X, = =
CM
m, +m, +...+my M

> my;
:m1y1+m2y2+”'+mNyN i=1

y
oM m, +m, +...+my M

N
m m m Zmizi
Mz Mz, .Mz S

Z = =
CM
m, +m, +...+my M

N

.y :ﬁ(imixihimiyiJ°+Zmizi|2),ondeM :imi
i=1 i=1 i=1

i=1




Centro de massa de um objeto extenso

Objeto extenso: conjunto de N objetos de
massa Amlocalizado na posi¢do h

N —>o0: Am—dm

Xem :ﬁj‘xdm

FCM = Xeml +y(:|v|J+ZC|v|k:

:ﬁ“xdmhjydmhjzdmﬁ):{ﬁm =ﬁjfdm]




Exemplo 4: centro de massa de 3 particulas

siml]
Trés bolas de massasm, =m, =1,0kge m,

~ . . 3
= 2,0 kg estao dispostas no arranjo

mostrado ao lado. Calcule a posicao de

centro de massa do sistema. W an

i [ ¥ 8 mim)



Exemplo 4: centro de massa de 3 particulas

ylm}

Trés bolas de massasm, =m, =1,0kge m,
= 2,0 kg estao dispostas no arranjo
mostrado ao lado. Calcule a posicao de
centro de massa do sistema.

S
ol
o N
+ +
N (@]
l—)h

Haﬁn
3

®

ry

m,+m, +m,

~ (L0x1+1,0x2+2,0x0)i +(L,0x0+1,0x0+2,0x2)] 3,01+4,0] _
1,0+1,0+2,0 4,0
[QM:®JBmﬁ+@Omﬁ]




Exemplo 5: centro de massa de uma barra

Mostre que o centro de massa de uma barra homogénea de largura constante e
comprimento L situa-se em L/2, isto €, simetricamente equidistante das suas

extremidades.
L .

1
Xoy = —jxdm dm = Adx
M 7 . . II|
densidade linear A = dm = A dx _,' )
1 L 0 i _| ‘
_— -I e e
Xcy = I; 2‘;xﬁa’x A
L 2 |L 2
1 A AL
lconstante:xCM:—/IJ‘xdx:—x_ - =
M 7 2 0 2M

L L
M:jdm:M:zjdxzu
0 0




Exemplo 6: centro de massa de um triangulo retangulo

¥

Calcule a posicao do centro de massa de uma chapa no
formato de um triangulo retangulo conforme mostrado na
figura, com densidade e espessura constante.

Densidade superficial :

J_dm_ M 2M
~dA ab/2 ab

1
XCM :M"‘de
dm:adA:aydx:m(E
a

_2'3.
-5
2a

2.
N
CM 3

XCM

Yem =ﬁ_‘.ydm

dm :crdA:a(a—x)dy:ﬂ
ab

Yom =

b2

o TN

CM

2

(a-2y

b 2 (Db
| (by—y2>dy=—(i

2

dy

_2M (b—y)dy

b2



Sistema de Particulas

Assim como definimos a posicao do centro de massa de um sistema,
podemos definir a Velocidade do Centro de Massa de um sistema como
sendo:

_ d . d( 1 . 1 d_. _ 1 _
Voy =—Ily =—|— > MF |=—> M —F =V, =— > MV
CM dt CM dt(Mlz ||j M i Idt i CM MZ (I
Da mesma forma, podemos definir o Momento do Centro de Massa de um
sistema como sendo:

Pew = MVey, :Zmivi = Pewm :eri

e Aceleracao do Centro de Massa como sendo:
_ d _ d(1 _ 1 d_ 1 ~
CM dt CM dt[M IZ i |] M i Idt i CM M Z i

A Segunda Lei de Newton para um sistema de particulas entao fica:

IECRM =Ma,, :Zmiéi = |fCRM :ZlfiR



Exemplo 7: explosdo em movimento

Um foguete sobe verticalmente e explode em trés pedacos de mesma massa quando atinge uma
altitude de 1.000 m a uma velocidade de 300 m/s. Um dos pedacos continua a se movimentar para
cima com velocidade de 450 m/s e um segundo pedaco vai para o leste a 240 m/s.

a) Qual a velocidade vetorial do terceiro pedaco?
b) Qual a posicdo do centro de massa do sistema em relacao ao chdo 3 segundos apds a explosao?



Exemplo 7: explosdo em movimento

Um foguete sobe verticalmente e explode em trés pedacos de mesma massa quando atinge uma
altitude de 1.000 m a uma velocidade de 300 m/s. Um dos pedacos continua a se movimentar para
cima com velocidade de 450 m/s e um segundo pedaco vai para o leste a 240 m/s.

a) Qual a velocidade vetorial do terceiro pedaco?
b) Qual a posicdo do centro de massa do sistema em relacao ao chdo 3 segundos apds a explosao?

a) b)
A A A a e
V. =300}, V, =450], V, = 2401, V, = ? cM =78
P D, +D,+ D 1Vocu =300
Pem = Py + P+ Ps ocu = 1 000

MV, =mv, + mV, + mv,, mas M =3m =
GG L0 av 2

3V =V, +V, +V; = Yem =Yoem T Voem? + EaCMt

900) =430 + 2401 + Vg1 +V,, ]

9,8 x 3
v, = —240i + 450] | Y

Yy =1.000+ 300 x 3—

| yey =1856m |




b)

Exemplo 8: movimento relativo

Um garoto de 40 kg esta em uma ponta de um bote de 4
metros de comprimento e 70 kg, parado a 3,00 metros do
pier, quando vé uma tartaruga na dgua, na outra ponta do
barco.

Qual sera a posicao do garoto em relacao ao pier quando
ele estiver na outra ponta do barco?

Ele consegue pegar a tartaruga, assumindo que ele
consegue esticar o braco a 1 m de distancia do barco?

3.00 m—,]

St «‘Yl’\,‘”

{H . Ve
:

Y0




Exemplo 8: movimento relativo

Um garoto de 40 kg esta em uma ponta de um bote de 4
metros de comprimento e 70 kg, parado a 3,00 metros do
pier, quando vé uma tartaruga na dgua, na outra ponta do
barco.

Qual sera a posicao do garoto em relacao ao pier quando
ele estiver na outra ponta do barco?

Ele consegue pegar a tartaruga, assumindo que ele
consegue esticar o braco a 1 m de distancia do barco?

_ . i : m
Foit =0 = X0, = X0y x{;:xlc;+ LA
. Mp+m
v _ MGXg +MmpXp 370 G
CM
Mg + Mmp x£:3,0+—4,0
F ' 5 7 40+ 70
MeXe + MpXp = MeXE + MpXy RT
oM g =92,0°0mM

b) Ndo consegue pegar a tartaruga

Barco simétrico > CM 5 = L . _
pois esta se encontra a 7 m do pier.

GJHV .:\:'B—:c JV
meé +mpg (153 +%): m{-r.xé +mpg 1{; —%)




Conservacao do Momento Linear do sistema

“Turbina + Jato de Gas”.

O Momento transmitido ao jato de gases é
igual e em sentido contrario ao Momento

adquirido pela turbina.

Propulsdo a jato

—
M+ Am
i " .l F
b
pi= (M + Amlv
|l
M
am __l—\.l_ 1 . I:'
TR ESSpa—— '
——



Conservacao do Momento Linear do sistema
“Turbina + Jato de Gas”.

O Momento transmitido ao jato de gases é
igual e em sentido contrario ao Momento
adquirido pela turbina.

(M+Am)v:M(v+Av)+ Am(v—ve)

MAv=v,Am

Av— dv
At —> 0=

Am — dm
Mdv =v,dm
dm =—-dM = Mdv =—v,dM
Vr My

dM
j dv=—v, | —
_[ 1 dx =Inx
X

Jar-- fﬂ

Propulsdo a jato

—
M+ Am

. " .l F
[ —

pi= (M + Amlv

|l

M
_.'IW 1 [ I
-—

B

V=V =V, (lnmf—lnml-)

|

m, ]
m g

Empuxo da turbina : F = dp =M dv

M_:_V_—/F —V—

dt dt

\_

am dM]

dt



Exemplo 9: foguete no espago

Um foguete esta se movendo no espaco com uma velocidade constante de 3,0 x 103

b)

m/s em relacdo a Terra. Quando seus motores sdo ligados, o combustivel é
langcado no espaco a uma velocidade de 5,0 x 103 m/s em relacdo ao foguete.
Qual a velocidade do foguete em relagao a Terra apds desligar o motor se sua
massa € metade da que era antes de ligar os motores?

Qual é o empuxo do motor se ele queima combustivel a uma taxa de 50 kg/s?



Exemplo 9: foguete no espago

Um foguete esta se movendo no espaco com uma velocidade constante de 3,0 x 103
m/s em relacdo a Terra. Quando seus motores sdo ligados, o combustivel é
langcado no espaco a uma velocidade de 5,0 x 103 m/s em relacdo ao foguete.

a) Qual avelocidade do foguete em relacao a Terra apds desligar o motor se sua
massa € metade da que era antes de ligar os motores?

b) Qual é o empuxo do motor se ele queima combustivel a uma taxa de 50 kg/s?

() b)
vfzvl-+velnk ’J F=v aM
M, © dt
M. =5,0x10° x 50
:3,O><103+5,O><1031n[—1j .
0,5M, =2.5x10°N

=6,5x10°m/s
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