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O que veremos hoje...

> Cinematica rotacional do corpo rigido
» Dindmica rotacional

» Torque

» Momento de inércia

» Raio de giragdo



Varidveis rotacionais (angulares)

v' cada ponto do corpo rigido
executa movimento circular

A
v médulo do vetor posi¢do de O a P: e /_j ..............
‘ r‘ _r P
y r
v distdncia do ponto P ao eixo de rotagdo: o)/ ‘
— ¢ e -
p|= p=rsend -

v’ distancia percorrida pelo ponto P: X

s=pq@ (pemradianos)



Varidveis rotacionais (angulares)

v' Deslocamento angular

Ap(t) = p(t+At) — o(1)

v Velocidade angular média
(escalar)

Ag
At

W=

............................

v Velocidade angular instantdnea ot + At) ..........

......

(vetor) R

Ap . do .
—n_—n
©=lIm dt

At—0



Relagdo com as variaveis lineares

v' Deslocamento angular

S=p@=rsend e

_______ 2] @
v Velocidade linear ¢ LA
S A v

ds d 0

——=p—¢=a)rsen6’ o/ T

dt " dt - -
T

Tangente a trajetoria no ponto | s

considerado u 2

V=owxT




Relagdo com as variaveis lineares

v Aceleragdo

v d
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Revisando o que obtivemos até agora...

S=p@=rsend e

A0 _do
IMAC " ot
A ? A

Deslocamento angular \

Velocidade angular
média e vetor velocidade
angular instantanea

Aceleragdo angular
média e vetor aceleracdo
angular instantdnea

Velocidade linear

Aceleragdo linear

/




Comparagdo entre o movimento retilineo e o movimento de rotagdo

Deslocamento linear AX Deslocamento angular Ag
Velocidade dx Velocidade angular o= de
V =— —_ —

escalar dt dt
Aceleracao v _d%x Aceleracao angular L _do _d%

dt di? dt — dt?
Equacdes da V=Yo +al Equacdes da aceleracéo ‘”A; foa_TA‘;t
aceleracéo e vt angular constante B
constante V=3 +) @ =3 @+ )

X = Xy + Vot + Lat? 1
070" <p=<p0+a)0t+§at2

2 _ 2
VS =Vy +2aAX W2 = wo? + 2ah@



Torque

Seja uma forca F atuando sobre uma particula no ponto P,
fazendo-a girar em torno do ponto O a um raio r deste ponto.

(@

A rotacdo é tdo maior quanto maior for a componente
perpendicular da forca: F, = Fseng

por isso definimos o torque:

Yo r=pFseng=pk =p F

com a convencgao:
7 >0no sentido anti - horério :7 =72

7 < 0no sentido horario :7 =—7 2

Y ©

assim:

f:ﬁxﬁ

No sistema internacional de unidades (SI): [7]=N-m



Torque

> Torque, t, € a fendéncia de uma forca rotacionar um
objeto sobre um eixo qualquer

» Torque, z, € um vetor:

7=Fpseng 2=Fd? L

p
pe F

> F éaforca
> ¢ € o angulo que a forga faz com o brago da alavanca
> d é o momento do braco (ou braco da alavanca)



> O momento do braco, d, é
perpendicular a distancia
do eixo de rotagdo para
uma linha tracejada ao
longo da direcdo da forca

d=psen¢

O

I'sen ¢

l

|

P > |

|

— o |
o 07 Fcos ¢

N /
d S« /—— Linha de
S acao



Z
A
22 Lei de Newton (caso rotacional): G PNF
(=pxF)
O 5 "
P F,
A aceleracao tangencial € causada pela forca 2 F
tangencial: :
X
F.=ma,

T=p Fl=pmaL=Pm(aP)=(mP2)“

assim:. ’Z' — Ia

| (momento de inércia
do ponto P)




Torque

» A componente paralela de F (Fcos¢) ndo
tem tendéncia de produzir uma rotagdo

» Torque tera diregdo

» Se a tendéncia do giro causado pela forga
for anti-hordrio, o forque serd positivo

» Se a tendéncia do giro € hordrio, o forque
serd negativo



Leis de Newton, torque e momento de inércia

Eixo de
Em cada ponto i do corpo rigido temos: o =
_ N 5.
F=m &=map,V,—mao°p, p CEE{:(M
m; F(n)i
Decompondo a forga: |
Fo=Fov + Foyo /0 )

F( 1)i — miOl,Oi ) Provoca a aceleragdo angular

F = mia) Jo] ) Ndo contribui para a rotagdo do corpo



Leis de Newton, torque e momento de inércia

Em cada ponto i do corpo rigido temos:

Ifi =M, & =Moo, V, _mia)zpi £

Decompondo a forga:

F( 1)i — miapi ) Provoca a aceleragdo angular

F = mi a)z Jo] ) Ndo contribui para a rotagdo do corpo



Leis de Newton, torque e momento de inércia

No plano perpendicular ao eixo de rotagado:

F.i =F seng, =m; p,a

A
e
-
S e e
H o
H LR,
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i . 0
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pFseng, =m p’a

1 2

P; X If. :mipiZO_Z

Braco da
alavanca

T

Que € o torque da forga sobre o i-ésimo ponto do corpo rigido



Torque resultante
> A forca F, tende a causar
uma rotacdo no sentido

anti-horario ao redor de O

> A forca F, tende a causar
uma rotacdo no sentido

horario ao redor de O

»Xr=1+rt1,=Fd,—F.d,



Leis de Newton, torque e momento de inércia

Torque total:

=)
1
~

I EZ:mi:Oi2

E o chamado momento de inércia do corpo com relagdo ao eixo de rotagdo.
Analogia com as varidveis lineares:

ToF:agede loM



Calculo do momento de inércia

No caso de particulas pontuais:

| EZmiPiz

No caso de uma distribuigdo
continua de massa:

Iszzdm

dm  ¢é uma massa infinitesimal

‘Adl em 1dim
dm=<o0ds em 2dim
py dV em 3dim




Momento de Inércia

b /Arc- em tomo . Cilindro

do eixo central anutar {ou
anel) em
torno do exo
i central
- Esfera solida Casca
1 N 2 em relagioa 3 o
I=MR @  I=yMIR R (b) um didmetro deigads em
Qualquer iR relagdoaum
/ didgmetro
: - Cilindro qualquer
Cilind
o ey lr::“ sélido (ou
,ﬁ"f disco)em "t"‘m?ga'" (g) ()
‘/'aq |l torno do exo d?'mﬂh'
' v’ central mmte Iﬂ'
centra Aro em relagdo .
1. 5 a um didmetro Tabuaem
I=—MR (e} () qualquer relagioaum
2 eixocentral
At - ortogonal
Bastdo fino em Bastdo fino em ’/J
o torno do eixo torno do eixo
e - central ,.*"'T que passa por
- perpendicular F uma das il :
- 1 : ao seu o extremidades u
'\(// comprimento perpendicular
ao seu
I=f ML (e) comprimet 5




O Teorema dos Eixos Paralelos

P :ﬁ+15i,
U

moe’=>mh*+3> mp?+2h-> mp
Z | | Z | . | | . | |
Mas:

>ma

M

h

— Zmi (ﬁ. — H)ZO — Zmi/_ji’:O

Entdo: || =Zmipi2 =1, +Mh?




Exemplo

Momento de Inércia de uma esfera maci¢ca e homogénea em relagdo a um
eixo tangente a sua superficie

| = ley, +Mh2=§MR2+MR2:gMR2

Para uma barra homogénea de massa M e comprimento L, o momento de inércia em
relagdo a um eixo perpendicular ao plano da barra e que passa por uma extremidade
€I =1/3 M L2 Calcular o momento de inércia em relagdo ao eixo que passa pela
metade da barra.

: | ICM:I—I\/IhZ:%MLZ—M(%)Z:%MLZ



Raio de giragdo

Raio de giragdo € a distancia ao eixo
em que deveria estar um ponto material
de massa M para ter o mesmo momento
de inércia, |, que o corpo, em relagdo ao

mesmo eixo.
Eixo ) ~
| Barra com eixo de rotagdo
> em uma extremidade

|

Mk? = 1 ML

L3
3

— Kk




Comparagdo entre o movimento retilineo e o movimento de rotagdo

Deslocamento linear

Velocidade
escalar

Aceleracéao

Equacdes da
aceleracao
constante

Massa
Forca
2° Lei de Newton

AX

dx
V=—
dt

dv  d?x
T
dt dt
AX = VAt
V=2(vp+V)
X = Xo + Vot + 1 at?

vZ = V2 +2aAx

ol

9'__|Q_ T 3
Il
3
QD)

[/

Deslocamento angular A
Velocidade angular o 2P
dt
Aceleracao angular do d%@
= = —
dt  dt?

w=wy+at

EquacOes da aceleragcao Ap = DAL

angular constante 1
w = > (wo + w)

1
® =@+ w0t+§at2
w? = wy? + 2alh
Momento de inércia I

Torque

,Z_.’
2° Lei de Newton Z;:d_':: &
dt



Exemplo 1

A figura ao lado mostra uma polia uniforme de
massa M = 2,5 kg e raio R = 20 cm fixada por
um eixo horizontal. Um bloco de massam=1,2
kg estd suspenso por uma corda, de massa
desprezivel, enrolada em volta da polia.

Apods 2,5 s, de qual angulo a polia girou?
Suponha que o sistema parta do repouso.



Haste A

-

L/2
[
L/2
- hems
heme |
¥ L

\\— Eixo de rotacio

Exemplo 2

Uma escultura rigida, formada por um aro
de metal (de massa m e raio R = 0,15 m) e
duas hastes delgadas (de massa m e
comprimento L = 2,0 R) pode girar em torno
de um eixo horizontal, no plano do aro,
passando pelo seu centro.

(@) Qual o momento de inércia da
escultura, em relacdo ao eixo de
rotacdao, em funcao de m e R?

(b) Partindo do repouso, a escultura gira
em torno do eixo de rotacao mostrado
na figura. Qual a sua velocidade
angular, w, em volta do eixo quando é
invertida?




Exemplo 3

ﬁo\ual € o momento de inércia do m

da figura ao lado em relacao ao eixo
perpendicular ao plano do desenho e
m, = 0,10 kg que passa pelo centro do disco A?

IB

(b) Qual € o momento de inércia em torno
de um eixo que coincide com o disco B e
C?

0,50 m
0,30 m

Ae m. = 0,20 kg
m, = 0,30 ke 0,40 m lc (c) Se o corpo gira em torno de um eixo
perpendicular ao plano do desenho e
passa por A, com velocidade angular w
= 4,0 rad/s, qual é a sua energia

cinética?

a)l,=> mp’=03-0°+01.05"+0,2-0,4> = 0,057 kg - m’
b) I5c =Y mp’ =03-04°+01-0°+0,2-0° =0,048 kg - m*

C)w, =4rad/s= K = % | 5 = %0,057 .0,048° = 0,456 ]
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