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Notas de Aula de Fisica Quantica (BCK0103)

Prof. Dr. Marcelo Augusto Leigui de Oliveira

Radiacao de Corpo Negro

I. LEIS DA RADIACAO TERMICA

Todos os corpos com temperatura acima do zero absoluto emitem radiacdo térmica. A irradiacdo é causada pelo movimento
das particulas carregadas da matéria que, ao serem aceleradas, emitem radiacdo eletromagnética. Quanto maior a temperatura do
material, maior € a energia cinética média de vibracdo dos 4&tomos e maior € a intensidade da radiacdo emitida. Além disso, o
maximo das emissdes ocorre em frequéncias que variam com a temperatura.

Figura 1: Um objeto opaco emite radia¢do quando aquecido. O brilho e a cor da irradiagdo variam com a temperatura.

e (1860) Kirchhoff! formulou a lei da radiacdo térmica:

Para um corpo qualquer, em equilibrio térmico, a taxa de radia¢do eletromagnética absorvida é igual a emitida em cada
comprimento de onda:
abs __ emit
56)\ = 66)\ .

Se para cada comprimento de onda a taxa de radiacdo absorvida for maior que a emitida, o corpo estard em aquecimento; caso
contrario, em resfriamento.

Figura 2: Balanco de radia¢des para um objeto, respectivamente: sendo aquecido, resfriado ou em equilibrio térmico.

! Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), fisico alemdo.
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e Corpo negro: um corpo negro ideal ¢ um objeto que absorve toda a radia¢do incidente, sem refletir nada, e qualquer radiacdo
emitida por ele € resultado das vibrag¢des térmicas de seus 4tomos.
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Figura 3: Espectro em func¢éo do comprimento de onda da intensidade da radiac¢@o térmica de corpos negros com diferentes temperaturas.

O espectro das emissdes de um corpo negro é continuo, isto é, ocorre em todos os comprimentos de onda (ou frequéncias). O
comprimento de onda do maximo das emissdes (A,qz) Varia inversamente proporcional a temperatura:

T >T0 > T = N\, <Ao<\
O deslocamento do comprimento de onda do mdximo da origem a cor predominante que brilha do material incandescente:
aumentando-se a temperatura:  infravermelho — vermelho — laranja — amarelo — branco azulado

e Lei de Stefan? e Boltzmann?:

Definindo-se:
A radidncia espectral: R(\) = poténcia emitida por unidade de érea entre A e A 4 d\.

A radidncia: R = poténcia emitida por unidade de drea para todos os A, vem:

R= /OO ROV, (1
0

(1879) Stefan concluiu apds examinar as perdas térmicas de um fio de platina e (1884) seu estudante Boltzmann deduziu
teoricamente que a radidncia varia com a quarta poténcia da temperatura:

(r=or] @

onde o = 5,67 x 1073 W/m?K*.

2Joseph Stefan (1835-1839), fisico austriaco.
3Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906), fisico austriaco.
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e (1893) Lei do deslocamento de Wien®*:

O comprimento de onda do méximo das emissdes varia inversamente com a temperatura:

b
>\ma:c - T ) (3)

onde b = 2,898 mm-K.

II. CALCULO DA RADIANCIA PELA FiSICA CLASSICA

(1860) Kirchhoff sugere que uma cavidade com um orificio comporta-se como um corpo negro, pois absorve toda a radiagdo
que incide sobre ela através do orificio. Qualquer radiacio € emitida através do orificio e originada no interior da cavidade.

Figura 4: Cavidade com um orificio absorvendo uma radiagdo incidente.

Seja a radiacdo emitida pelo orificio através de uma janela de area infinitesimal dA toda direcionada para fora desta janela.
Durante um intervalo de tempo muito pequeno dt, a radiagdo percorre a distancia dr = c¢ dt, definindo um cubo de volume
infinitesimal dV = dx dA = c dt dA. Entdo, a radiancia é:

_dE  dE _ dE
T UtdA  cdtdAS T av€

R

=uc,

onde u ¢ a densidade volumétrica de energia contida no cubo infinitesimal de volume dV .

Contudo, as radiacOes na vizinhanga do orificio ndo estdo todas dirigidas na direcdo da janela dA, mas distribuidas
isotropicamente, em todas as dire¢des com iguais probabilidades. Entfo, na vizinhanga da janela dA, a probabilidade das
radiacdes estarem dirigidas para fora da cavidade é de 1/4. Multiplicando-se o resultado acima por esta probabilidade,
encontramos a relacdo entre a radidncia e a densidade volumétrica de energia:

R=u, @)
que vale também para a radidncia espectral:
C
R(N) = Ju()), 5)

onde u(A) = n(A\)E(X), sendo n(A) o nimero por unidade de volume de emissdes com energia E(\) entre A e A + dA.
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Number of modes

I per unit frequency )

j per unit volume X

8nv?

/ cd
l%\ For higher frequencies Q

you can fit more modes
into the cavity. For
double the fraquancy,
four times as many
modes.

Figura 5: Contagem dos modos normais estaciondrios de oscilagdo no interior de uma cavidade ressonante.

No interior da cavidade, cabem apenas modos estaciondrios de oscilagdo. O nimero por unidade de volume dos modos
estaciondrios de oscila¢@o no interior da cavidade é dado por:

n\) = —. (6)

Agora, cada modo de oscilacdo tem uma energia média associada que pode ser calculada por:

I Ef(E)dE
Jo f(E)dE

onde f(FE) é uma fungéo de distribuicdo de energia, com a qual calcula-se a fragdo dos osciladores com energias entre £ e £+ dFE.

< FE>=

A fungio de distribuigio foi obtida por Maxwell® e Boltzmann:
F(E) = Ae”PIET,

onde k = 1,38 x 10723 J/K é a constante de Boltzmann.

A funcio de distribui¢do é normalizada, ou seja, tal que:
/ f(E)dE = 1.
0

Definindo-se a varidvel o« = 1/kT, vem:

o] A —aF
/ Ae P JF = ¢
0

—Q

=l=>A=a=

T_A
«

0

E a energia média é:

o0 ABe=°EfT A4 [ Ae @B 1™ A
<E>:/ EAe P dE = 2= +f/ e P dE =" | =S =% T
0 —Q 0 a Jo —Q 0 « «

e podemos associar a cada modo de oscilag@o a energia média < £ >= kT.

“Wilhelm Carl Werner Otto Fritz Franz Wien (1864-1928), fisico alemao; Nobel de Fisica (1925).
3James Clerk Maxwell (1831-1879), fisico escocés.
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Assim, a densidade volumétrica de energia fica:

_ 8wkT

w(A) = n(NkT i

(7

Esta é a lei de Rayleigh®-Jeans’, que descreve o espectro de corpo negro apenas para grandes comprimentos de onda (A — 00).
Para pequenos comprimentos de onda (A — 0), ela prevé uma radiancia infinita:

o0
lim R(A\) = o0 ou / R(N)d\ = .
A—0 0

Tal discrepancia ficou conhecida como a catastrofe do ultravioleta:
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Figura 6: A catastrofe do ultravioleta.

III. A HIPOTESE DO QUANTUM DE ENERGIA

Para que u(\) tenda a zero também os pequenos comprimentos de onda, a energia média por modo de oscilagdo ndo pode ser
constante (k7"), como no resultado cldssico, mas deve depender de A e limy_,o < E >= 0.

Planck® propds que os osciladores na cavidade podem assumir somente valores de energia discretos, multiplos de um valor
fundamental que, por sua vez, é proporcional a frequéncia da oscilacdo:

) ’I’L:O,l,2,"' (8)

quantizacdo da energia: ’ E, =ne=nhf

onde h = 6,626 x 10734 J - s é a constante de Planck.

Vejamos, entdo, como fica o célculo da energia média, se a considerarmos discreta. Neste caso, a fragdo dos estados no nivel
n, com energia F,, pela distribui¢io de Maxwell-Boltzmann, é p,,(E) = e~ ne/kT = g—ane gnde definimos também o = 1 JET.

8John William Strutt, Lord Rayleigh (1842-1919), fisico britdnico; Nobel de Fisica (1904).
7Sir James Hopwood Jeans (1877-1946), fisico britanico.
$Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947), fisico alemdo; Nobel de Fisica (1918).
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Agora, a integral deve ser substituida por uma soma:

Zn E, - pn(E) Zn(ne)e—ane _ _%(Zn efane) .

<E>: =

20 Pn(E) 2o 2 e

Note que o denominador € uma progressdo geométrica de razdo e ¢ < 1:

—« _ —ae —2xe _
Zn:e(me—l—i—e“—i-e a_"_._._m

e o numerador € menos a derivada do denominador com respeito a a:

Assim, a energia média fica:

—QE h
<E>= "¢ - _ L P

1 — e—@e€ eae — 1 ehf/kT _ 1 - ehe/ AT _ 1 |

Multiplicando-se pelo niimero de modos de oscilagdo n()\), vem:

8mhe 1
u(A) = \° <ehc/>\kT _ 1) ’

)

(10)

Esta é a lei de distribui¢do de Planck, que descreve o espectro de corpo negro com excelente concordancia com os dados

experimentais.

Além disso, pode-se demonstrar a partir da lei de Planck a férmula de Rayleigh-Jeans, a lei de Stefan-Boltzmann e a lei do

deslocamento de Wien (vide Apéndice).
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IV. EXERcCICIOS

1. A temperatura da pele humana é de aproximadamente 35°C.

(a) Considerando a pele um corpo negro, qual ¢ o comprimento de onda correspondente ao pico de emissao de radiacio?
(b) Sabendo que a 4rea superficial total da pele é de 2 m?, qual é a poténcia total emitida pela pele?
(c) Por qué as pessoas nao brilham com a intensidade de uma lampada incandescente de mesma poténcia?

2. Uma cavidade que € mantida a temperatura de 2000 K possui um pequeno orificio por onde a radiacdo eletromagnética pode
escapar de seu interior. Em qual comprimento de onda a cavidade irradia com maior intensidade?

3. Considere o Sol como um corpo negro de temperatura 5800 K. Sabendo que o raio do Sol € de 700 mil km e que sua massa
éde 2 x 1039 kg:
(a) Use alei de Stefan e Boltzmann para calcular a energia total irradiada pelo Sol em um ano;

(b) O Sol gera energia através de fusdes termonucleares que ocorrem em seu interior, calcule utilizando-se da expressao
E = mc?, onde ¢ = 3 x 10® m/s, a massa perdida pelo Sol durante um ano na sua geracio de energia;

(c) Qual € a fragdo de massa perdida pelo Sol a cada ano no processo de fusdo?

4. O maximo da distribui¢do espectral de poténcia irradiada por uma certa cavidade ocorre para o comprimento de onda de
24,0 pm, na regido do infravermelho. A temperatura da cavidade ¢ aumentada até que a poténcia total torne-se duas vezes
maior.

(a) Determine a nova temperatura da cavidade;

(b) Determine o novo comprimento de onda do maximo das emissoes.

5. A temperatura de um corpo negro diminui de 800 K para 650 K. Calcule a variagdo percentual do comprimento de onda
correspondente a0 maximo do espectro de radiacio térmica deste corpo.

Respostas:

1. (@ 9,41 um;
(b) 1,02 kW.

2. 1449 nm;

3. (a) 1,25 x 1034 J;
(b) 1,38 x 10'7 kg;
(c) 6,92 x 10714,

4. (a) 1463 K;
(b) 20,2 pum.

5. 23%.
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V. APENDICE

e Deducio da férmula de Rayleigh-Jeans:

Tomando-se a expansio: e* ~ 1+  + ..., onde © = he/ kT, vem:

8mhe 1
\) ~ = 8T\ kT

v~ =5 (1+(hc/)\kT)1> T ’
que € a férmula de Rayleigh-Jeans.

e Deducio da lei de Stefan-Boltzmann:

R= /OOO R\ = Z/OOO u(\)dA

Como ¢ = \f = d\/df = —c/f? = —)\?/c, podemos fazer uma mudanga de varidveis na integral acima:

R=Z£Mﬁ(—f> 4l

8mhe 1 8mhf® 1
u(A) = b (ehc/AkT _ 1) = u(f) = A (ehf/kT _ 1) ’

E como:

de onde:
2mh

[e’s} f3
R?ﬁlmﬁiﬁ

Definindo-se x = hf/kT = dx = (h/kT)df e fazendo-se uma nova mudanca de varidveis, vem:

_ 2mh ’“T4/°° =4
2 h Oe$—1x

Agora, a integral acima nao tem solucdo analitica trivial. Porém, consultando-se uma tabela de integrais:
oo .3 4
x s
der = —
/0 et — 1 15

2okt 4

dai:

Note que encontramos, assim, uma expressao para a constante de Stefan-Boltzmann em termos de constantes fundamentais:

25k
= <1;c2h3> — 5,67 -10~% W/m2K*

e em concordancia com o seu resultado experimental.
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e Deducio da lei do deslocamento de Wien:

Partindo da lei de distribui¢do de Planck:
8mhe

u(A) = N (ehe/ T 1)

e definindo-se a varidvel z = he/AKT = dx/d\ = —he/N2kT.

O maximo de emissdo ocorre quando:

—he d | (KT\* a® | —Smhe (KT\"d [ a® ) _

A2EkT dx he ) er—1| A2 he ) dx |e —1]
d mS 5174 $5€z 4/ x 5 x T 4 5 4
dwLw—l]_ew—l_(e”—l)Q_Oj&c(e —1)—2°e®* =0=€e"(5z" —2°) = 5z" =

e’(l—z/5)=1

No entanto, a equagdo acima € transcendental, cuja solug¢do s6 pode ser obtida numericamente: x ~ 4, 965.

Assim: h L
c c
=— =1 Amaed = A

U= kT W= 1,965k

e obtemos a lei do deslocamento de Wien, com a constante dada em termos de constantes fundamentais € um valor numérico,
novamente, em concordancia com o resultado experimental.

mazT =2,808 102 m-K



