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Notas de Aula de Fisica Quantica (BCKO0103)

Prof. Dr. Marcelo Augusto Leigui de Oliveira

Ondas de matéria e o principio da incerteza

I. A DUALIDADE ONDA-PARTICULA

e Em seu livro Optiks (1704), Newton havia proposto que a luz se comportaria como particulas.

Figura 1: Newton e a teoria corpuscular da luz.

e Enquanto que Huygens', em seu livro Traté de la lumiére (1690), propds o comportamento ondulatério para a luz.

Figura 2: Huygens e a teoria ondulatéria da luz.

! Christiaan Huygens (1629-1695), fisico, matematico, astronomo e horologista holandés.
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e Em 1801, Young? realizou o experimento da dupla fenda:

nverference paiem on screen

Figura 3: Young e o experimento de interferéncia da luz na dupla fenda.

e No decorrer do século XIX, a teoria ondulatéria da luz se consolidou, tendo o seu dpice com a teoria eletromagnética de
Maxwell®:

P A = wavelength
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E = oscillating electric field

ﬁ' " B, ~ {}. e, @J B = oscillating magnetic field

Figura 4: Maxwell e a teoria eletromagnética.

Entretanto, no inicio do século XX, comegaram a surgir evidéncias para o comportamento corpuscular da luz:

Intensity 1 (arb. units)
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Figura 5: Evidéncias para o comportamento corpuscular da luz: (a) radiagdo de corpo negro; (b) efeito fotoelétrico; (c) efeito Compton.

>Thomas Young (1773-1829), fisico, médico e egiptSlogo britanico.
3James Clerk Maxwell (1831-1879), fisico e matematico escocés.
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A. A hipotese de de Broglie

Em 1924, Louis de Broglie* propde que as particulas da matéria (elétrons) também se comportam como
ondas e introduz a relagdo de de Broglie:

fal (1)
p

onde A é o comprimento de onda associado e p = mwv é o momento linear do elétron h € a constante de
Planck.

Figura 6: Louis de
Broglie.

Note que, se substituimos a relacio de de Broglie na férmula de Einstein para o quantum de luz:
E=hf=p\f=pc=p=E/c,
ou seja, o momento do féton pelo eletromagnetismo.

E se substituimos no postulado da quantizacao do momento angular de Bohr:

L:nh:mvr:nh:>27r7":nh:n<h>:n)\:>
2w mu D

[2mr = A} @

ou seja, dentro do perimetro de uma 6rbita de Bohr cabem nimeros inteiros de comprimentos de onda:

Figura 7: Ondas de de Broglie em Orbitas estaciondrias paran = 3,4, 5,6, ....

Exemplo 1: elétron lento, com E. = 10eV =1,6- 10718 I:
p?
E.=—=p=V2mFE =
2m
ho h 6,63 103
P V2mE /2-9,1-10731.1,6-10-18

4Louis-Victor-Pierre-Raymond, 7° duque de Broglie (1892-1987), fisico francés; Nobel de fisica (1929).

=\ =

=3,88-1071%m = 0,388 nm
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Exemplo 2: bola de pingue-pongue de m = 2 ge com v = 5 m/s:
p=mv=20,02-5=0,01kgm/s

h o 6,63-10734
A==

= =6,63-10732
P 0,01 ’ o

Seja um elétron sujeito a uma diferenca de potencial Vj, a energia cinética ganha por ele sera:

2

Eczpi:ew)@p:\/m:pc:\/m,

2m

agora By = mc? é a energia de repouso do elétron que, em unidades de eV, é mc? = 0, 511 MeV. Podemos calcular o comprimento
de onda de de Broglie deste elétron por:

h  he he 1240 [eV'- nm] 1,226
A=—=—= = == nm
PP V2me2eVy /20,511 -100y/eV} [e¥] Vevo

da teoria da relatividade, a energia total de uma particula livre é:
E* = (pe)® + (mc*)* = E? = (po)* + E,
que para altas velocidades, isto €, quando a energia cinética for muito maior que a energia de repouso:

sep>> Ey/c: E* = (pc)? = E = pc

~
~
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Exemplo 3: elétron rapido, com 100 MeV.

Primeiramente, verificamos que 100 MeV >> 0,511 MeV, daf:

h h 1240
A= Y 194107 m=12,4fm = 12,4F
p E 100106

Por outro lado, a energia total de uma particula livre € a soma da energia cinética com a de repouso. Elevando-se ao quadrado,
ela pode ser igualada a energia relativistica:

E=E.+Ey= E* = (E.+ Ey)* = (pc)* + E} =

VE2 + 2E.E,

Cc

= B2+ 2B.Ey + B8 = p*c + BE = |p =

que combinada com a relagdo de de Broglie, vem:

A= L 3)
VE2+2E.Ey

Dividindo-se esta equagio por Ey = mc?:

he/mc? h/me

VE2 +2E.Ey/Ey  +/(E./E0)? +2E./Ey
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mas, como Ac = h/mc é o comprimento de onda de Compton, vem:

1
V(Ec/Eo)? +2E./Eo

MAc = @)

Exemplo 4: préton com E. = 150 GeV, como a energia de repouso do préton € Fg = 938 MeV:

150 [GeV]

E./Ey= —— 210
/Eo 0,938 [GeV]

~ 160 = \/Ac =6-1073

mas o comprimento de onda de Compton do préton é:

h hc 1240 [eV - nm]
)\C = = 5 = 3
mpC  MyC 938 - 10° [eV]

=1,32-10%m=1,32-100¥ m=

=A=6-102Ac=6-10"2-1,32-100"m=17,93-107"®¥ m = A\ =8am

e Em 1925, Elsasser® propde que os efeitos ondulatérios dos elétrons pudessem ser observados em monocristais;

e Em 1927, Davisson® e Germer’ realizam o experimento da interferéncia de elétrons:

variable
voltage

nickel
crystal
electron m“

Figura 8: Davisson e Germer e o experimento de interferéncia com elétrons.

e Em 1927, G.P. Thomson® realiza o experimento da difracio de elétrons:

Electron
diffracion rings

Figura 9: Thomson (filho) e a difragdo de elétrons.

SWalter Maurice Elsasser (1904-1991), fisico alemdo, naturalizado americano.
SClinton J oseph Davisson (1881-1958), fisico americano; Nobel de fisica (1937).
"Lester Germer (1896-1971), fisico americano.

8Sir George Paget Thomson (1982-1975), fisico inglés; Nobel de fisica (1937).
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II. O PRINCIPIO DA INCERTEZA

Em 1927, Heisenberg’ formula o principio da incerteza: "é impossivel de medir-se a posicdo e o
momento de uma particula simultaneamente e com qualquer precisao".

Para demonstra-lo observemos, primeiramente, o fendmeno da difracdo por uma fenda extensa; a
precis@o na localiza¢@o da imagem central é da ordem do comprimento de onda:

Ax ~ )\,

que é a precisdo para a localizacdo de uma particula com comprimento de onda de de Broglie A\. Agora,

Figura 10: Werner
Heisenberg.

()

Figura 11: (a) difracdo por uma fenda extensa; (b) microscopio de Bohr.

tomemos o chamado microscdpio de Bohr: ao jogar-se luz sobre uma particula, damos-lhe um recuo Ap que é da ordem da relagao
de de Broglie:

h
Ap ~ —.
P
Assim: h N .
A'A ~ = . = _— -
p- Az )(X h>47T 5=
h
Ap-Az = 5 )
Por outro lado:
27 h h h
E = = AE ~ hAw = h— = AEAt ~ —— = — ==
hf = hw = hAw hAt:> t W% h>47r 5 =
h
AE~At2§ (6)

“Werner Karl Heisenberg (1901-1976), fisico alemao; Nobel de fisica (1932).
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III. EXERCICIOS

1. Num aparelho de televisdo os elétrons sao acelerados por um potencial de 20 kV. Qual é o comprimento de onda de de
Broglie desses elétrons? Se o potencial for duplicado, qual serd o novo comprimento de onda?

2. Quais sdo os tamanhos dos objetos necessarios para observarem-se os efeitos difrativos de néutrons com energia cinética de
10 MeV? Dado: m,, = 939, 3 MeV/c?

3. (a) Qual o comprimento de onda de de Broglie para uma bola de massa m = 0, 3 kg movimentando-se com uma velocidade
de 5 m/s?

(b) Qual o comprimento de onda de de Broglie para um pequeno objeto (porém ainda macroscépico) com massa m =
2,0 x 107Y g que move-se com velocidade 103 m/s?

(c) Qual o comprimento de onda de de Broglie para um elétron com energia cinética de 50 eV?

4. Considere um elétron livre com com energia 0,5 keV que terd sua posi¢do e momento determinados no mesmo instante. Se
a posicdo for determinada com uma precisdo de 4 A, qual serd a porcentagem de incerteza em seu momento?

Respostas:

1. 8,7pme 6,1 pm.
2. 9 fm.

(a) 4,4 x 10734 m;
(b) 3,3 x 10717 m;
(¢) 0,17 nm.

3. 1,1%.
4. 1,6 x103s71e 5,3 x 10712,



Fisica Quantica 8

IV. APENDICE: ONDAS

Ondas progressivas sdo descritas pela funcio: ’ y(x,t) = yo cos(kx — wt) ‘, onde o argumento da funcdo cosseno é a chamada
fase daonda: ® = kx — wt.

y Ax = -vAt ~ =0
1.. i :: /j"/-m -

e [\\' - b f\\‘;. [ \;_x
\Y/Z2RN\V/ZRN\V/EAN\V/ 2R

Figura 12: Ondas progressivas.

onde:
w=2rf= 217: é a frequéncia angular, medida em [w] = rad/s @)
k= 2% é nimero de onda angular, medido em [\] = rad/m (ou, simplesmente, [\] = m~ ') (8)
Nas ondas progressivas, a fase € constante:
%:O:k%_w:()é%:%i UfE%, 9)

onde definimos a velocidade de fase. Ademais:

w  2rf
== =\ 10
YTk T 20 (10)
Agora, derivando-se a fun¢@o de onda, parcialmente, duas vezes na coordenada x e no tempo ¢:

2
% = —kyo sen (kx — wt) = % = —k*yo cos(kz — wt) = —k*y(z,1)

2

o2

%
ot

Dividindo-se os dois resultados acima, vem:

= +w yo sen (kx — wt) = = —w?yy cos(kr — wt) = —w?y(x, )

o Py 1
ox2’ o2 w2 _vj%
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Assim, chegamos a equagdo diferencial de onda:

Py 1Py _
Ox? v? o2

A. Pacotes de onda

A interferéncia entre duas ondas € calculada pela soma de suas func¢des de onda:

y(x’t) = yl(mat) + y2($vt)

Figura 13: Interferéncia de duas ondas.

Sejam duas ondas:
y1(z,t) = yo cos(krx — wit)

ya(x,t) = yo cos(kax — wat)

com uma pequena diferenga de frequéncia entre elas:
Aw:wg—wl s Ak:kg—kl

A interferéncia entre elas produz o fendmeno do batimento:

Figura 14: Frequéncia de batimento.

(11)
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Pois:
Ak A -
y(x,t) = yo cos(k1x — wit) + yo cos(kex — wat) = 2yp cos (233 — ;jt) cos(kx — @t),

onde definimos os valores médios:
ki1 + ko _ w1 + w2
2 YT T

_ A« Ao Ao B
COS (/1 + COS (g = COS 04—}—7 + cos 05—7 = 2cos 7 Ccos &

Estendendo-se este procedimento para varias ondas, produz-se um pacote de ondas:

€ usamos que:

k

) 11 AAPAALAAAASAAS 1o

(c) 1

£-5-4-3-2-1 01 2 3 4 5 6 7 8 % 100112 ¥
% {unidades de 1112} —s= 121
1 I
B} | 1
" e
| S| :: | :l | I
Y=Y 16n  20n | 24x | 28x 322 K
e
an
Figura 15: Pacote de ondas.
com velocidade de grupo:
Aw
Vg = —
9 Ak
no limite Aw — 0, Ak — 0:
dw
Vg = ——
9 dk
e se o meio for ndo-dispersivo:
dw
w:vf~k:>%:vg vf
e se o meio for dispersivo:
dw dvy
w=vsk) k= —=v,=vr+k—=

10

(12)
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B. Relacoes de indeterminacdo cldssicas

11

Na figura 15, fizemos a superposicdo de sete funcdes com amplitudes comprimento de onda ligeiramente diferentes entre si. A
distribui¢ao de amplitudes da figura (c) indica que Ak ~ 47w ~ 12 e largura do pacote obtido na figura (b) é ligeiramente maior

que a escala em x, ou seja, Ax ~ 1/12. Assim:

ademais:

2w dk 2w

S

27 2
= Ak = FA/\ = AkAz = FA)\A%‘ ~1=|ANAx ~ o

/\2

C. Pacotes de ondas de matéria

Usando as relagdes de de Broglie e de Einstein, calculamos a velocidade de fase:

E FE
’Uf = Af = ﬁ— = -,
ph p
entdo, para uma particula livre de energia cinética:
2
E

oV L, B _p v v
2m P 2m  2pr 2

portanto, a velocidade de fase ndo € a velocidade da particula, mas a sua metade. Agora, para a velocidade de grupo, temos:

E=hf=hv=w=E/h= dw=dE/h

h
p=73=hk=k=p/h=dk=dp/h
Ly W dE

YTk T dpe

mas de:
p> _dE _p

B ™ —m = VT = )

Portanto, a velocidade da particula coincide com a velocidade de grupo da onda associada.

(13)

(14)

15)



