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A equacao de Schrodinger

I. A FUNCAO DE ONDA

O experimento da dupla fenda com elétrons:

Figura 1: Experimento de interferéncia com elétrons.
Em 1924, Born' propde a fungio de onda V¥ (z, ), uma fun¢iio complexa da posi¢do da particula em fungio do tempo, tal que
U (2, t)]* = U (2, 8)¥(z, 1)

mede a distribuicdo de densidade de probabilidade de encontrar a particula na posi¢do « e no instante de tempo ¢ e

P(z,t)dz = |¥(z,t)|>dz

¢é a probabilidade de encontrar o elétron em dz.
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Figura 2: Max Born e 0 médulo quadrado da func¢do de onda.

'"Max Born (1882-1970), fisico e matemdtico alemdo; Nobel de fisica (1954).
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Exemplo 1:

() = cosx = |[Y(z)|* = (cosx)*(cosx) = cos® =

Exemplo 2: a relacdo de Euler
P(x) = e = cosx + i senz =
|v(2)|* = (cosx + i senz)*(cosx 4 i senz) = (cosx — i senz)(cos x + i senz) =
= cos? & + i_Ccos#SENT — i _CcosSenzs — i- sen’x = cos® x + sen’z = 1,

ou seja, 100% de probabilidade da particula estar em qualquer lugar!
II. A EQUACAO DE SCHRODINGER

Em 1926, Schrodinger? publicou a equagio de onda que governa a propogago das ondas de matéria
(elétrons, prétons, néutrons, 4tomos, ...).

A energia total de uma particula de massa m € dada por:

p2
E=— 1
2m+V($,t), (D

onde V (z,t) é um potencial dependente da posigéo e do tempo.

Por de Broglie sabemos que:

h
= — =hk
P=X
Figura 3: Erwin e por Einstein sabemos que:
Schrodinger.
E=hf=hw.
Substituindo na equagdo 1, vem:
h2k?
hw = + V(z,1). (2)

2m

Agora vamos introduzir a fun¢do de onda (x,t) como incGgnita, portanto, a equagfio que procuramos € uma equagio
diferencial. Ademais, para garantir o fendmeno da interferéncia, a equagdo diferencial deve ser linear:

— se Uy(x,t) e Uy(x,t) sdo solugdes da equagio, entdo a combinagio linear: ¥(x,t) = a1V (z,t)+a2Po(x,t) também é solugdo.

A. Particula livre

Uma particula livre da acdo de forgas estd em uma regido do espago em que o potencial é constante: V' (z,t) = V. Entdo, a
equacdo 2 se reduz a:
h2k?
2m

fw = + V. 3)

2Erwin Schrodinger (1887-1961), fisico austriaco. Nobel de fisica (1933).
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A fungio da onda plana progressiva: ¥ (z,t) = Ae'(**=«!) pode satisfazé-la, se notarmos que:

ov

5 = —iwAet kTt — i,
v : 2p ‘
g— = ik Ae'Fr ) = —g - = (ik)?Ae’*reD) = 12,
xr T

Assim, multiplicando-se a equagéo 3 pela func¢do ¥, vem:

12 (k20) U B, 9°U 2 820 ow
Alwd) = —= g Ai—) = —(——— g —_— U =ih—
(w) 2m V=R ot ) 2m( 0x2 )+ V= 2m Ozx2 tV ot l

que é a equacdo de Schrodinger da particula livre. Esta equagdo € validada sob duas hip6teses:
1. Uma solugdo de onda plana: ¥(z,t) = Aet(kz—wt);
2. Um potencial constante V' (z,¢) = V (particula livre).

B. Potenciais dependentes da posicdo e do tempo

A equagdo de Schrodinger para outros potenciais V(xz,t) (dependentes da posi¢do e do tempo) toma a mesma forma e sua
validade € postulada:

B h? 0%V (z,t)

e ,ha\ll(sc, t)
2m  Ox? '

+ V(z, )V (x,t) =i e 4)

A funcdo de onda tem a mesma interpretacdo: por si s6, ela ndo tem interpretagdo fisica, mas o seu médulo quadrado tem a
interpretacdo probabilistica, isto é:
P(x,t)dx = |V (z,t)*de = U*(z, 1)V (x, t)dx

representa a probabilidade de encontrar-se a particula entre = e x + dz no instante ¢t. Assim, a probabilidade da particula estar
entre dois pontos x1 € T5 no instante ¢:

fxnym::/m2m*@;ﬂwcuﬂdx

1

E, em todo o espago, vem a condi¢do de normalizagdo:

“+oo
/’ U (2, )0 (2, ) = 1 5)

— 00

C. Separacgdo de varidveis

Seja um potencial independente do tempo: V (z,¢) = V(x). Neste caso, podemos propor, para a fun¢éo de onda, uma solugdo
na forma U(z, t) = 1(x)¢(t) de tal forma que € possivel resolver a equacdo de Schrodinger (diferencial parcial) pelo método da
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separagdo de varidveis. Substituindo-se a solug¢@o proposta na equagdo de Schrodinger, vem:
n* 02 L0
- o S lH@)B0)] + V(@) [()6(0)] = b [0(2)o(0)] =
h? 0? iy 0 = (@)(t)
o 0(t) 55 (@) + V(@) (@)6(t) = iip(a) 5 o(t) T
1 92 1 9

_%m@d)@) +V(z)= ihmaqb(t) = const.

Note que, na tltima equagao, temos fun¢des que dependem somente de uma variavel em cada lado da igualdade, ou seja, somente
da varidvel espacial x a esquerda e somente da varidvel temporal ¢ a direita. Isto sé é possivel se cada lado for constante

separadamente. Definindo-se uma constante de separacdo E, podemos tratar separadamente as varidveis em 2 equagdes:

o 0 2V V@) = B = | <5 T 4 v @(e) = Bula)
1 d L do(t)
zh%£¢(t) =F= zhv = E¢(t) |

(6)

)

Note, ainda, que substituimos o simbolo da derivada parcial pelo da derivada ordindria (9 — d), uma vez que, agora, estamos

tratando de fung¢des de uma tnica varidvel em cada equagdo.

1) Solugdo da parte temporal

Podemos encontrar a solugdo da equagdo 7, vélida para todos os potenciais independentes do tempo:

im0 _ d _E /‘b(t)d(/)_E t

zhdt—E¢:> ¢—ihdt:> ) o in Odt:>
_ —iE o(t)  —iEt

In ¢(t) —In ¢ = N (t—0)=1In o0~ h =

$(t) = goe FHM |

Tomando a primeira derivada da solu¢do acima e lembrando que as fun¢des de onda devem satisfazer a derivada temporal:

dop
o e

d E . E

= i e = i ( " ) ®

vem que a constante de separagdo € a energia total da particula: £ = hw.

®)
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2) A parte espacial

A parte espacial da equacdo de Schrodinger foi dada na equag@o 6:

1 (@)

Com da?

+ V(2)y(x) = Ey(x),

que é denominada equacdo de Schrodinger independente do tempo. Suas solu¢des devem ser encontradas, em cada caso, para
cada fung@o potencial V' (z) a que a particula estiver sujeita, respeitando-se as seguintes condi¢ées de contorno em todo o espago:

1. 1(z) e “£4)(x) devem ser continuas;
2. Y(x)e % (z) devem ser univocas;

3. ¢(z) e Lp(z) devem ser finitas.

A ultima condicdo aliada a condi¢do de normalizagdo, da equagdo 5, impde que a funcdo deve ir a zero no infinito, caso
contrario a condi¢do de normalizag¢do nio poderia ser satisfeita:

lim ¢(z)=0.

r—+o0

Note, ademais, que introduzindo-se a solugdo da parte temporal 8, a condi¢do de normalizag¢do pode reduzir-se a:

/OO U*(x,t)V(x, t)dx = /00 ¥ (z)e P B M (1) e B My = /OO Y (x)(x)de =1 )

ITII. VALORES ESPERADOS (MEDIOS) E OPERADORES

A. Densidade de probabilidade e valores médios

Uma vez que a integral:
T2
P(z,t) = / U*(z,t) U(z,t) de
1

mede a probabilidade de se encontrar a particula entre 1 € 2 no instante ¢, entdo o integrando ¥*(z,t) ¥(z,t) é a densidade de
probabilidade de encontrar a particula em x no instante ¢:

’p(x,t) = U*(z,t) U(x,t) ‘ (10)

e, como decorréncia da condi¢do de normalizacio, temos, em todo o espago:

“+oo
/ plx,t) de = 1.

— 00

Assim, podemos calcular o valor esperado (ou a média) de uma fungo qualquer por:

—+oo +oo

< flz,t) >= / f(z) p(z,t) do = / U*(x,t) f(z) U(x,t) de, (11)

—0o0 — 00

jd que p(z,t) é o peso na distribuicdo da fungdo f(x,t) em torno da posi¢do x e no instante .
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Ou, no caso independente do tempo, por:

Por exemplo, o valor esperado da posi¢do é dado por:

+o00
<z >= / U*(z,t) z ¥U(x,t) de,

—00
ou, no caso independente do tempo, por:
+oo
<z >= Y (x) x () du.
Agora, vimos que a derivada segunda da funcio de onda € proporcional a menos ela mesma:
§ 2
0

de maneira que podemos associar ao momento linear um operador:

AN NP

= %22\11(33,75) = (ik)2W(z,t) = <i2k)2\11(x,t) = (Z’)Q\P(x,t),

Ox2 h

Assim, a partir da equagdo 12, definimos os valores médios:

<p>= +: " (2) (—m;x) () dz = —m/ﬁo o (@) [aqgix)} da,

— 00

Oz Ox?

<p?>= :o o () (iha)2 W(z) do = —h? /+OO b (@) {32@0(39)} dz.

— 00
Analogamente, de:

Q\I/(x,t) = —iw¥(z,t) =

ot
0] —ihw —iE
— V(. t) = ——U(z.t) = —U(x. t
e podemos associar a energia total um operador:
0 —iF - 0

e o valor médio da energia total fica:

(12)

(13)

(14)

15)

(16)

7)

(18)

19)
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Por vezes, o operador energia total ¢ chamado de hamiltoniano e definido pela soma das energias cinética e potencial
pZ
H=—+4+V(z,t 20
o TV (@) | (20)

tal que, da equacdo de Schrodinger dependente do tempo:

n? o2 0 . 0
%8—\11(:1: t)+ V(z,t)¥(z,t) = Zhatlll(x t) = | HU(x,t) = zhat\If(x t)

Ou no caso independente do tempo:

o L p(a) 4V @yb(a) = Bo(a) = [ B = But) |

E o valor esperado da energia cinética é:

+00 +o0 "2 d?
<E.>=<E—-V(z)>= v (z) [E—V(2)]¢(x)de = U*(z) [—

— 00

B. Corrente de densidade de probabilidade

Lembremos que p(z,t) = U*(x,t) U(x,t) é a densidade de probabilidade de encontrar a particula em x no instante ¢. Para
simplificar a notacdo, vamos deixar de lado por um momento as dependéncias das fungdes: p = U* ¥

Partindo da equagdo de Schrodinger, multiplicando-a pelo complexo conjugado da funcdo de onda:

2 02w ov RVl ov
o U =ih— S Jp— U = hU* — 21
(2m82+v Z@>:>2m 52 TV ot @D
e tomando-se o complexo conjugado de toda estas equagdes:
n? 9?w ow\ " D2 W* . o
\IJ< o 2 + VU = h(%) = ——Qm\I/ 92 + VIU* = —hW ET (22)

Podemos subtrair a equacdo 21 da 22:
_% (\IJ*?;;I — Wg) =1h <\I/ %—\f +\118\I/*) =
025 { <‘I’ gi \Paaq;*)] - aat(q’*q’) =
A+ o (5 v )| o

onde no primeiro termo indentificamos a derivada temporal da densidade de probabilidade. Agora, da fisica de meios continuos
numa dada regido, a variagdo temporal da densidade relaciona-se com o fluxo de corrente pela equacdo da continuidade

dp  0j
a—&-%—oa (23)
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8
definimos, assim, a corrente de densidade de probabilidade por
—ih ov ov*
j=— (U"— — U 24
I om < ox oz ) ' 4
ou, incluindo-se as dependéncias funcionais
) —ih 0V (x,1t) oV*(x,t)
)= — |U* t)————= —V(z,t) ————=| . 25
i(z,1) 2m { (2,7) ox (@,7) Ox 25)
Note, agora, que:
& —ih ov ov* —ih ov & ov
de = — o - de = — \I!*—d — y* U*— d
/_OOJ:E 2m _Oo( x 8x>x 2m</_ ”T/‘ILP//_OO Oz x>:>

o —ih
/ jdr=—— \I/*—das——/ y* (—zh) dx—
oo m —0o0

C. Particula num estado ligado e no caso estaciondrio

A funcdo de onda de uma particula sujeita a um potencial independente do tempo (caso estaciondrio) é: U (z, t) = t)(x)e " Ft/",
Neste caso, entao:
Ip
pz,t) = U (z,) ¥(z ()BT ) () e= T — 7 ( =p(z) = 5= =0,

ot
que na equacdo da continuidade implica que a densidade de corrente de probabilidade deve ser constante
7) 0j 0j

t+87x:0:>%:0:>3(x):const.

Agora, se além disso, a particula encontrar-se num estado ligado, para além da regido classicamente permitida, sua energia sera
sempre menor que o potencial: £ < V(). Desta forma, para posi¢des muito afastadas, a fun¢do de onda sempre tende a zero

ARV =
E, como no caso estaciondrio, j(x) é
—ih ) 0
2) = g [0 @) 292 — i 22 )

ox ’
que s6 pode ser zero em todo o espaco

(26)

j(x) = const. =0
De onde concluimos também que:

<p>=0,

ou seja, em média, ou a particula nao se movimenta ou fica batendo nas paredes do potencial, gastando tempos iguais se movendo
para a esquerda ou para a direita.
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IV. EXERcCICIOS

Mostre diretamente a partir da equagio de Schrodinger independente do tempo que < p? >=< 2m[E — V(z)] > para
qualquer potencial V() e que < p? >=< 2mE > para uma particula confinada dentro de um pogo de potencial, mas
movendo-se livremente em seu interior.

2. Sejaip(x) = Asen(wz/L) a fungdo de onda do estado fundamental de um poco quadrado infinito de largura L. Se < = > e
<z?> representam os valores médios de x e de 2, respectivamente, para este estado, calcule:
(@ o, =V<a22>— <z >%
(b) op =/<p2>—<p>%
(c) o0p.
Os resultados sd@o compativeis com o principio da incerteza? Justifique.
3. A partir da equagdo de Schrodinger mostre que o o valor médio da energia cinética de uma particula é dado por:
oo 12 d*(x)
< E.>= * -—— dx.
¢ m¢($)[2m dxz}x
4. Mostre que no caso estaciondrio em uma dimensio, ou seja, para ¥(z,t) = (x)e~*#*/" e para um estado ligado qualquer:
(a) acorrente de densidade de probabilidade € nula em qualquer ponto do espago;
(b) < p >= 0, com o resultado do item anterior e integrando por partes.
5. Para o seguinte estado estaciondrio de uma particula de energia E:
\IJ(.’L‘, t) — [C+eipm/h, + C«_e—z‘pr/h]e—iEt/h7
sendo C1 constantes, determine:
(a) a densidade de probabilidade, p = |¥(x,1)|?;
: I . —ih [\ 0v o~ |.
(b) a densidade de corrente de probabilidade, j = 2:”’ Uras —Ue—-1;
(c) verifique que % + % =0.
Respostas:
1. demonstracdo.
_ L2 | L2,
2. (@) gp=1/—352+ 155
(b) Op = 2}%;
(©) 0,0, =144/ —% + 15 resultados compativeis.
3. demonstracdo.
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4. (a) demonstracio;
(b) demonstragao.

5. @ p=|Cs> +|C_|> + C1C_e 2 4 O Oy
®) j =5 (0~ |C-]);

(c) demonstracdo.

10



