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Notas de Aula de Fisica Quantica (BCK0103)

Prof. Dr. Marcelo Augusto Leigui de Oliveira

Poco quadrado infinito

I. POCO INFINITO UNIDIMENSIONAL

A energia de uma particula (elétron, préton, dtomo, ...) confinada numa regido do espago por um potencial é quantizada. O

poco infinito unidimensional é o protétipo de problemas que apresentam esta propriedade.

A. Confinamento na regido 0 < x < L:

Seja, inicialmente, uma funcdo potencial dada por:

=00 V:: <] 0 0 L
A \ 5 <z <L
V(x)_{+oo, z<Oouzx > L.
V=2 V= A fun¢des de onda devem ser da particula livre dentro e zero fora da regidio de confinamento:
V=0 _J livre, O<az <L
= 0 I X ¢(x){0, x<Oouz> L.
Figura 1: Poco infinito
unidimensional (caso A).
Para a particula livre, a equacdo de Schrodinger fica:
- = T =— T = — T
2m  dz? dzx? h? dz? ’

onde definimos k = v2mE /.

A solucdo geral para esta equagdo diferencial é dada pela funcio:
Y(x) = Asen(kx) + B cos(kz),
contudo, temos que satisfazer as condi¢des de contorno das equagdes 2:
e Em x =0, ¢(0) = 0, impondo B = 0 e reduzindo a solugdo para ¢)(z) = A sen(kz).
e Em z = L, a condi¢do de contorno leva a:

(L) =0= Asin(kL) =0= kL = nm,
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ou seja, o nimero de onda k € quantizado e, por conseguinte, o comprimento de onda A:

27

kn
An

Esta condicao de quantizacdo estd representada na figura 5, no padrao correspondete as ondas estaciondrias:

=— =
L

,onde n = 1,2, 3, ... (série harmdnica)

Figura 2: Padrdo de ondas estaciondrias do pogo infinito unidimensional.
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As solugdes 1, () e as densidades de probabilidade para se localizar a particula |+, (x)|? estdo dadas na figura 3, para os
trés primeiros niveis de energia:

L1 % el
2L+ |-
L 1 xL
£ e el
2L+ -+
ol
T
x/L 1 xL 1
RS g
2L+ w -
ot
L 1 x/L 1

Figura 3: As trés primeiras solugdes (n = 1,2, 3, ...) do pogo infinito unidimensional, para o caso A (confinamento entre 0 < zz < L).
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B. Confinamento na regido —L/2 < x < L/2:

Seja, agora, uma funcgdo potencial dada por:

= . 0 —L/2 <z <L/2
V=0 V=0 — ) 3
A \ Vi(z) { +o00, < —L/20uz > L/2. ©
V=w V= As fungdes de onda devem ser da particula livre dentro e zero fora da regido de
confinamento:
V=0
livie, —L/2 <z < L/2;
X =
B2" R ¥() { 0, a«<-L/2ouz>L/2. )
Teremos, para a particula livre, a mesma equagdo de Schrodinger:
Figura 4: Poco infinito
unidimensional (caso B).
dx? ’
onde k = v2mE/h. E a solugdo geral também é a mesma:
Y(x) = Asen(kz) + B cos(kx), 8)
mas temos que satisfazer agora as condi¢des de contorno descritas em 7:
e Emuz=-L/2:
Asen(—kL/2) + B cos(—kL/2) =0= —Asen(kL/2) + B cos(kL/2) =0 )
e Emuz = L/2:
Asen(kL/2) + B cos(kL/2) =0 (10)
Somando-se e subtraindo-se as equagdes acima, vém:
(9)+(10): 2B cos(kL/2) =0= ouB =0ou cos(kL/2) =0
(9)-(10): —2Asen(kL/2)=0= ouA=0ousen(kL/2)=0
e Escolhendo-se B=0¢e A # 0:
kL 2nm  mw
onde m sé pode assumir valores pares: m = 2,4, 6, ...
e Escolhendo-se A =0e B # 0:
kL  mr mm
kL/2)=0=> — = —=>k=— 11
cos(kL/2) 5 5 7 (1)

onde m s6 pode assumir valores impares: m = 1, 3,5, ...
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5
Generalizando: (@) (.2)
T | ¢(z) = Asen(k,x), npar
kn = T n= 1,2,3, .., onde.{ W(@) = B cos(knz), nimpar. (12)
Novamente, temos o nimero de onda k£ e o comprimento de onda A quantizados:
2L
ko = % =\, = 22| onde n = 1,2,3, ... (série harménica), (13)
n

que geram o mesmo padrdes semelhantes de ondas estaciondrias.

C. Niveis de energia

Uma vez que obtivemos, nos casos A e B, nimeros de onda quantizados e ja que estes sdo dados em fungdo da energia
(pn = hk, = v2mFE),), consequentemente, os niveis de energia sdo quantizados:

e — 2mkE, nrw omE, n’n? n?m2h? n2h?
n— £  — 7 =

N P g, 2T M 12,3, 14
n L R2 L2 "T TomL2 T 8mLz| T o (14

e tém os mesmos valores para as duas regides de confinamento estudadas.

Representamos no diagrama abaixo os trés primeiros niveis de energia:

E =
f

Figura 5: Solugdes e niveis de energia para os 3 primeiros niveis do poco infinito unidimensional.
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As solugdes 1, () e as densidades de probabilidade para se localizar a particula |1, (z)|? estdo dadas na figura 6, para os trés

primeiros niveis de energia:

¥ ()
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Figura 6: As trés primeiras solugdes (n = 1,2, 3, ...
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) do pogo infinito unidimensional, para o caso B (confinamento entre —L/2 < z < L/2).
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D. Normalizacdo das solugcoes (caso A)

Falta determinar a constante A para cada modo n, por isso, vamos denota-las por A,,:

U () = Apsen k.

Impondo a condi¢do de normalizagdo, temos:
+00 L
Y (x)(x)dx = Ai/ sen’k,x dx = 1
0

— 0o

a integral acima pode ser calculada por partes:

L Jﬁl/ L L
+—= / cos? kpx dx = / (1- sen2knx) dx =
0 % 0 0

L L \
/ sen’k,z dx = / senk,,x senk,,x dr = — (Mcos knm>
0 0

kr

L L
2/ senkp,zde =L = / sen’kpzde = = =
0 0

L
L /2
Ai/ sen’k,x dv = A2 (2> =1=A4,= I independente de n.
0

Un(x) = \/gsen ? (15)

E incluindo-se a parte temporal, a solu¢cdo completa fica:

L
2

Entdo:

U, (z,t) = \/zsen (kpx)e™ ! (16)

Obs.: as constantes de normalizagdo para o caso B (A,, para n par e B,, para n impar) t&ém célculo andlogo e ddo exatamente
o mesmo resultado. Deixaremos como exercicio para o leitor.
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II. EXERCICIOS

. Verifique que a fungéo

W(a ) = Asen(4wzx/a)e P _a/2 < x < a)2;
10 ,x < —a/2ouz > a/2
¢ uma solugio da equacdo de Schrodinger na regiio —a/2 < x < a/2 para uma particula que se move livremente, mas

confinada nesta regido. Determine a energia associada ao estado cuja fungéo € descrita pela fun¢do de onda acima e encontre
a constante de normalizacio.

Um elétron estd confinado num poco de potencial finito com largura 1,0 nm e altura 2,0 eV. Existe um estado ligado
correspondente a n = 3 para este caso? Justifique.

. Um elétron estd confinado na regido entre x = 0 e z = L, onde pode mover-se livremente. Fora desta regido o potencial é

infinito.

(a) Determine a funcdo de onda normalizada do estado fundamental para este elétron em todo o espaco;
(b) Qual a probabilidade de encontrar o elétron na regido entre 0 e L/3, quando este estd no primeiro estado excitado?

Considere um elétron aprisionado num pogo de potencial unidimensional infinito com largura 3 A. Qual é a probabilidade
de encontrar o elétron no primeiro estado excitado na regido entre t = 0,5 Le x = 0,75 L?

Considere uma particula de massa m confinada no intervalo —a/2 < = < a/2, onde o potencial é nulo. Fora desta regido o
potencial € infinito.

(a) Resolva a equagao de Schrodinger para esse sistema e mostre que as fungdes de onda resultantes sao de dois tipos:
pares, ¥, (—x) = 1, (z), e impares, ¥, (—z) = =, (x);

(b) Mostre que essas funcdes de onda sdo equivalentes as obtidas para o caso em que a particula estd confinada no intervalo
0 < 2’ < a. Dica: aplique uma translagéo na origem para 2’ = = + a/2.

Respostas:

1.

_sm’hi. 4 _ /2
B=tmttia=

2. demonstra¢do; nao existe.
3. (a) demonstragdo;
(b) 0,402.
4. 0,25.
5. (a) \/2/asen(nmx/a) paran pare \/2/a cos(nmr/a) para n fmpar;

(b) demonstragao.



