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Notas de Aula de Fisica Quantica (BCK0103)

Prof. Dr. Marcelo Augusto Leigui de Oliveira

Oscilador harménico simples unidimensional

I. OSCILADOR HARMONICO SIMPLES

A. Caso cldssico
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Figura 1: A esquerda: sistema massa-mola (sem atrito); 2 direita: o potencial do oscilador harménico simples.

Seja um corpo de massa m preso a uma mola de constante eldstica k, sujeito a uma forga dada pela lei de Hooke, podemos
calcular o potencial V' (z):

Fla) = ko= V(o) =~ [ P@)do= [ kods = ot
0 0

Por outro lado, da segunda lei de Newton, a equag@o de movimento é:

d*x d>x  k d*x 9
onde definimos a frequéncia angular w = \/k/m.

As funcdes que satisfazem a esta equacgdo diferencial sdo senos e cossenos de wt + (, pois:
z(t) = A cos(wt + ¢) + B sen(wt + ¢) =

dx(t)
dt

= —wA sen(wt + ¢) + wB cos(wt + ) =

d*x(t)
dt?

= —w?A cos(wt + @) — w?B sen(wt + ) = —w?z(t).

Se F ¢ a energia total da particula:

1 1
V(z) = §mw2m2 =F= §mw2A2,
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onde A € a amplitude da oscilagdo. Agora, a energia total € a soma da energia cinética e a energia potencial:

1 1 2 1

E=-mv®+ -mw’2?=v=4|—(E— =mw2a?
2 2 m 2

Classicamente, medimos a probabilidade da particula estar entre x e x + dx proporcionalmente ao tempo gasto nesta posicao,

ou seja:

d d
P(:v)dxocdt:—x: i , com E > 0.
v

W (E B 1mw2w2>
m 2

B. Caso qudntico

A equacdo de Schrodinger independente do tempo para o potencial do oscilador harmdnico simples é:

K2 de( ) 1
o S Smetat(e) = B(a)

Sua solu¢do envolve uma matemadtica avancada que foge do escopo da nossa disciplina, portanto, vamos discuti-la apenas
qualitativamente. Primeiramente, notemos que o potencial V' (x) é uma funcéo par, assim o médulo quadrado da fun¢io de onda
deve ter a mesma propriedade:

_ Y(x) = +¢(—x) (simétrica)
(@) = (=)l = { ¥(z) = —1p(—x) (antissimétrica)

Na regido limitada classicamente pela amplitude , o potencial V'(x) é menor que a energia total, entdo:
d*¢(z)
dz?

E, nesta regido, a solucdo é uma funcao oscilatéria da posicao.

2m
2

= —k*)(x), comk? = - [E — V(z)] > 0, em Ixl < A.

Na regido para além da amplitude, o potencial V' (x) é maior que a energia total, entfo:

d*(x) 2m
dz? h? [
E, nesta regido, a solu¢do é uma funcao exponencial decrescente da posi¢io.

= +a?(x), coma? =

V(z) — E] >0, em IxI > A.

Além disso, os valores permitidos de energia sdo:

]Enz(n+1/2)hw, n=0,12.., (1)

com intervalo entre os niveis de: AFE = hw. O nivel de energia mais baixo — chamado estado fundamental — nao é nulo:

As solucdes da equagdo de Schrodinger tém a forma:
¢n(l‘) = Onefmw2x2/2th(x)’
onde H,,(z) sdo os polindmios de Hermite.

As solugdes para os trés primeiros niveis de energia sao:
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Figura 2: Fun¢des de onda e niveis de energia quanticos do oscilador harmdnico simples.
2,2
en=0 g(x)=Age M = /2

en=1 ii(z)=4 %xe‘m“’w/%

2
e n=2  (r)= A (1 — 2m;;:v > e~mw’a®/2h

Mostra-se também que:
| i@z in(e)ds 20, paan =m0, @
o que implica que a radiagdo emitida ou absorvida por um oscilador harménico simples possui uma regra de selecio:
An =41 = AF = thw = £hf,

de forma equivalente as transi¢des do corpo negro.
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II. EXERCICIOS

1. A energia de um oscilador harmonico linear é

2
1
E= 2pim + §mw2x2,

onde m € a massa da particula em movimento harmdnico simples e w € a frequéncia de oscilagéo.
(a) Mostre, usando a relagdo de incerteza ApAz = /i/2 (o minimo valor do produto ApAx), que a energia média pode
ser escrita como:

h? 1
+ —mw? < 22 >

<E>=—r —
2mim <> 2

(b) Mostre que a anergia minima (ou energia do ponto zero) do oscilador harmdnico linear é 57%. Dica: minize ' com

relagio a < x2 >.

2. A expressdo do operador hamiltoniano do oscilador harmoénico € dada por:

2
1
H = 2pfm + imwaQ,

onde o primeiro termo representa a energia cinética e o segundo a energia potencial. Sabendo que os estados do oscilador
sao ligados (e que < p >= 0 para estados ligados), deduza uma expressdo para o valor esperado da energia em termos de
Ap e de Az. Dica: use também que, por simetria, < z >= 0.

Respostas:

1. (a) demonstragdo;

(b) demonstragao.

Ap? Q(A)Q
2. E=35E 4 22



