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Fisica atomica I

I. A EQUACAO DE SCHRODINGER EM TRES DIMENSOES

Vimos em 1 dimensio:
12 d*(a)

C2m da?

+V(@)p(z) = Ey(x)
Estendendo para 3 dimensdes:

_ R 1Yl y2)  PP(r.yz) | Pl y,2)
2m Ox? Oy? 072

]+VW%@W%%@=EW%%@$

h? { 0? 02 0?

@ + (97(7;2 + 8Z2:| qp(x,y,z) + V(x,y,z)w(z,y,z) = qu/}(xay,'z) =

2m

h2
_%V%ﬁ(% Y, Z) + V(J?, Y, Z)'(/)(Q?, Y, Z) = ETﬁ(% Y, Z)a

0? 0? 0?
onde usamos o operador laplaciano: V? = 92 a—y2 92

II. O POCO INFINITO EM TRES DIMENSOES

Seja o potencial:

0 ,dentrodocubo (0 <z < L,0<y<L,0<z<L)
V(z,y,2) =
oo ,fora do cubo.
Separagdo de varidveis: ¥ (z,y, z) = 1 (2)2(y)s(2). .
Aplicando-se as condi¢des de contorno, temos solucdes senoidais em cada dimenséo: a3 N | 7____, _0"_";-‘4\,\,: 5
Y(x,y,z) = Asen (kix)sen (kay)sen (k3z),
como:. Figura 1: Particula confinada numa
8271/) = —k%ql)’ @ = —k§¢, 8271/) = —]{;%1/)’ ¢ caixa cubica.
ox? Oy? 022

e dentro da caixa V(x,y, z) = 0, vem:
h2
o (KL k5 + k)Y = By =
B D0 13 02) = (P R R = 2 ) =
= 5, 2 3.7 9m 1 2 3_2mp”” Py pz—2m.
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Separadamente, temos as quantizagdes:
sen (k1L) =0= k1L =nqm,

sen (kQL) =0= koL = naT,

sen (k‘gL) =0= k3L = nam,
de onde:
h? m?
T om L2
com n1, ny € ng nimeros inteiros (quénticos) independentes.

(nf +n3 +n3),

O estado fundamental (n; = no = n3 = 1) neste caso é:

E

Wi = Asen (ma/L)sen (my/L)sen (wz/L), aanazass 25,1,
22,2 4E; 1,1
com: GL1,0,3, 1,0, 1,3) %Jf‘\,.\ 1
2752 h2ﬂ'2 2,2,1),2,1,2),(1,2,2 3E
Fin=—— (12412+1%) = -3 =3FE,. i
B omr2 (17417417 2m L2 !
@ LD(L,2 0,01, 1,2) 2E1 11
Um primeiro estado excitado (ny = 2, no =nz =1) é:
911 = Asen (2w /L)sen (ry/L)sen (rz/L), o s
com: E=0
h2ﬂ'2 h27T2
Fo1= —— (22412 4+1%) = -6 =6E].
=g (AT = o !

Figura 2: Niveis de energia para uma particula confinada em uma
caixa cubica.

Note que ha 3 estados com este mesmo valor de energia. Tais estados sdo ditos, degenerados: Fo11 = F191 = F110 = 6F;.
Se a caixa fosse um paralelepipedo (0 < z < L1, 0 < y < Lo, 0 < z < L3) terfamos:

o (i ok
om \12 127 12)

sem degenerescéncia ou com a degenerescéncia quebrada.
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III. A EQUACAO DE SCHRODINGER EM COORDENADAS ESFERICAS

Seja um elétron no 4tomo de hidrogénio, sujeito ao potencial coulombiano:

kZe?
V()= -2,

r

onde Z = 1 para o hidrogénio.
A equacgido de Schrodinger:

(P9 ) gy

Ox? * oy2 022

2p

deve ser resolvida em coordenadas esféricas:

r= a2+ 2+ 22 x=rsend cosy

cosf = z/r & ¢ y=rsenfsenp
tarup:y/x z=r cosf

Em coordenadas esféricas, a equacgio de Schrodinger fica:

Figura 3: Coordenadas esféricas.

19 (7'2 51/1) 1 9 <sen 98w> + 1 an)] +V(r)y = Ev.

h2
r2or or r2sen 6 00 00 r2sen 260 Dp?

2

A. Separacdo das varidveis radiais das angulares

Para a separagdo de varidveis, propomos: 1 (r, 0, ) = R(r) f(6)g(v). Substituindo na equagdo diferencial:

n? [fg 0 ( ,0R Rg 0 of Rf 0% B
2 {ﬁ@r (T 37‘) r2sen 0 00 (Sen989 + r2sen 20 Dp? +VRig=ERfg.

Dividindo toda a equagdo por (—h?/2ur?)Rfg, vem:

1 90 (4,0 2ur? B 1 0 0 1 > _ _
R(r) or <7" (%HR(T)) T [E-V(r)]=- {f(@)sen@% (Sen wa(9)> + g(@sen%&gﬁg(sp)} =1(l +1) = const.
(D

Note que assim conseguimos separar as varidveis e fun¢des radiais das angulares. Como cada lado da igualdade depende de
somente um tipo de variavel (ou radial, r, ou angular, 6 ou ), a igualdade como um todo € constante. Por conveniéncia, definimos

a constante como [({ + 1). Ademais, podemos trocar as derivadas parciais por ordindrias:

1 d d 2412 B 1 d d 1 d? _ _
R dr <7”2d7,R(7”)> + [E—=V(r)]=- {f(&)sen@d@ <S€n edﬁf(a)> + g(<p)sen20dg029(90)] =1l +1) = const.

A solug@o da parte angular é a mesma para todos os potenciais centrais V (r).
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Separando-se a equacdo angular, vem:

1 a2
————9
g(p) dp?

E separando-se a equacao azimutal (¢), vem:

(p) =—I(l+1)sen 20 — sen Gf(G)} = —m? = const.

cuja solucdo é conhecida: ‘
gm(p) = €% = cosmyp + isen mep.

Agora, como g, () é periddica: g, (¢ + 27) = gm(¢), entdo m é um ndmero inteiro.

Na varidvel 6 temos a equacdo generalizada de Legendre:

d d m
JE— — 1 —_——_— =
sen 6 df [sen Hdﬂf(e)} + [l(l +1) sen 29} 1(6) =0,
cujas solugdes sdo as fungdes associadas de Legendre:
(sen §)I™| d triml 9 .
m(0) = 0—1),
T 9) 24! d(cos ) (cos )

que, para serem finitas entre 0 < 6 < 7, impde-se que [ € um inteiro que limita os valores possiveis de m: — < m < [. Para
m = 0, essas fungdes sdo os polindmios de Legendre: fo(6).

O produto das fungdes angulares formam os harménicos esféricos:

’ Yim (0, 0) = fim(0)gm ()

)

que sdo as solugdes da parte angular da fungdo de onda para todos os potenciais centrais, ou com simetria esférica: V = V (r).
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Alguns exemplos de harmonicos esféricos:

1
[1=0 m=0 YOO = —_—
s
3
=1 m=1 Yii=— sen fe'?
T
3
m=0 Yo = cos 6
T
m=—1 Yi_1 =4/ —senfe *¥
1
1=2| m=2 1/22:\/5sen2962“’
21
15 .
m=1 Y51 = —4/ —sen 0 cos Be*¥
T
5
m=0 }/20: ﬁ(gcoszefl)
15 _
m=—1| Yo_1 =4/ —senfcosfe ¥
T
_ _ 15 20, —2ip
m=-2| Yo o= 327rsen Oe

IV. QUANTIZACAO DO MOMENTO ANGULAR

O momento angular de uma particula em torno da origem € definido pelo produto vetorial do seu vetor posi¢do pelo momento
linear:

=
<

L=7"xp=7rxm

Problema) Mostre que se o potencial é esfericamente simétrico, entdo o momento angular é conservado:

B} oV 19V, 1 oy oV .
V=V(r)=F=-VV(r)=— <67‘r+ ;Eé9+ en 9%3{90) =5 "= F(r)?

. dL  dF dp -
L:Fxﬁé—t:d—:xﬁ+de—Z;:W+M:O¢

by Observe a figura 4. O momento na direcdo radial é:
4 dr
Radial Dr =P COSQ = v, = —,
component dt
e 0 momento na direcdo transversal é:
[+ 8
: >
Transverse component Pt Pt = psSen x = Uy = Urw = ur

dt’

Figura 4: Decomposi¢do do momento nas direcdes onde [a]= rad. Entao: B B
radial e transversal. L =rpsena = rpy.
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A energia cinética é:

De onde a energia total fica:

2 2 2 2

p pr L Py
E== =ir or Ly

o +V(r) 5 T oy (r) o + Ve,

onde Vs é o potencial efetivo.

A. Os operadores momento angular

Em coordenadas esféricas, os operadores sio:

2 2l 0 (20N o [ L 0 ( L0) 1 &
br= hr28r " or , L7=—h sen 0 09 sen969 +sen295<,02 .

Da equacio (1), vem:

2
a9 (005U O000) + g s O] = 100+ D7)

e lembrando que Yy, (6, ) = fim(0)gm (), vem:

1 0 0 1 02
- [ By (Sen 9(39) + SCH%’W} Yim(0,0) = l(1+ 1)Yim (0, ¢),

ou, ainda, usando que (7, 0, ¢) = R(r)Y (0, ¢):

L2(r,0,0) = 11+ 1)R*(r, 0,¢) |

Esta é uma equacdo de autovalores, cujos valores permitidos (autovalores) levam a quantizacdo do momento angular:

L= |I_;\ =/I(l+1)h| paral =0,1,2,...,

onde ! € o niimero qudntico orbital. Analogamente, podemos verificar que a componente z do momento angular é quantizada:

(L= ) pasa | <1

e m € o niimero qudntico magnético.

Obs.: para cada valor de [ existem (2[ + 1) valores possiveisde m : —{, -+ 1,...,—1,0,1,....1 — 1, 1.
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De forma que podemos propor o seguinte modelo:

Exemplo 1)

Seja um sistema com nimero quantico orbital [ = 2. Determine os valores possiveis de L., o médulo de L e o menor angulo

entre Le L.

Os valores possiveis de L.:

L, =mh, onde |m| <= m = —2,—1,0,1,2z>]Lz = —2h,—h,0,h,2h|.

O moédulo de L:

O menor angulo entre L e L,:

L

cos Opin =

L

i

IL| =
DG
e

—————

Figura 5: O modelo vetorial do dtomo.

L=|L=I(l+1)h=V6h=|L=~245h|

z mﬁ

I+ D

gmin ~ 353 30
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V. EXERCICIOS

1. Considere uma particula movendo-se num espaco bidimensional definido por V = 0, para0 < 2 < Le0 <y < L, e
V' = oo para quaisquer outros valores de x e y.

(a) Resolva a equag@o de Schrodinger deste potencial e determine os autoestados da fungdo de onda. Dica: tome para a
constante de normaliza¢do um fator y/2/L para cada dimensio;

(b) Determine o espectro de energia da particula;

(c) Quais sao os conjuntos de nimeros quanticos do estado degenerado de menor energia?
2. Mostre que, para o potencial de uma forga central, V' = V' (r), o momento angular L=rx p'é conservado.
3. Seja um sistema quantico preparado no estado de momento angular orbital [ = 2.

(a) Escreva os valores possiveis de L;

(b) Calcule o médulo de I_:;

(c) Determine o menor angulo entre Le L.

Respostas:

L (a) ¢1a(z,y) = () sen (72 )sen (2272);
(b) Eio= 27 (n? + n);

2m

(©) (n1,n2) ={(1,2),(2,1)}.
2. Demonstracdo.
3. (a) —2h,—h,0,h,2kK

(b) 2,45h;

(c) 35,3°.



