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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ Postulados da relatividade especial:

@ As leis da fisica s3o as mesmas em todos os referenciais inerciais
(SeS’, se V= const.);

@ A velocidade da luz é independente do movimento da fonte ou do observador
(c =299.792.458 m/s).
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ Sejam 2 pulsos de luz que partem ao mesmo tempo (t=t'=0) da origem dos
referenciais S e S, quando O=0'". Como eles viajam a mesma velocidade ¢
nos 2 referenciais:

X2 +y2 +22 — (Ct)2
X/2 +y/2 +Z/2 _ (Ct/)2
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ Sejam 2 pulsos de luz que partem ao mesmo tempo (t=t'=0) da origem dos
referenciais S e S, quando O=0'". Como eles viajam a mesma velocidade ¢
nos 2 referenciais:

(ctY) =x>—y* =22 =0

(Ct/)Q _ X/2 _ y/2 _ Z/2 -0
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ As transformacdes devem ser lineares e, no limite de baixas velocidades,
equivalentes as transformacdes de Galileu. Supondo:

x'=y(x — vt)

y'=y
=z
t'=~(t+9)

/45
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ As transformacdes devem ser lineares e, no limite de baixas velocidades,

equivalentes as transformacdes de Galileu. Supondo:

! (x — vt)

=7

’_
y, =Yy N (Ct/)27X/27y/2iz/2:0
2= (ct)) —x?2—y2—-22=0
t' =~(t+90)
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ Substituindo:
x'=~(x — vt)

Y=y A (t+0)? —P(x—vt)>—y?—22=0
o = A2 —x2—y?—722=0
t' =~(t+0)
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

e Calculando:

2 (t2 4 2t5 4+ 6%) — (X% — 2utx + v2t2) —y? — 22 =0

2 X2 y? 2 =0
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

e Eliminando os termos ausentes em S (lineares em t):

P2 (12 + 216 4 6%) — 2 (x? —2vtx + V2 t%) —y? — 22 =0

2 X2y 2 =0

= 2y2t5 +y2vtx = 0= |§ = —%
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ Continuando:

22 (t2 1 %) S22 VRR) —y? 22 =0

= 20 2 2
ctr—x"—y" -2z =
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ Continuando:

2t2 2 2_0

2
c272t2+72§x2—72x2—72v YR -

A2 —x2—y2—-72=0
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

e Continuando e rearranjando:

272(1 — 12 /c?) — x272(1 = v2/?) — y2 — 22 =0
2 X2 y2 2 =0
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ Eliminando o fator extra:

22121 — X1 2] — y? — 22 = 0

2 x2_y2 2 =0 )

de onde |y =1/+/1—v?/c?|é o fator de Lorentz.




Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ E, assim, temos a invariancia:

c2t2—x2—y -z
62t2—x2—y2—22:0
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ Resumindo: tomando-se x || x’ e ajustando-se os reldgios, tal que t = t' =0,
quando x = x’ = 0, vém as transformacées de Lorentz:

x'=y(x — vt) x =y(x" + vt')
y'=y y=y

zZ =z ’ z=2 ’
t' = ~(t — vx/c?) t =(t' + w'/c?)

onde v =1/4/1 —v2/c? é o fator de Lorentz.
T en 02 Particuln Elementores | T e fevereir dezoos TS e



Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ As transformacdes de Lorentz tém as seguintes consequéncias:

Q A relatividade da simultaneidade: sejam 2 eventos simultaneos (ta = tg),
mas ocorrendo em locais diferentes (xa # xg), em S. Entéo, em S’:

th =(ta— vxa/c®) , tg=(ts — vxz/c’)

v
= tA = t/BJF ’Zfz(Xsfo)

i A i
Sincronizagdo de Einstein-Poincaré:
Atapr 1
tg = ta + 2AA :E(tA'f‘tA’)
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ As transformacdes de Lorentz tém as seguintes consequéncias:

@ Dilatacdo temporal: uma particula com tempo de vida préprio T’ tem, em
outro referencial inercial, um tempo dilatado (ou, dito de outra forma,
relégios em movimento sdo mais lentos):

’
T=79T.

|
|

sensor  Source

(a) (b)

Figura: Reldgio de luz: (a) em repouso; (b) em movimento.

(a7 =2L/c ;  (b)(c1/2)" = (cT'/2)* + (vr/2)

7_/
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ As transformacdes de Lorentz tém as seguintes consequéncias:

@ Contracdo de Lorentz: uma régua de comprimento Ly, em repouso no
referencial S, no referencial S’, tem comprimento:

L= Lo/’y.

<
=

Lo

s —" xx
o' Altaxa) Bl(ts, xp)

o

Lo = vAtL
L= —v(-At) = vAt = vAt/y = Lo/vy
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Transformagées de Lorentz

Transformacoes de Lorentz

@ As transformacdes de Lorentz tém as seguintes consequéncias:

@ Adicdo de velocidades: diferenciando-se as coordenadas (x e t) das
transformagdes de Lorentz e rearranjando-se os termos, vem:

dx’ = vy(dx — vdt)
dt’ = ~y(dt — vdx/c?)

,_dxX’ _ g(dx — vdt) At](dx/dt) — v] u—v

Todt’ T of(dt —vdx/c?) Al — (dx/dt)(v/c?)]  1—uv/c?

=u

N, u—v
v=—"
1—wvu/c?
Ou, da transformacéao inversa:
N u+v
u=—
1+w'/c?
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Quadrivetores

Quadrivetores

@ Definimos o quadrivetor posicdo-tempo, x*, = 0,1,2, 3, da seguinte forma:
0.1 .2 .3 -
xM = (x",x",x%,x%) = (ct, x,y,z) = (ct,T)
@ Os quadrivetores seguem as transformagoes de Lorentz:

X0 =y(x% = Bx1)
A7 = 5(x1 = 5x°)
X2/ — X2 )

3 — 53

onde y=1/y/1—-p%2e B =v/c.
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Quadrivetores

Quadrivetores

@ De uma forma mais compacta:

3

xH = Z/\‘U‘X” (n=0,1,2,3),
v=0

onde A¥ s3o os elementos da matriz:

v B 0 0
- 0 0
A By
0 0 10
0 0 0 1

@ Ou, ainda, na convencdo de Einstein:
/ v
xH = NoxY,
com a soma implicita correndo nos indices repetidos, isto é:

X = Nix” = Nyx® + Nixt 4 Aox® + Ny x3

9

para cada valor de pu.
Fisica de Particulas Elementares



Quadrivetores

Quadrivetores

@ Na forma matricial, ent3o, temos:

X0/ v =B 0 0] /x°
xY -8 v 0 0] [x*
| 7o 0 10|«
x3 0 0 0 1] \x®

@ Existe uma combinacdo particular de quadrivetores que permanece a mesma
quando vamos do referencial S parao S":

| = (X0)2 o (X1)2 o (X2)2 o (X3)2 — (XO/)2 o (Xll)2 o (X2/)2 o (X3I)2,

ou seja, | é um invariante. Novamente, na forma matricial:

1 0 0 0 x0
0 -1 0 0 1
/:(x0 x1 x? x3) x
0 0 -1 o0 x2
0 O 0 -1 x3

e, analogamente, para as coordenadas em S’.
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Quadrivetores

Quadrivetores

@ Onde a matriz:

1 0 0 0
o -1 0 0
£ 1o o -1 o’

0 0 0 -1

é chamada de métrica. Ela d& conta dos 3 sinais de menos ao
multiplicarmos os quadrivetores linha e coluna na expressao anterior.
O invariante fica:

3 3

| = Z Zgwx”x” = guux"'x".

pn=0rv=0
@ Agora definimos o quadrivetor covariante, x,, (indices embaixo):
— v
X, = gu X",

onde o quadrivetor original é um quadrivetor contravariante, x* (indices
em cima). E, finalmente:
_ w
= x,x".
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Quadrivetores

Quadrivetores

@ Sejam 2 pulsos de luz que partem ao mesmo tempo (t=t'=0) da origem dos
referenciais S e S', quando O=0'". Como eles viajam a mesma velocidade ¢
nos 2 referenciais:

X2 +y2 +Z2 _ (Ct)z o (Ct)2 _X2 _y2 _ 22 =0 (X0)2 _ (X1)2 _ (X2)2 _ (X3)2 =0
X12+yl2+z/2 _ (Ctl)2 PN (Ctl)27X,27y/2 (XO/)zf(Xll)Z7(X2/)27(X3/)2 -0

. Mmoo
= = x,x = X, X =0

- ?=0e
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Quadrivetores

Quadrivetores

@ Um quadrivetor genérico a* é definido com base nas mesmas propriedades
(4lgebra) do quadrivetor x*:
» Transformacdes de Lorentz:
M = A&t

» Covariancia e contravariancia:
v,
au = Buvad ;
v
=g a,,

n = guu Sa men matriz inver -
onde g"” v 530 os elementos da mat ersa g !

» O produto escalar com um outro quadrivetor b*:
a"b, = a,b" = a°b° — a'b' — P — b’ =a"b°—3- b

e o produto escalar com ele mesmo:

2

@ =a-a=a"a, =a.a" = (") -

Ef
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Quadrivetores

Quadrivetores

@ O produto escalar de a# com ele mesmo é equivalente ao intervalo entre o
evento a = (ct, x,y,z) e o evento da origem (0,0,0,0), entdo o evento final

pode ser:
tipo tempo , se a> >0

tipo luz ,se a°=0

tipo espaco , se a> <0
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Quadrivetores

Quadrivetores

@ Agora, podemos definir tensores de classes superiores:

> Tensores de segunda classe (com 4% = 16 componentes):
sM = NEAY SR
> Tensores de terceira classe (com 4° = 64 componentes):
N = MNASAZ T
@ Um escalar (invariante) é um tensor de classe 0, um vetor é um tensor de

classe 1, uma matriz é um tensor de classe 2, um “cubo de dados” é um
tensor de classe 3, etc;

@ Obtemos os tensores covariantes, abaixando-se os indices:
A _ KA.
sy = 8unS"" Suw = Bur&uas™s

@ a“bM é um tensor de classe 2, a*t¥*? é um tensor de classe 4, etc;
e Contragdo (somas de indices repetidos): s/ é um escalar, t/' é um vetor,
a, t"* é um tensor de classe 2, etc;
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Energia e momento

Energia e momento

e A distincdo entre o intervalo de tempo da particula d7 (ou tempo préprio) e
o intervalo de tempo do laboratério dt é:

dt
dr = —,
v
onde «y é o fator de Lorentz;

o A velocidade da particula em relacao ao laboratério é:

_ dxX
V=0
mas a velocidade prépria é definida com relagdo ao tempo proprio:
L dxX
=g
e Entao:
=V

@ Agora, na mudanga do referencial do laboratério S para o referencial da
particula S’; o numerador e o denominador da velocidade vV se
transformam por Lorentz, mas somente o numerador de 77 o faz.
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Energia e momento

Energia e momento

@ Assim, o quadrivetor velocidade (ou quadrivelocidade) é:

n
= dx
)
dr
cujas componentes sao:
0__ dx® _ cdt _
= dr — dt/y ="¢
1 dx! _ dx
M ="gr = dt/y — T u_
2 dx® _ dy __ :>77 *V(C, Vixs V}/a VZ)'
T ="dgr = dt/y =W
3_dX® _ dz
T = 4r = atjy — VVz

Calculando a contragao n,n*:

ma =P~ =2 = 2) = PR @) = P () = &,
que é um invariante!
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Energia e momento

Energia e momento

@ Para termos a conservacio do momento em todos os referenciais inerciais, o
momento relativistico é definido com a velocidade prépria:
p=mn

e, por conseguinte:

As coordenadas do momento s3o:

p® = m(yc) = yme
mv

p=m(yV) =ymv = Vi

@ A energia relativistica é definida por:
mc?

)
V1—v2%/c?
de onde concluimos que: p® = E/c; e o quadrivetor energia-momento pode
ser escrito:

E =~ymc® =

p" = (E/c, px; Py, Pz)-

Contraindo-se, temos outro invariante:

pup“:m277,ﬂ7“:m2c2:E2/c2—p2:> E? = p2c® + m*c*|.
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Energia e momento

Energia e momento

@ O momento relativistico reduz-se ao classico no limite de baixas velocidades
(v<<o)

lim p= lim(ymv) = mv.
v<<cp 'y—>1(fy )

@ Mas a energia relativistica ndo tende a energia cinética classica:

2 1v2 1
lim E = lim __me ~m? [1+=—=+...) =m+=mv?+...
v<<e ve<e \ /1= v2/c? 2 ¢c? 2 ’

onde além do termo de energia cinética classica (3mv?) ha um termo de
ordem zero na velocidade:

chamado de energia de repouso. Denominaremos o restante do resultado
energia cinética relativistica (K):

E=E+K=yvym®?=m®+K=|K=(y—1)mc?|

@ Além disso, podemos definir a massa relativistica como:
m =~ym,

onde m é a massa de repouso da particula.



Energia e momento

Energia e momento

@ Resumindo:

. mv _—
p= ——= (momento relativistico)
V1—v2/c?
2
mc . N
E=———— (energia relativistica)

Jiov@
E? = p?c® + m?c* (energia relativistica)
De onde:
> sev=0 E=E =mc*e p=0;
> sev<<<ec E%mc2+%mv2eﬁ:m\7;
> sev~c E=ymc® e p=ymv;

> sev=c: E=pcem=0 (féton).
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Colisces

Colisoes

Before After

@ Seja a colisdo:
A+B— C+D;

@ Nas colisdes classicas:
@ A massa é conservada: ma + mg = mc + mp;
@ O momento é conservado: pa + pPs = pPc + Pp;
© A energia cinética nas colisdes elasticas.
@ Tipos de colisoes:
Q@ “Pegajosa”: Ka+ Kg > Kc + Kbp;
@ ‘“Explosiva”: Ka+ Kg < Kc + Kp;
@ Elistica:  Ka+ Kg = Kc + Kb,
onde o caso limite de (a) é: A+ B — C (ou seja, C e D se fundem)
e o caso limite de (b) é: A — C + D (ou seja, um decaimento).
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Colisces

Colisoes

Before After
@ Seja a colisdo:
A+B— C+ D,
@ Nas colisdes relativisticas:
© O momento é conservado: pa + pg = pc + Pb;

© B H
© A energia é conservada: Es + Eg = Ec + Ep; } = PatPg=Pct+Pp
© A energia cinética nas colisdes elasticas.

@ Tipos de colisoes:
@ ‘“Pegajosa’”: K decresce, Eg e m crescem;

@ “Explosiva”: K cresce, Eg e m decrescem;
@ Elastica: K, Ep e m s3o conservados.
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Exemplos e aplicagdes

Exemplos e aplicacoes

@ Dois pedacos de barro de massa m colidem de frente a v = gc (figura) e
ficam grudados. Qual é a massa M do pedaco final?

3 3
¢ €
O— = oo
m m M
Before After

cons. BE: EE+E =Ey= 2’ym)eZ: Mzz
cons. p: Pr+po=(pr—p2)X=pPu=0

()]

2
M= —2p

V1-(3/5)7 2
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Exemplos e aplicagdes

Exemplos e aplicacoes

@ Uma particula de massa M, inicialmente em repouso, decai em dois pedacos
de massa m (figura). Qual é a velocidade final de cada pedaco?

v v
O O O
m m
M
Before After

cons. E: Ey=E+E = M/: 2vm/
cons. p: Py =0=p1+ P2 = (—p1+p2) X

2m
él\/lzmé v=cy1-(2m/M)?,

que tem um /imiar de ocorréncia: M > 2m.
» Ex.: o déuteron é estavel, pois:

my = 1875,6 MeV/c*> < m, + m, = 1879,9 MeV /¢
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Exemplos e aplicagdes

Exemplos e aplicacoes

© Um pion em repouso decai em um muion e um neutrino. Qual é a velocidade
final do muon?

T H
o /
After

Before
cons. E: Er=FE,+E,
cons. p: Pr=pu+pP,=0=p,=—p,
Sugest3o 1: calcular energia a partir do momento (e vice-versa) usando o

invariante:
E2 _ 52c2 — m2ct

Para este caso:

E. = m,c?

_ 2.2 4 B2
E, = c\/mic*+p,

|Bulc = [Pulc

n
2
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Exemplos e aplicagdes

Exemplos e aplicacoes

© Um pion em repouso decai em um muion e um neutrino. Qual é a velocidade
final do muon?

Resolvendo para |B,|:
(m2 — m?)c

|l_5u‘ = 7r2m K
E para E;:
' (m2 + m2)c?
Eu 7T ke

2my

Sugestdo 2: uma vez com a energia (E = ymc?) e o momento (p = ymv)
da particula, é facil encontrar sua velocidade:

(m2 —m?)c
m2 + mﬁ
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Exemplos e aplicagdes

Exemplos e aplicacoes

© Um pion em repouso decai em um mion e um neutrino. Qual é a velocidade

final do mdon?
L H
0 /O
After

Before

Sugestdo 3: usar a notagdo de quadrivetores:
Pr=Pu+Pv = Pv=Pr—Pu
Tomando-se o produto escalar:
P = P2+ pp — 2pr - P

2

us

2 2 _ 2 2 __ 22 _ ErEp _
maspl,NO,pﬂ_mc,ep#_m#c ep,r'p#_T%‘_mﬂEﬂ

(m3 + mp)c?

_ 22 2 2 —
= 0=mic"+ m,c”—2m:E, = | E, = T
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Exemplos e aplicagdes

Exemplos e aplicacoes

© Um pion em repouso decai em um mion e um neutrino. Qual é a velocidade
final do mion?

Analogamente:
Pu = Pr — Pv
Quadrando-se, vem:

mic2 = mf,c2 —2m,E,,

mas E, =~ |B,|c = |p,|c, assim:

(m7 —mp)c

|pﬂ‘: 2m7r
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Exemplos e aplicagdes

Exemplos e aplicacoes

Q@ O acelerador Bevatron de Berkeley foi construido para produzir antiprétons
pela reacido p+p — p+ p+ p+ p. Qual é o limiar para esta reacdo?

» O/(
o P O—>
{a) o P
p p -
)
Before After

- 4
() O <O /o

Before After

Sugestdo 4: trabalhar no centro de momento (CM).

No referencial do CM é facil ver que o limiar da reacao da-se quando a
energia ¢é suficiente para criar as 2 particulas extras, estando todas do
estado final em repouso.
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Exemplos e aplicagdes

Exemplos e aplicacoes

@ O acelerador Bevatron de Berkeley foi construido para produzir antiprétons
pela reacdo p+ p — p+ p+ p + p. Qual é o limiar para esta reacdo?

P O/
o P O—
{a) o P
p p e
P
Before After
{b) o —O /O C{\
Before After

No referencial do laboratério, antes da reagdo o momento total é:

u <E+ mc?
Pror =\ —

161.0,0).
No referencial do CM, depois da reagdo o momento total para o limiar é:
Pior = (4mc,0,0,0).
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Exemplos e aplicagdes

Exemplos e aplicacoes

@ O acelerador Bevatron de Berkeley foi construido para produzir antiprétons
pela reacdo p+ p — p+ p+ p+ p. Qual é o limiar para esta reacdo?
P

o P O—
{a) B 2 p

P
Before After

~ &
(b) O O ,/D

Before After

Agora, na transformacdo e um referencial para o outro, temos o invariante:

E + mc? S0 5
PuTOTProT = PuTOTP TOT = (c —|pI* = (4mc)
e usando-se a energia relativistica, obtém-se o limiar de E:
E =7mc?,

ou seja, a energia cinética de pelo menos K = 6mc?.
» A producdo de antiprétons foi obtida com K > 6 GeV.
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Exemplos e aplicagdes

Exemplos e aplicacoes

@ Suponha 2 particulas idénticas, cada uma de massa m e energia cinética K,
colidem-se frontalmente no CM. Qual é a cinética relativa K’ (ou seja, a de
uma particula no referencial em que a outra estd em repouso)?

A O—> ~—O8 AO——— Os8
{a) (b)

Tomando-se os quadrimomentos:

’

2E / E' 2
@CM: phy, = (7,0) , ©Lab: p, = (*C’"C,p")

calculando-se o invariante (pro7)? = (Pror)*:

(%)2 _(EmP\ L,
c/ c P

e eliminando-se p’, com a férmula da energia relativistica, vem:

2E* = m®(E' + mc®) = 2(K 4+ mc®)? = mc®[(K' + mc®) + mc®] =

K
K' = 4K (1 —)
= + 2mc?

Fisica de Particulas Elementares 27 de fevereiro de 2025 44 /45




Exemplos e aplicagdes

Exemplos e aplicacoes

@ Por exemplo, o LHC acelera prétons até K = 14 TeV no CM, entdo:

14 - 1012

K
K=4K(1+——)=4-14-10 (1 4+ ————
= ( +2mpc2> * 2 038 10°

) =4,2.101 eV

. 1 particle per m? sec

knee
Ny 1 particle per m? year

10%°

ankle
1 particle per km? year

Tecatron p@71b")  LHC(@@"1ab")

...
Q
5

B

1028
i ksl el sl o el
10° 10'2 10 10 10'® 10%°

Energy (eV)
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