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1) Calculo Vetorial - Notacao de indices repetidos

Seja um vetor ¢ de componentes v;, onde ¢ = 1,2,3, ... e analogamente os vetores w, & e 1m.0 produto escalar entre dois
vetores ¢é:

U W= Xv,w; = vw;, (D
onde utilizamos a notacio de componentes, ou de indices repetidos (a soma estd implicita).
Vejam outros exemplos:
— _ _ .2 2 _ |32
1. X0, = 0;v; = V101 + VU + V3U3 = V7 + V5 + vs = |7
2. EiEjviwiujmj = VWU My = (v1w1 —+ vowo + vgwg)(ulml —+ Uo2mo + U3m3) = (17 u’i)(ﬁ . T?L)

Definindo-se o delta de Kronecker:
011 =022 =033 =1

0ij = { 0i; = 0,para i # j @
3.
v,set =1
§ijvj = (51'11)1 + 61‘21)2 + 51‘3’1}3 = Vg, se1 =2 = V; = 5ijvj = U;
v3,8€1 =3

4. ;3 = 011 + 992 + 633 =3

Definindo-se o tensor de Levi-Civita:
€123 = €312 = €931 = 1, para permutagdes ciclicas (ou pares) da ordem natural;
€ijk = €213 = €321 = €132 = —1, para permutacdes nao-ciclicas (ou impares) da ordem natural;
todos os outros € (com indices repetidos) s@o zero, p.ex.: €111 = €112 = ... = 0.
5. Produto vetorial:
TXW=| vy vy v, |=i(vyw, —v.wy)+ J(V,we — Vaw,) + k(v,wy — vywy)

Wy Wy W,

Adotando-se a convengdoi = 1,7 =2,k = 3:
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e inspecionando-se uma das componentes, vemos que:
(’l_f X ’LT;)Z = (17 X 117)1 = VW3 — V3W2 = €123V2W3 + €132V3W9 =
= €111V1W1 + €112V1W2 + €113V1W3+
+€121V2W1 + €122V2W2 + €123V1 W3+
+€131V3W1 + €132V3W2 + €133V3W3 =
= X k€1jRVjWE = X5 k€ijkVjWE = €1V Wk

Analogamente:

(17 X ’Lﬁ)j = €5k VpW;

(17 X w)k = €kij Vi Wy

(T (0 x @)); = €10 (WX Q) = €KV €RImWitnm = €;jkEklmVjWilp = €kij€llm VWi,

onde, na tltima passagem, fizemos uma rotacdo ciclica nos indices de €;;; = €x;;, 0 que ndo altera o seu valor.

Agora, notemos que €;;€xim € um produto de 2 nimeros que s6 podem ser 0, 1 ou -1 e que o produto € feito somando-se
sobre o indice repetido k:

€kij€kim = €1i5€1lm T €2ij€20m T €3i5€3Im-
Inspecionando-se um destes termos (o primeiro), vemos que o produto ndo € nulo somente quando:

=e€3€132= 1, sei=1lj=m

€123€123
€144€ 0, para: . .
1ij€1m # 0, P { = -1, sei=m,j=1

€123€132 = €132€123

e, analogamente, obtemos o mesmo resultado para os segundo e terceiro termos.
Assim:

€kij€klm = 0i10jm — Oim 071,
de onde:

(17 X (’LT; X ﬁ))l = €kij€klmUj Wi Um = (6il(5jm — 5im5jl)vjwlum = 5i15jmvjwlum — 5im5jlvjwlum =
= 00 WiUj — OimVjWjUy, = Vjwt; — vjwiu; = (V- @)w; — (T W)u; =

— —

U X (W x @) = (- )W — (V- D).
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I. L1STA DE EXERCICIOS:
Utilizando-se da notacdo de componentes, onde (64%))2 = 0,0, V.-7=0ue (6 X V) = €10,V

1. Expresse as equacdes de Maxwell;
2. Derive a equagdo da continuidade, a partir das equag¢des de Maxwell.

3. Mostre as igualdades vetoriais abaixo com a notagdo de componentes:

@@ d-(bxd)=b-(Exa)=¢c (@xb)
(b) @x (bxd)=(a-Ab—(a-b)e
© (@xb)-(Exd)=(a-&b-d)— (@ d)b-2

4. Sejam 7 = i + yj + zk e i = 7¥/|F|, mostre que:

(a) 6(%) = —7/r3

(b) V-F=3eV x7=0

© V-n=2/reVxn=0

(d) (@ V)p=1tla—a@-n)=a/r



