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1) Cálculo Vetorial - Notação de índices repetidos

Seja um vetor ~v de componentes vi, onde i = 1, 2, 3, ... e analogamente os vetores ~w, ~u e ~m.O produto escalar entre dois
vetores é:

~v · ~w = Σiviwi ≡ viwi, (1)

onde utilizamos a notação de componentes, ou de índices repetidos (a soma está implícita).

Vejam outros exemplos:

1. Σivivi ≡ vivi = v1v1 + v2v2 + v3v3 = v21 + v22 + v33 = |~v|2

2. ΣiΣjviwiujmj = viwiujmj = (v1w1 + v2w2 + v3w3)(u1m1 + u2m2 + u3m3) = (~v · ~w)(~u · ~m)

Definindo-se o delta de Kronecker:

δij =

{
δ11 = δ22 = δ33 = 1
δij = 0, para i 6= j

(2)

3.

δijvj = δi1v1 + δi2v2 + δi3v3 =

 v1, se i = 1
v2, se i = 2
v3, se i = 3

 = vi ⇒ δijvj = vi

4. δii = δ11 + δ22 + δ33 = 3

Definindo-se o tensor de Levi-Civita:

εijk =

 ε123 = ε312 = ε231 = 1, para permutações cíclicas (ou pares) da ordem natural;
ε213 = ε321 = ε132 = −1, para permutações não-cíclicas (ou ímpares) da ordem natural;
todos os outros ε (com índices repetidos) são zero, p.ex.: ε111 = ε112 = ... = 0.

5. Produto vetorial:

~v × ~w =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
vx vy vz
wx wy wz

∣∣∣∣∣∣ = î(vywz − vzwy) + ĵ(vzwx − vxwz) + k̂(vxwy − vywx)

Adotando-se a convenção i = 1, j = 2, k = 3:

(~v × ~w)i = (~v × ~w)1

(~v × ~w)j = (~v × ~w)2

(~v × ~w)k = (~v × ~w)3,
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e inspecionando-se uma das componentes, vemos que:

(~v × ~w)i = (~v × ~w)1 = v2w3 − v3w2 = ε123v2w3 + ε132v3w2 =

= ε111v1w1 + ε112v1w2 + ε113v1w3+

+ε121v2w1 + ε122v2w2 + ε123v1w3+

+ε131v3w1 + ε132v3w2 + ε133v3w3 =

= Σj,kε1jkvjwk = Σj,kεijkvjwk = εijkvjwk

Analogamente:

(~v × ~w)j = εjkivkwi

(~v × ~w)k = εkijviwj

6.

(~v × (~w × ~u))i = εijkvj(~w × ~u)k = εijkvjεklmwlum = εijkεklmvjwlum = εkijεklmvjwlum,

onde, na última passagem, fizemos uma rotação cíclica nos índices de εijk = εkij , o que não altera o seu valor.

Agora, notemos que εkijεklm é um produto de 2 números que só podem ser 0, 1 ou -1 e que o produto é feito somando-se
sobre o índice repetido k:

εkijεklm = ε1ijε1lm + ε2ijε2lm + ε3ijε3lm.

Inspecionando-se um destes termos (o primeiro), vemos que o produto não é nulo somente quando:

ε1ijε1lm 6= 0, para:
{
ε123ε123 = ε132ε132 = 1, se i = l, j = m
ε123ε132 = ε132ε123 = −1, se i = m, j = l

e, analogamente, obtemos o mesmo resultado para os segundo e terceiro termos.

Assim:

εkijεklm = δilδjm − δimδjl,

de onde:

(~v × (~w × ~u))i = εkijεklmvjwlum = (δilδjm − δimδjl)vjwlum = δilδjmvjwlum − δimδjlvjwlum =
= δilvjwluj − δimvjwjum = vjwiuj − vjwjui = (~v · ~u)wi − (~v · ~w)ui ⇒

~v × (~w × ~u) = (~v · ~u)~w − (~v · ~w)~u.
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I. LISTA DE EXERCÍCIOS:

Utilizando-se da notação de componentes, onde (~∇φ)i = ∂iφ, ~∇ · ~v = ∂ivi e (~∇× ~v)i = εijk∂jvk:

1. Expresse as equações de Maxwell;

2. Derive a equação da continuidade, a partir das equações de Maxwell.

3. Mostre as igualdades vetoriais abaixo com a notação de componentes:

(a) ~a · (~b× ~c) = ~b · (~c× ~a) = ~c · (~a×~b)

(b) ~a× (~b× ~c) = (~a · ~c)~b− (~a ·~b)~c

(c) (~a×~b) · (~c× ~d) = (~a · ~c)(~b · ~d)− (~a · ~d)(~b · ~c)

(d) ~∇× ~∇ψ = 0

(e) ~∇ · (~∇× ~a) = 0

(f) ~∇× (~∇× ~a) = ~∇(~∇ · ~a)−∇2~a

(g) ~∇ · (ψ~a) = ~a · ~∇ψ + ψ~∇ · ~a

(h) ~∇× (ψ~a) = ~∇ψ × ~a+ ψ~∇× ~a

(i) ~∇(~a ·~b) = (~a · ~∇)~b+ (~b · ~∇)~a+ ~a× (~∇×~b) +~b× (~∇× ~a)

(j) ~∇ · (~a×~b) = ~b · (~∇× ~a)− ~a · (~∇×~b)

(k) ~∇× (~a×~b) = ~a(~∇ ·~b)−~b(~∇ · ~a) + (~b · ~∇)~a− (~a · ~∇)~b

4. Sejam ~r = xî+ yĵ + zk̂ e n̂ = ~r/|~r|, mostre que:

(a) ~∇
(
1
~r

)
= −~r/r3

(b) ~∇ · ~r = 3 e ~∇× ~r = 0

(c) ~∇ · n̂ = 2/r e ~∇× n̂ = 0

(d) (~a · ~∇)n̂ = 1
r [~a− n̂(~a · n̂)] ≡ ~a⊥/r


