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A equação de Schrödinger para o potencial central

A equação de Schrödinger para o potencial central
Teoria dos estados ligados:

▶ hidrogênio: p + e (física atômica);
▶ deutério: p + n (física nuclear).

Com a teoria de quarks:

▶ mésons: qq;
▶ bárions: qqq;

os estados ligados passaram a ter maior importância na física de partículas
elemementares.
O caso mais simples é o não relativístico (v << c), regido pela equação de
Schrödinger:

− ℏ2

2m ∇2Ψ(⃗r , t) + V (⃗r , t)Ψ(⃗r , t) = iℏ∂Ψ(⃗r , t)
∂t ,

válida para sistemas cuja energia de ligação é pequena comparando-se com a

energia de repouso dos constituintes:

▶ hidrogênio: Elig = 13, 6 eV << mec2 = 511 keV;
▶ hádrons de quarks pesados (c, b e t): Elig ∼ 100 MeV << mc2.
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A equação de Schrödinger para o potencial central

A equação de Schrödinger para o potencial central
Na física clássica, a energia mecânica é a soma da energia cinética com a potencial:

E = p⃗2

2m + V ;

Na mecânica quântica, a partir das relações de de Broglie (p⃗ = ℏk⃗) e de Einstein
(E = ℏω), a energia mecânica fica:

ℏ2k⃗2

2m + V = ℏω.

As derivadas das funções de onda Ψ = Ψ(k⃗ · r⃗ , ωt) podem ser associadas a
operadores:

∇2Ψ = −k⃗2Ψ = − p⃗2

ℏ2 Ψ ⇒ p⃗2Ψ = −ℏ2k⃗2Ψ ⇒ p̂ = ℏ
i ∇⃗ = −iℏ(∂x , ∂y , ∂z);

∂

∂t Ψ = −iωΨ = −i E
ℏ

Ψ ⇒ EΨ = ℏωΨ ⇒ Ê = iℏ ∂
∂t = iℏ∂t ,

que substituídos na equação da energia mecânica, vem a equação de
Schrödinger: [

− ℏ2

2m ∇2 + V (⃗r , t)
]

Ψ(⃗r , t) = iℏ∂Ψ(⃗r , t)
∂t .
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A equação de Schrödinger para o potencial central

A equação de Schrödinger para o potencial central
Esta é a equação de Schrödinger dependente do tempo:[

− ℏ2

2m ∇2 + V (⃗r , t)
]

Ψ(⃗r , t) = iℏ∂Ψ(⃗r , t)
∂t .

▶ Suas soluções Ψ(k⃗ · r⃗ , ωt) descrevem uma partícula de massa m na presença
de um potencial V (⃗r , t);

▶ O valor |Ψ(k⃗ · r⃗ , ωt)|2dx dy dz é a probabilidade de encontrar-se a partícula
em d3x = dx dy dz no intervalo dt, normalizada com:∫

|Ψ|2d3x = 1.

Separação de variáveis.
Seja:

Ψ(x , y , z, t) = ψ(x , y , z)f (t),
então:

1
ψ

(
− ℏ2

2m ∇2 + V
)
ψ = iℏ

f
df
dt ≡ E ,

onde a constante de separação E representa a energia total da partícula.
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A equação de Schrödinger para o potencial central

A equação de Schrödinger para o potencial central
Assim teremos 2 equações diferenciais:(

− ℏ2

2m ∇2 + V
)
ψ = Eψ

iℏdf
dt = Ef .

▶ A solução da segunda equação é trivial:

f (t) = e−iEt/ℏ;
▶ A primeira é a equação de Schödinger independente do tempo. Definindo-se o

operador hamiltoniano (entre parêntesis):

Ĥ ≡ − ℏ2

2m ∇2 + V ,

vem que:
Ĥψ = Eψ.

▶ A solução geral é (por enquanto):

Ψ(x , y , z, t) = ψ(x , y , z)e−iEt/ℏ.
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A equação de Schrödinger para o potencial central

A equação de Schrödinger para o potencial central

Caso de um potencial central (ou esfericamente simétrico), V = V (r).
▶ O laplaciano em coordenadas esféricas é:

∇2 = 1
r 2

∂

∂r

(
r 2 ∂

∂r

)
+ 1

r 2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+ 1

r 2 sin2 θ

∂2

∂φ2 ,

que também pode ser separado nas coordenadas, usando-se:

Ψ(r , θ, ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ)

e assim temos agora 3 equações diferenciais:

1
r 2

d
dr

[
r 2 d

dr R(r)
]

=
{

2m
ℏ2 [V (r) − E ] + l(l + 1)

r 2

}
R(r),

sin θ d
dθ

[
sin θ d

dθΘ(θ)
]

=
[
m2 − l(l + 1) sin2 θ

]
Θ(θ),

d2

dφ2 Φ(φ) = −m2Φ(φ).
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A equação de Schrödinger para o potencial central

A equação de Schrödinger para o potencial central

▶ A solução da equação na variável φ é trivial:

Φ(φ) = e imφ;

▶ A solução da equação na variável θ é dada pelas funções associadas de
Legendre:

Θ(θ) ≡ Pm
l (cos θ) = (sin θ)|m|

2l l!

[
d

d(cos θ)

]l+|m|

(cos2 θ − 1)l ,

onde o produto das funções, Θ(θ)Φ(φ), normalizadas, são os harmônicos
esféricos:

Y m
l (θ, ϕ) =

√
(2l + 1)

4π
(l − m)!
(l + m)! (−1)mPm

l (cos θ)e imφ.
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A equação de Schrödinger para o potencial central

A equação de Schrödinger para o potencial central

Exemplos de harmônicos esféricos:

l = 0 m = 0 Y00 =
√

1
4π

l = 1 m = 1 Y11 = −
√

3
8π

sin θeiφ

m = 0 Y10 =
√

3
4π

cos θ

m = −1 Y1−1 =
√

3
8π

sin θe−iφ

l = 2 m = 2 Y22 =
√

15
32π

sin2 θe2iφ

m = 1 Y21 = −
√

15
8π

sin θ cos θeiφ

m = 0 Y20 =
√

5
16π

(3 cos2 θ − 1)

m = −1 Y2−1 =
√

15
8π

sin θ cos θe−iφ

m = −2 Y2−2 =
√

15
32π

sin2 θe−2iφ
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A equação de Schrödinger para o potencial central

A equação de Schrödinger para o potencial central

▶ A solução da equação radial é simplificada defindo-se:

u(r) = rR(r),

que torna a equação diferencial em:

− ℏ2

2m
d2u
dr 2 +

[
V (r) + ℏ2

2m
l(l + 1)

r 2

]
u = Eu.

E podemos definir um potencial efetivo, centrífugo, denominado “barreira de
momento angular”:

Vef = ℏ2

2m
l(l + 1)

r 2 .

Daqui para frente, temos que especificar V (r).
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O átomo de hidrogênio

O átomo de hidrogênio
Seja um elétron orbitando um próton no átomo de hidrogênio.

O elétron está sujeito a um potencial coulombiano:

V (r) = −k Ze2

r ,

onde Z = 1 para o hidrogênio e k = 1 no sistema gaussiano.

(E ′ indica um estado de energia positiva de uma partícula
não ligada e En o nível de energia de um estado ligado.)

▶ Da parte radial da equação diferencial, temos os valores permitidos:

En = − me4

2ℏ2n2 = −α2mc2 1
2n2 = −13, 6 eV

n2 , onde n = 1, 2, 3, ...

e α é a constante de estrutura fina:

α ≡ e2

ℏc ≈ 1
137, 036 .
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O átomo de hidrogênio

O átomo de hidrogênio
▶ As soluções da equação radial para o potencial coulombiano são:

Rnl(r) = Anle−r/na0 r lLnl(r/a0),

onde a0 = ℏ2

me2 é o raio de Bohr e Lnl(r/a0) são os polinômions associados de
Laguerre.

As soluções Rnl(r) são:
n = 1 l = 0 R10 =

2√
a3

0

e−r/a0

n = 2 l = 0 R20 =
1√
2a3

0

(
1 −

r
2a0

)
e−r/2a0

l = 1 R21 =
1

2
√

6a3
0

r
a0

e−r/2a0

n = 3 l = 0 R30 =
2

3
√

3a3
0

(
1 −

2r
3a0

+
2r2

27a2
0

)
e−r/3a0

l = 1 R31 =
8

27
√

6a3
0

r
a0

(
1 −

r
6a0

)
e−r/3a0

l = 2 R32 =
4

81
√

30a3
0

r2

a2
0

e−r/3a0
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O átomo de hidrogênio

O átomo de hidrogênio

As soluções gerais são:

ψnlm(r , θ, φ) = CnlmRnl(r)Θlm(θ)Φm(φ),

onde Cnlm são constantes de normalização e, além disso:
▶ n: número quântico principal (quantização da energia): n = 1, 2, 3, ...;
▶ l : número quântico orbital (quantização do momento angular):

l = 0, 1, 2, ..., n − 1;
▶ m: número quântico magnético (quantização da projeção z do momento

angular): m = −l ,−l + 1, ..., l .
A degenerescência do nível de energia n é:

n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2

Física de Partículas Elementares - I (FIS301) Estados ligados 23 de março de 2023 12 / 50



O átomo de hidrogênio

O átomo de hidrogênio
O espectro do hidrogênio:

A energia do fóton emitido é dada pela diferença dos níveis de energia:

Eγ = hν = Ei − Ef = −me4

2ℏ2

(
1
n2

i
− 1

n2
f

)
,

com comprimento de onda: 1
λ

= R
(

1
n2

f
− 1

n2
i

)
,

onde R é a constante de Rydberg:
R = me4c

4πℏ3 .
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Estrutura fina

Estrutura fina

Com o aumento na precisão na espectroscopia, as linhas de emissão/absorção
foram resolvidas em dubletos, tripletos, etc;
Devidas a 2 correções:
▶ Relativística;
▶ Acoplamento spin-órbita dos elétrons;

Teoria de perturbação: sejam soluções da equação de Schrödinger para um dado
hamiltoniano Ĥ:

ψi , para Ei ;
e seja uma pequena mudança no hamiltoniano ∆H, tal que:

Ĥ ′ = Ĥ + ∆H.

Então, os níveis de energia se alterarão de:

∆Ej =< ∆H >j=
∫
ψ∗

j (∆H)ψj d3x .
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Estrutura fina Correção relativística

Estrutura fina - correção relativística
Tomando-se a expansão da fórmula relativística da energia cinética, vem:

K = E − E0 =
√

p⃗2c2 + m2c4 − mc2 = mc2[
√

1 + (p⃗/mc)2 − 1] ≈

≈ mc2[1 +
1
2

(p⃗/mc)2 −
1
8

(p⃗/mc)4 + ...− 1] =
p⃗2

2m
−

p⃗4

8m3c2 + ...

A correção relativística de ordem mais baixa é então:

∆Hrel = −
( 1

8m3c2

)
p⃗4

e para o seu valor médio, precisamos de < p⃗4 >.
Como:

p⃗2

2m
= En − V ,

vem que:
∆Erel = −

( 1
2mc2

)
(E2

n − 2En < V > + < V 2 >).

Dado que V = −e2/r , calcula-se:〈1
r

〉
=

1
n2a0

,

〈 1
r2

〉
=

1
(l + 1/2)n3a2

0

⇒ ∆Erel = −α4mc2 1
4n2

[ 2n
(l + 1/2)

−
3
2

]
<< EBohr

n = −α2mc2
( 1

2n2

)
.
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Estrutura fina Acoplamento spin-órbita

Estrutura fina - acoplamento spin-órbita

No referencial do elétron, é o próton que está orbitando e este gera um campo magnético:

B =
ev
cr2 ⇒ B⃗ =

eL⃗
mcr3 ,

onde L = rmv é o momento angular do elétron.

A energia potencial de um dipolo magnético µ⃗ na presença de um campo magnético B⃗ é:

W = −µ⃗ · B⃗

e um elétron girando tem dipolo magnético:

µ⃗ =
e

2mc
S⃗.

Assim:
∆Hso =

e2

2m2c2r3 (L⃗ · S⃗).
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Estrutura fina Acoplamento spin-órbita

Estrutura fina - acoplamento spin-órbita

No acoplamento spin-órbita, L⃗ e S⃗ não são conservados, mas J⃗, o momento angular total,
é. Quadrando-se:

J2 = L2 + S2 + 2L⃗ · S⃗,
de onde podemos concluir que os autovalores de L⃗ · S⃗ são:

L⃗ · S⃗ =
1
2
ℏ2[j(j + 1) − l(l + 1) − s(s + 1)],

onde j, l e s são os números quânticos correspondentes.
Agora, calculando-se os valores esperados:〈 1

r3

〉
=

1
l(l + 1/2)(l + 1)n3a3

0

⇒ Eso = α4mc2
[ [j(j + 1) − l(l + 1) − 3/4]

4n3l(l + 1/2)(l + 1)

]
Usando que l − 1/2 ≤ j ≤ l + 1/2 (Probl. 5.9):

Eso = −α4mc2 1
4n2

[ 2n
(j + 1/2)

−
3
2

]
<< EBohr

n = −α2mc2
( 1

2n2

)
.
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Estrutura fina Acoplamento spin-órbita

Estrutura fina - acoplamento spin-órbita

Quebra de degenerescência nos níveis do hidrogênio, devido acoplamento spin-órbita:
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O desvio Lamb

O desvio Lamb

Note, na figura anterior, que há vários pares de estados com valores degenerados de energia:

2S1/2 (j = 0 + 1/2 = 1/2) , 2P1/2 (j = 1 − 1/2 = 1/2), ...

Em 1947, Lamb e Retherford notaram que o estado S tinha energia ligeiramente superior à
do estado P, devido à quantização do campo elétrico;
O desvio Lamb é uma correção radiativa (QED):

,

com resultados:

l = 0 : ∆ELamb = α5mc2 1
4n3 {k(n, 0)},

l ̸= 0 : ∆ELamb = α5mc2 1
4n3

{
k(n, l) ± 1

π(j+1/2)(l+1/2)

}
, para: j = l ± l/2,

onde 12, 7 < k(n, 0) < 13, 2 e k(n, l) < 0, 05, ambos variando lentamente.
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Estrutura hiperfina

Estrutura hiperfina
Há uma correção bem menor (×10−3) nos níveis de Bohr, devida ao spin do núcleo. O
próton também é um pequeno magneto com um momento magnético bem menor:

µp = γp
e

mpc
S⃗p ,

onde γp = 2, 7928 é um fator numérico (experimental) que dá conta da estrutura interna
do próton. (Uma partícula elementar verdadeiramente puntual teria γe = 1

2 .)
Assim, a interação spin-órbita (próton-elétron) é calculada:

∆Hpso =
γpe2

mmpc2r3 (L⃗ · S⃗p);

O campo magnético de um dipolo é:

B⃗(⃗r) =
1
r3

[
3

(µ⃗ · r⃗ )⃗r
r2 − µ⃗

]
+

8π
3
µ⃗δ3 (⃗r);

E a hamiltoniana completa da interação spin-spin (S⃗p-S⃗e) é:

∆Hss =
γpe2

mmpc2

{ 1
r3

[
3(S⃗p · r̂)(S⃗e · r̂) − (S⃗p · S⃗e)

]
+

8π
3

(S⃗p · S⃗e)δ3 (⃗r)
}

;

∆Hpso e ∆Hss dão a estrutura hiperfina do hidrogênio.
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Estrutura hiperfina

Estrutura hiperfina

1 Caso L⃗ = 0:

▶ Para os estados com l = 0, obviamente, L⃗ = 0 e ∆Hpso = 0 e, como estes
estados são esfericamente simétricos, todo o termo entre colchetes em ∆Hss
dá zero, sobrando somente o termo da δ3(⃗r):

∆Ehf = 8πγpe2

3mmpc2 (S⃗p ·S⃗e)|ψn00(0)|2, onde (Probl. 5.13): |ψn00(0)|2 = 1
πn3a3

0
.

▶ Seja:
F⃗ = L⃗ + S⃗e + S⃗p = J⃗ + S⃗p

o momento angular total com números quânticos f e mf .

Para L⃗ = 0:

F 2 = S2
e + S2

p + 2S⃗e · S⃗p ⇔ S⃗e · S⃗p = 1
2(F 2 − S2

e − S2
p )

⇒ S⃗e · S⃗p = ℏ2

2 [f (f + 1) − se(se + 1) − sp(sp + 1)] = ℏ2

2

[
f (f + 1) − 3

2

]
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Estrutura hiperfina

Estrutura hiperfina

1 Caso L⃗ = 0:

⇒ S⃗e · S⃗p = ℏ2

2

[
f (f + 1) − 3

2

]
⇒ ∆Ehf =

(
m
mp

)
α4mc2 4γp

3n3

[
f (f + 1) − 3

2

]
∼ o(α4m/mp).

Ademais, f = 1
2 − 1

2 = 0 (singleto) ou f = 1
2 + 1

2 = 1 (tripleto), portanto,

temos a divisão em 2 níveis, com:

ϵ = Etrip − Esing = 32γpE 2
1

3mpc2

e um fóton de:
λ = 2πℏc

ϵ
= 21.1 cm (linha famosa na astronomia).
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Estrutura hiperfina

Estrutura hiperfina
2 Caso L⃗ ̸= 0:

▶ Agora, é o termo da δ3(⃗r) quem não contribui:
ψ(r) ∼ r l ⇒ ψ(0) = 0, quando l > 0.

Fisicamente, a barreira de momento angular (centrífuga) mantém o elétron
afastado.

▶ Então:

∆Ehf = γpe2

mmpc2

〈
1
r 3

[
(L⃗ · S⃗p) + 3(S⃗p · r̂)(S⃗e · r̂) − (S⃗p · S⃗e)

] 〉
,

que resulta em:

∆Ehf =
(

m
mp

)
α4mc2 γp

2n3
[f (f + 1) − j(j + 1) − 3

4 ]
j(j + 1)(l + 1

2 )
∼ o(α4m/mp),

que, por sua vez, recai na fórmula anterior para l = 0, j = 1
2 .

▶ Agora, tomando-se f = j ± 1
2 , vem:

∆Ehf =
(

m
mp

)
α4mc2 γp

2n3
±1

(f + 1
2 )(l + 1

2 )
.
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Positrônio

Positrônio
A teoria apresentada para o átomo de hidrogênio pode ser estendida para sistemas mais
exóticos (e instáveis): hidrogênio muônico (p+µ−), hidrogênio piônico (p+π−), muônio
(µ+e−), positrônio (e+e−), etc.
Em particular o positrônio (e+e−) é um vasto campo de testes para a QED;

▶ A grande diferença para o hidrogênio: não há uma massa bem mais pesada e ambos
(e+e−) orbitam o CM comum;

▶ Introduzimos a massa reduzida:
mred =

m1m2
m1 + m2

;

▶ Se a hamiltoniana de 2 corpos é:

H =
p⃗2

1
2m1

+
p⃗2

2
2m2

+ V (⃗r1, r⃗2)

e se o potencial é função somente da separação r = |⃗r1 − r⃗2| e estamos
trabalhando no sistema CM, onde p⃗1 = −p⃗2, então:

H =
p⃗2

2mred
+ V (r),

onde p⃗ é o momento de uma única partícula de mred = m/2 que orbita o sistema
em r , a distância entre 1 e 2.
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Positrônio

Positrônio

Então os níveis de energia do positrônio são obtidos trocando-se m → m/2 nas fórmulas de
Bohr:

Epos
n =

1
2

En = −α2mc2 1
4n2 = −

6, 8 eV
n2 (n = 1, 2, 3, ...)

apos = 2a0 = 1, 06 × 10−8 cm

Para a correção relativística:

∆Hrel = −
1

8m3c2 p⃗4
1 + −

1
8m3c2 p⃗4

2 = −
1

4m3c2 p⃗4

Valores esperados para o estado ψnlm:
▶ hidrogênio: < p⃗4 >∼ (mc)4;
▶ positrônio: < p⃗4 >∼ ( mc

2 )4;

Por outro lado, a correção hiperfina é da mesma ordem que a estrutura fina:

α4mc2���(m/m) = α4mc2
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Positrônio

Positrônio
No positrônio, o núcleo não é estacionário, portanto, o potencial não é estático. Da
eletrodinâmica, há uma nova correção:

∆Hrel = −
e2

2m2c2
1
r

[p⃗2 + (p⃗ · r̂)2],

com contribuição ∼ α4mc2.
Levando-se em conta tudo isso:

Epos
fs = α4mc2 1

2n3

[
11

32n
−

(1 + 1
2 ϵ)

(2l + 1)

]
,

onde ϵ = 0 para o singleto e para o tripleto:

ϵ =


−(3l+4)

(l+1)(2l+3) , para j = l + 1
1

l(l+1) , para j = l
(3l−1)
l(2l−1) , para j = l − 1

No positrônio, é mais comum a associação:

J⃗ = L⃗ + (S⃗1 + S⃗2) = L⃗ + S⃗;

A degenerescência acidental já é removida no nível de estrutura fina do positrônio, então o
desvio Lamb (∼ α5mc2) pode ser desprezado.
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Positrônio

Positrônio

No positrônio, entretanto, há uma nova perturbação, sem um análogo no hidrogênio: a
aniquilação de pares;
Como as posições do e+ e do e− devem coincidir (no CM), esta perturbação é
proporcional a |ψ(0)|2 e só ocorre com l = 0.
Ademais, como o spin do fóton é 1, ela só ocorre com o tripleto;
O desvio dos níveis de energia é:

∆Epos
aniq = α4mc2 1

4n3 , (l = 0, s = 1);

que é da mesma ordem (∼ α4mc2) da estrutura fina;
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Positrônio

Positrônio
Vimos na conjugação de carga que C = (−1)l+s para o positrônio e C = (−1)n para
fótons, assim a invariância para o decaimento do positrônio é:

(−1)l+s = (−1)n,

que é muito mais provável para l = 0. Neste caso, evidentemente:
▶ o singleto (s = 0) só pode decair em pares de fótons (tipicamente 2);
▶ o tripleto (s = 1) pode decair em número ímpares de fótons (tipicamente 3);

Veremos no capítulo 7, a seção de choque para a aniquilação em 2 fótons (a baixa
velocidade v):

σ = 4πα2
(

ℏ2

m2cv

)
,

com taxa de decaimentos:

Γ = σv |ψ(0)|2 = α5mc2 1
2ℏn3 ,

onde substituímos as fórmulas para |ψ(0)|2 e a0 apropriadas para o positrônio. Em
particular, para o estado fundamental:

τ = Γ−1 =
2ℏ

α5mc2 = 1, 25 × 10−10 s.
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Quarkônio

Quarkônio
Os mésons são estados ligados de 2 quarks (qq). Será possível usar os
métodos empregados no hidrogênio e no positrônio?
Dificuldades:

1 Força forte:
Não conhecemos o potencial;
Não há um análogo do magnetismo para fazer os acoplamentos de spins;
Termos não lineares da QCD que, por sorte, não contribuem nas baixas energias
(liberdade assintótica);
O comportamento a distâncias curtas é dominado pela troca de 1 glúon,
analogamente à QED com a troca de 1 fóton. Como glúons e fótons são ambos
de m = 0 e de s = 1, as interações são calculadas identicamente, com α → αS
(excluindo-se a trocas de cores);
Assim, a curtas distâncias, vamos assumir:

� V (r) ∼ 1/r ;
� Estrutura hiperfina similar à do hidrogênio e do positrônio.

E a grandes distâncias:
� Potencial cresce sem limite: V (r) ∼ r2, ou ∼ ln r , ou ∼ r .

Podemos escolher, por exemplo:

V (r) = −
4
3
αSℏc

r
+ F0r .
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Quarkônio

Quarkônio

F0 (MeV/fm) E1 (MeV) E2 (MeV) E3 (MeV) E4 (MeV)
500 307 677 961 1210
1000 533 1100 1550 1940
1500 727 1480 2040 2550

Tabela: Cálculo numérico dos níveis de energia “de Bohr” do potencial coulombiano +
linear, para estados S (l = 0), com αS = 0, 2 e m = 1500 MeV/c2 e mred = 750 MeV/c2 .

Dificuldades:
2 Os quarks leves (u, d , s) são intrinsecamente relativísticos:

Elig ∼ mc2 ∼ 100 MeV;

e não fizemos ainda a teoria relativística. (Fizemos correções relativísticas, mas
só de 1a ordem.);
Contudo, para os quarks pesados (c, b, t), a teoria não relativística deve
funcionar razoavelmente bem.
Note, como:

M = m1 + m2 + Elig/c2,

os níveis de energia podem ser interpertados como mésons diferentes.
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Quarkônio

Quarkônio - charmônio
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Quarkônio

Quarkônio - charmônio

Todos os estados do charmônio com n = 1 ou n = 2 são OZI-suprimidos e têm vida
relativamente longa (à esquerda). Para n ≥ 3, a massa do charmônio está acima do limiar
de produção dos mésons D (à direita) e têm vida bem mais curta (“estados quase ligados”
— que foram observados até n = 4);
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Quarkônio

Quarkônio - botônio
No caso do botônio, a massa estimada para o B = bb era grande o suficiente para que
n = 1, n = 2, ou n = 3 fossem estados ligados. Em 1977, o méson Υ foi descoberto;

Outros além do topônio (tt): os mistos (cb, ct, bt), cujos modelos são do muônio (µ+e−).
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Mésons de quarks leves

Mésons de quarks leves

Considere os quarks leves (u, d e s), lembrando que são sistemas relativísticos e a teoria de
Schrödinger é limitada, neste caso;
Vamos nos concentrar em l = 0: os spins dos quarks se acoplam no sigleto, s = 0 (noneto
pseudoescalar) ou no tripleto, s = 1 (noneto vetorial):

Vimos que há 9 combinações de quarks, sendo que 3 estados são neutros com estranheza
zero: uu, dd e ss, mas não sabemos quem é o π0, o η ou o η′;
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Mésons de quarks leves

Mésons de quarks leves

Os quarks u e d (e os antiquarks) formam dubletos de isospin:

u =
∣∣∣1

2
1
2

〉
, d =

∣∣∣1
2

−
1
2

〉
,

u =
∣∣∣1

2
−

1
2

〉
, d =

∣∣∣1
2

1
2

〉
;

Vimos que, num dado multipleto, a partícula com maior carga tem a maior projeção de I3:
d tem I3 = + 1

2 e u tem I3 = − 1
2 ;

Combinando-se as 2 partículas, temos um isotripleto:
|11 >= −ud
|10 >= (uu − dd)/

√
2

|1 − 1 >= du
(1)

e o singleto:
|00 >= (uu + dd)/

√
2
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Mésons de quarks leves

Mésons de quarks leves

No caso dos mésons pseudoescalares, o tripleto é o π e, no caso dos mésons vetoriais, o
tripleto é o ρ, onde os neutros são a combinação:

π0, ρ0 = (uu − dd)/
√

2;
Agora, para o singleto, há 2 combinações:

|00 >= (uu + dd)/
√

2 e |00 >= ss,
que devem representar o η e o η′, ou o ω e o ϕ;
Novamente, temos as combinações lineares:

▶ Para os pseudoescalares:
η = (uu + dd − 2ss)/

√
6

η′ = (uu + dd + ss)/
√

3
▶ Para os vetoriais:

ω = (uu + dd)/
√

2
ϕ = ss
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Mésons de quarks leves

Mésons de quarks leves

Agora:

▶ Dentre os pseudoescalares:

η = (uu + dd − 2ss)/
√

6,
η′ = (uu + dd + ss)/

√
3,

η′ é um singleto, simétrico sob SU(3), e o η transforma-se como parte do octeto de
SU(3).

▶ E dentre os vetoriais:
ω = (uu + dd)/

√
2,

ϕ = ss,

nenhum dos dois é singleto de SU(3), o máximo que podemos dizer é que são
misturados, pois o quark s está isolado.
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Mésons de quarks leves

Mésons de quarks leves

Enquanto que os mésons estranhos são contruídos:

K+ = us, K0 = ds, K0 = −sd , K− = su.

Na linguagem da teoria de grupos, os 3 quarks pertencem à representação fundamental
SU(3), enquanto que os antiquarks à representação conjungada. Então combinamos as
duas da seguinte forma:

3 ⊗ 3 = 8 ⊕ 1.

Contudo, SU(3) não é uma simetria perfeita por causa das massas das partículas (e dos
quarks) serem diferentes;
Mas, além disso, tem as orientações de spin: as ρs não pesam o mesmo que as πs, por
causa da interação spin-spin.
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Mésons de quarks leves

Mésons de quarks leves
Vimos que na QED:

∆Ehf =
8πγpe2

3mmpc2 (S⃗p · S⃗e)|ψ100(0)|2.

É razoável supor uma estrutura parecida na QCD, assim:

Mmeson = m1 + m2 + A
S⃗1 · S⃗2
m1m2

= m1 + m2 + a
S⃗1 · S⃗2
m1m2

|ψ(0)|2;

Quadrando-se S⃗ = S⃗1 + S⃗2, vem:

S⃗1 · S⃗2 =
{

+ 1
2ℏ

2, para s = 1 (mésons vetoriais)
− 1

2ℏ
2, para s = 0 (mésons pseudoescalares)

Para mu = md = 310 MeV/c2, ms = 483 MeV/c2, o melhor fit para o parâmetro é:
A = (2mu/ℏ)2160 MeV/c2

e calculamos (com precisão de ∼1%):
Méson π K η ρ ω K∗ ϕ

Calculada 140 484 559 780 780 896 1032
Observada 138 496 549 776 783 892 1020

Tabela: Massas dos mésons em MeV/c2.
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Bárions

Bárions
Primeiramente, há um grande arranjo de bárions de quarks leves:

Depois, são mais difíceis de analisar, uma vez que são 3 corpos (2 momentos angulares):

Vamos nos concentrar no estado fundamental: l = l ′ = 0.
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Bárions

Bárions
Os quarks (spin = 1

2 ) ocupam 2 estados: “para cima” (↑) e “para baixo” (↓) e formam 8
possíveis estados para os bárions: (↑↑↑), (↑↑↓), (↑↓↑), (↑↓↓), (↓↑↑), (↓↓↑), (↓↓↑) e (↓↓↓),
Mas estes não são autoestados do momento angular total. Vimos (cap.4) que:∣∣∣ 3

2
3
2

〉
= (↑↑↑)∣∣∣ 3

2
1
2

〉
= (↑↑↓ + ↑↓↑ + ↓↑↑)/

√
3∣∣∣ 3

2 − 1
2

〉
= (↓↓↑ + ↓↑↓ + ↑↓↓)/

√
3∣∣∣ 3

2 − 3
2

〉
= (↓↓↓)


spin

3
2

(ψs),

∣∣∣ 1
2

1
2

〉
12

= (↑↓ − ↓↑) ↑ /
√

2∣∣∣ 1
2 − 1

2

〉
12

= (↑↓ − ↓↑) ↓ /
√

2

 spin
1
2

(ψ12),

∣∣∣ 1
2

1
2

〉
23

=↑ (↑↓ − ↓↑)/
√

2∣∣∣ 1
2 − 1

2

〉
23

=↓ (↑↓ − ↓↑)/
√

2

 spin
1
2

(ψ23),

onde ψs é completamente simétrico e ψ12 e ψ23 são simétricos nas partículas dos índices.
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Bárions

Bárions

Podemos construir também estados antissimétricos das partículas 1 e 3:∣∣∣ 1
2

1
2

〉
13

= (↑↑↓ − ↓↑↑)/
√

2∣∣∣ 1
2 − 1

2

〉
13

= (↑↓↓ − ↓↓↑)/
√

2

 spin
1
2

(ψ23),

que, no entanto, não é independente dos outros:∣∣∣〉
13

=
∣∣∣〉

12
+

∣∣∣〉
23

;

As 3 representações bidimensionais de SU(2) ficam, então, a soma de 1 quadrimensional
com 2 bidimensionais:

2 ⊗ 2 ⊗ 2 = 4 ⊕ 2 ⊕ 2.
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Bárions

Bárions
Outro ponto que torna os bárions mais complicados é o Princípio de Exclusão de Pauli
▶ 2 elétrons (férmions) não podem ocupar o mesmo estado quântico;

Por que todos os elétrons não vão para o estado fundamental, ψ100? Porque o estado
fundamental só pode acomodar 2 elétrons (↑↓);
Se 2 partículas são absolutamente idênticas, o quadrado da função de onda deve ser
exatamente o mesmo sob a troca das partículas:

|ψ(1, 2)|2 = |ψ(2, 1)|2 ⇒ ψ(1, 2) = ±ψ(2, 1){
simétrica: ψ(1, 2) = +ψ(2, 1), bósons, spin inteiro
antissimétrica: ψ(1, 2) = −ψ(2, 1), férmions, spin semi-inteiro

Sejam 2 partículas indistinguíveis e 2 estados possíveis, ψα e ψβ :
▶ bósons:

ψ(1, 2) = [ψα(1)ψβ(2) + ψβ(1)ψα(2)]/
√

2
▶ férmions:

ψ(1, 2) = [ψα(1)ψβ(2) − ψβ(1)ψα(2)]/
√

2

P.ex.: para 2 elétrons no mesmo estado, ψα = ψβ : ψ(1, 2) = 0;

O princípio não se aplica para bósons ou para partículas distinguíveis, como nos
constituintes dos mésons (qq).
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Bárions

Bárions
Agora, a função de onda dos bárions envolve várias partes:

ψ = ψ(espacial)ψ(spin)ψ(sabor)ψ(cor)
e toda a função deve ser antissimétrica sob a troca de 2 quarks.

▶ Não sabemos a forma espacial, mas deve ser simétrica, pois em l = l ′ = 0 não há
dependência angular;

▶ O spin pode ser completamente simétrico (j = 3
2 ) ou de simetria mista (j = 1

2 );
▶ Para o sabor, há 33 = 27 representações irredutíveis de SU(3):

3 ⊗ 3 ⊗ 3 = 10 ⊕ 8 ⊕ 8 ⊕ 1

(Obs.: há mais um octeto antissimétrico que não é independente: ψ13 = ψ12 + ψ23)

▶ Cada partícula que ocorre na natureza é um singleto de cor de SU(3), (qqq) ou (qq)
bárions: ψ(cor) = (rgb − rbg + gbr − grb + brg − bgr)/

√
6
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Bárions

Bárions - exemplos

1 Escreva a função de onda do ∆+ no estado de spin mj = − 1
2 (não se preocupe com as

partes espacial e de cor):∣∣∣∆+ : 3
2 − 1

2

〉
= [(uud + udu + duu)/

√
3][(↓↓↑ + ↓↑↓ + ↑↓↓)/

√
3]

= [u(↓)u(↓)d(↑) + u(↓)u(↑)d(↓) + u(↑)u(↓)d(↓)+
+u(↓)d(↑)u(↑) + u(↓)d(↓)u(↓) + u(↑)d(↓)u(↓)+
+d(↓)u(↓)u(↑) + d(↓)u(↑)u(↓) + d(↑)u(↓)u(↓)]/3

2 Escreva a função de onda do próton com spin para cima:∣∣∣p : 1
2

1
2

〉
= 1

2 (↑↓↑ − ↓↑↑)(udu − duu) + 1
2 (↑↑↓ − ↑↓↑)(uud − udu)+

+ 1
2 (↑↑↓ − ↓↑↑)(uud − duu)

√
2
3 =

= {uud(2 ↑↑↓ − ↑↓↑ − ↓↑↑) + udu(2 ↑↓↑ − ↓↑↑ − ↑↑↓)+
+duu(2 ↓↑↑ − ↑↓↑ − ↑↑↓)} 1

3
√

2
=

= 2
3
√

2
(u(↑)u(↑)d(↓)) − 1

3
√

2
(u(↑)u(↓)d(↑)) − 1

3
√

2
(u(↓)u(↑)d(↑))+

+permutações ...
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Massas dos bárions e momentos magnéticos

Massas dos bárions e momentos magnéticos

Vamos calcular os momentos de dipolo magnético das partículas do octeto de bárions. Na
ausência de movimentos orbitais:

µ⃗ = µ⃗1 + µ⃗2 + µ⃗3,

mas depende do sabor, uma vez que µ depende da massa.
Para uma partícula de spin 1

2 :

µ⃗ =
q

mc
S⃗, com magnitude: µ =

qℏ
2mc

.

Então, para os quarks:

µu =
2
3

eℏ
2muc

, µd = −
1
3

eℏ
2md c

, µs = −
1
3

eℏ
2msc

.

E o momento magnético do bárion B é:

µB =
〈

B ↑
∣∣∣(µ⃗1 + µ⃗2 + µ⃗3)z

∣∣∣B ↑
〉

=
2
ℏ

3∑
i=1

〈
B ↑

∣∣∣(µi Siz )
∣∣∣B ↑

〉
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Massas dos bárions e momentos magnéticos

Massas dos bárions e momentos magnéticos - exemplo
3 Calcule o momento magnético do próton:

Do exemplo 2, o primeiro termo da função de onda é:
2

3
√

2
[u(↑)u(↑)d(↓)]

Como:

(µ1S1z + µ2S2z + µ3S3z )
∣∣∣u(↑)u(↑)d(↓)

〉
=

[
µu

ℏ
2

+ µu
ℏ
2

+ mud
ℏ
2

] ∣∣∣u(↑)u(↑)d(↓)
〉
,

este termo contribui com:( 2
3
√

2

)2 ℏ
2

3∑
i=1

〈
u(↑)u(↑)d(↓)

∣∣∣(µi Siz )
∣∣∣u(↑)u(↑)d(↓)

〉
=

2
9

(2µu − µd ).

Analogamente, o segundo e terceiro termos dão:
1
18
µd ,

E como os outros são permutações, temos que repetir o cálculo. Assim:

µp = 3[
2
9

(2µu − µd ) +
1
18
µd +

1
18
µd ] =

1
3

(4µu − µd ).
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Massas dos bárions e momentos magnéticos

Massas dos bárions e momentos magnéticos - exemplo

Procedendo analogamente:
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Massas dos bárions e momentos magnéticos

Massas dos bárions e momentos magnéticos
Assim como vimos com os mésons, se a simetria de sabor SU(3) fosse perfeita, todas as
partículas teriam a mesma massa, com os quarks de mesma massa, mas não têm,
especialmente o s;
Além disso, há a contribuição (“hiperfina’) da interação spin-spin, com a diferença que
agora são 3 pares de spins:

Mbarion = m1 + m2 + m3 + A′

[
S⃗1 · S⃗2
m1m2

+
S⃗1 · S⃗3
m1m3

+
S⃗2 · S⃗3
m2m3

]
;

De:
J2 = (S⃗1 + S⃗2 + S⃗3)2 = S2

1 + S2
2 + S2

3 + 2(S⃗1 · S⃗2 + S⃗1 · S⃗3 + S⃗2 · S⃗3),
vem:

S⃗1 · S⃗2 + S⃗1 · S⃗3 + S⃗2 · S⃗3 =
ℏ2

2
[j(j + 1) −

9
4

] =

=
{ 3

4ℏ
2, para o decupleto (j = 3

2 )
− 3

4ℏ
2, para o octeto (j = 1

2 )
De onde:

MN = 3mu −
3
4

ℏ2

m2
u

A′, para o próton ou o nêutron;

M∆ = 3mu +
3
4

ℏ2

m2
u

A′, (para as ∆); MΩ = 3ms +
3
4
ℏ2

m2
s

A′, para as Ω.

Física de Partículas Elementares - I (FIS301) Estados ligados 23 de março de 2023 49 / 50



Massas dos bárions e momentos magnéticos

Massas dos bárions e momentos magnéticos
(

Mbarion = m1 + m2 + m3 + A′

[
S⃗1 · S⃗2
m1m2

+
S⃗1 · S⃗3
m1m3

+
S⃗2 · S⃗3
m2m3

])
Para o decupleto, os spins são todos paralelos, então:

MΣ∗ = 2mu + ms +
ℏ2

4
A′

( 1
m2

u
+

2
mums

)
, para as Σ∗,

MΞ∗ = mu + 2ms +
ℏ2

4
A′

( 1
m2

s
+

2
mums

)
, para as Ξ,

MΣ = 2mu + ms +
ℏ2

4
A′

( 1
m2

u
−

4
mums

)
, para as Σ,

MΞ = mu + 2ms +
ℏ2

4
A′

( 1
m2

s
−

4
mums

)
, para as Ξ,

MΛ = 2mu + ms −
3ℏ2

4m2
u

A′, para as Λ.

Física de Partículas Elementares - I (FIS301) Estados ligados 23 de março de 2023 50 / 50


	A equação de Schrödinger para o potencial central
	O átomo de hidrogênio
	Estrutura fina
	Correção relativística
	Acoplamento spin-órbita

	O desvio Lamb
	Estrutura hiperfina
	Positrônio
	Quarkônio
	Mésons de quarks leves
	Bárions
	Massas dos bárions e momentos magnéticos

