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A equagio de Dirac

A equacao de Dirac

@ Introducio a equacdo de Dirac, estabelecimento das regras de Feynman para a QED e
desenvolvimento de ferramentas de célculo;

@ O “modelo ABC” n3o leva em conta os spins das particulas;
@ Na MQ n3o relativistica: equacdo de Schrédinger.

Partindo da relacdo classica de energia e momento:
2
P Lv=E
2m
e aplicando os operadores:
= o
p— —ihV, E — ih—
p b at

a funcdo de onda, V:

o
ot

h2
—— VXU L VU =ih
2m

@ Na MQ relativistica:

» spin 0: equacdo de Klein-Gordon;
» spin %: equacdo de Dirac;

» spin 1: equacdo de Proca.

4 de abril de 2023 2/54

Fisica de Particulas Elementares - | (FIS301)



A equagdo de Dirac

A equacao de Dirac

@ A equacgdo de Klein-Gordon (spin 0):
Partindo da relacdo relativistica de energia e momento (da particula livre, V = 0):
E%2 - pﬂzc2 =m’c? & plpu — m?c? =0,
e aplicando o operador (notag3o de quadrimomentos):

1o} 10 0 0 0
pu = IOy, Oy = —— = <,f,f7 9 7)
OxH c Ot Ox Oy Oz
a func3o de onda, :
—h2OHO,0p — mPc?p =0 =

que é a equacgdo de Klein-Gordon.
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A equagdo de Dirac

A equacao de Dirac

@ A equac¢io de Dirac (spin %)

Fatorando-se a relac3o relativistica de energia e momento (da particula livre, V = 0).
Primeiramente, para a componente p® (com g = 0):

(po - ITIC) = 0,

02 2c2 — (% + me)(p® — me) =
(p) —m°cc=(p” + )P ) 02>{(p0+mc):0,

mas, para p # 0, é mais complicado:

pHpu — m*c® = (B%pw + mc)(v px — mc) =

= By prpr — mc(BE px —m’c? =0,

onde 8" e v* s3o 8 coeficientes a serem determinados. (3% = ", pois ndo queremos
termos lineares em p;.)

= By pupr — m’? =0.
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A equagdo de Dirac

A equacao de Dirac

@ A equacdo de Dirac (spin %)
Inspecionando-se: pHpu = ’YKPYAPKP)\ -
(P2 = (P2 = (P2 = (P = (2" + (")2(P1)? + (D) (P?)*+
+P2(P*)? + (%9 + 410 popr+
T + 727 pop2 + (V°9* +4*1%)popst
+(r'? + 2N e + (V1 + ) prps+
+(*7* +7*7)p2ps
onde também n3o queremos os termos cruzados. A lnica saida sdo matrizes, tais que:
(=1 (=0 =0)=-1,
Y9 +9¥y* =0, para p#v,
ou melhor: (v, 4"} = 2",
onde gh¥ é a métrica de Minkowski e o anticomutador:

{A,B} = AB + BA.
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A equagio de Dirac

A equacao de Dirac

@ As menores matrizes que funcionam sdo 4 X 4, na convencio de Bjorken e Drell:

o (1 O i (0
Y= 0 _17'Y_ 70_,- 07

onde o' s3o0 as matrizes de Pauli 2 x 2, 1 s30 matrizes identidade 2 x 2 e 0 matrizes nulas
2 x 2 preenchendo o resto.

@ Com essas matrizes 4 X 4, a relacdo de energia e momento é fatoravel:
plpu — m*c® = (v"ps + mc)(y pr — mc) =0
Tomando-se uma delas (tanto faz, probl. 7.10), por conven¢3o:
Y py — me = 0.

Fazendo-se agora a substituicdo p;, — ihd, e aplicando sobre uma funcdo de onda :

ihy* 8y — mep =0 |,

que é a equacdo de Dirac. 1
P2

Note que 1 é um bispinor, ou spinor de Dirac: ) = »
3

s
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Solugbes da equagdo de Dirac

Solucdes da equacdo de Dirac

@ Seja, inicialmente, 1 independente da posic3o:

o0 _ o _ v _ |

Ox dy 8z
como g = ihd, = p =0, a equagdo de Dirac reduz-se a:

ih g0y _ 1 0 % _ mc2 [(Pa
c7<9tmc¢_0:><o —1> (fﬁgf = \s )
[ N KE
¢A<w2>, ¢B<w4)~
opa . [ mc? opg . mc?
&_(h)w’_&ﬂ(h>%

e as solu¢bes sdo:

Ya(E) = Pa(0)e (ME/ME yp(t) = Pg(0)etime /M,

Lembrando que:

onde:

Assim:

eq:i(mcz/ﬁ)l‘ — eTHE/Mt o F — 4+ me? -

» 44 descreve elétrons com p = 0 e energia positiva: E = +mc?;

» 45 descreve pdsitrons com B = 0 e energia negativa: E = —mc>.
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Solugbes da equagdo de Dirac

Solucdes da equacdo de Dirac

As solucdes (sem as normalizagdes) sdo:

w(l) _ efi(mcz/h)t ¢(2) _ efi(mcz/h)t

O O O =

1/1(3) — oti(mS /)t ¢(4) — eti(mS /Rt

o = O O

o O = O

= O O O

descrevendo, respectivamente, elétrons com spin para cima, elétrons com spin para baixo,

pdsitrons com spin para cima e pdsitrons com spin para baixo.
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Solugbes da equagdo de Dirac

Solucdes da equacdo de Dirac

@ Vamos procurar pelas solu¢des de onda plana:
(7, t) = ae”(/NEFNU(E, p),
ou, na notacdo de quadrivetores:
b(x) = ae” /MPu(p),
onde p = (E/c,B) e u(p) é um bispinor que satisfaz a equa¢do de Dirac.
Calculando: .
b = —’%puae*("/ﬁ)xu”“ u
e substituindo na equac¢do de Dirac:
'y“puae’("/h)xupﬂ u — mecae (/WX puyy = 0 =
(v pu — mc)u =0,

conhecida como “equacdo de Dirac no espaco de momento”, que é uma equagao
puramente algébrica (sem derivadas).
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Solugbes da equagdo de Dirac

Solucdes da equacdo de Dirac

bpy =05 5= E(Y O\ 5. (0 F\_(E/ B
TP =T 7 c\o -1 & 0 -3 —EJc

(Y*pu—mc)u = (E/c = me) —p-d ua\ _ (E/c — mc)up — (B &)ug
" B (—E/c — mc) ug (B-3)ua — (E/c + mc)ug )’

onde up e ug contém as 2 componentes: para cima e para baixo.

Ent3o: c
(E/c —mc)ua — (B-G)ug =0 = ua= ——— (- )us,
E — mc
c
p-3)up— (E/c+mc)ug=0=ug=————(P5)ua.
(P-3)ua—(E/ Jug B E+mc2(P)A
Substituindo-se uma na outra:
2
C J—
U= (P s
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Solugbes da equagdo de Dirac

Solucdes da equacdo de Dirac

Mas
- 01 0 —i 10 Pz (px — ipy)
.G = + 4 — -
ot ) Rt V) B (R B (A
p2+pZ+pi=p o
o Pz + (px — ipy)(px +ipy)  pz(px — ipy) — pz(px — ipy) >
(p-3) = e s = p%1.
0 pPi+py+po=p
Pz(Px + iPy) - Pz(Px + ipy) (Px + iPy)(Px - iPy) + Pg
Ent3o:
p>c? 2 2 4 _ 22
uA:E2_7m2C4uA¢E—mc:pc7

que é a relagdo de energia e momento relativistica. Ou seja, a fungdo de onda proposta
satisfaz a equacdo de Dirac. Sabemos que:

E = £/ m2c* + p2c?,

com a solucdo positiva para particulas e a solucdo negativa para antiparticulas.
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Solugbes da equagdo de Dirac

Solucdes da equacdo de Dirac

Agora, retornando-se as relacdes:

up = —(p-o)u, ug =
a= g 5B s, up

e substituindo-se o resultado de (5 - &), vém:

(1) tomando-se: up = <1> , entdo: ug = ;(5.5) <1) __c ( Pz' )
0 E + mc? 0 E+mc® \ px + ipy

(2) tomando-se: uag = <(1)) , entdo: ug = ﬁ(ﬁ'&) (2) _ ﬁ (PXPZI'Py) 7

(4) tomando-se: ug = <(1)) , entdo: upg = ﬁ(ﬁ_&') <(1)) _ ﬁ (pX_—pzipy>

» (1) e (2) representam os estados de particulas, enquanto que (3) e (4)
representam os estados de antiparticulas.
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Solugbes da equagdo de Dirac

Solucdes da equacdo de Dirac

@ Normalizagdo dos spinores:
utu=2|E|/c,

onde uf é o conjugado hermitiano:

[0
* * * ok /B
ulu = (a*B*y"5") 1= la? + B + [y? + [8]* = 2|E| /e =
é

1 0
0 1
v =N b, ,u® =nN c(px—ipy) | » com E =/ m?ct+ p2c2
Etme? “Ermc
c(px+ipy) —cp,
E-+mc? E+mc?
Pz i
E=me? Sptp)
c(px+ipy) cp,
W@ =N | E=m® | W =N]| E=m@ || com E = —/m2c* + p2c?
1 0
0 1

e a constante N (probl. 7.3):

N = +/(|E| + mc?)/c.
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Solugbes da equagdo de Dirac

Solucdes da equacdo de Dirac

@ As solucdes u(l) e u(?) descrevem o elétron com spin para cima e para baixo, enquanto que
u® e u® descrevem o pésitron com spin para cima e para baixo, respectivamente, certo?
Errado ...

Para particulas de Dirac, as matrizes de spin sdo:

> ho = g 0
S=-3% comX=
2 0 &

e as funcgdes u(l)7 u(z)7 u(3)7 u® n3o s3o autoestados de ¥,. Contudo, orientando-se o eixo
z ao longo do movimento (px = py, = 0, p; = p), as fun¢des u® @ 4B 4@ sz
autoestados de S, (Probl. 7.6).

de Particulas Elementares - | (FIS301) 4 de abril de 2023 14 /54



Solugbes da equagdo de Dirac

Solucdes da equacdo de Dirac

@ Reinterpretacdo das solucbes de energia negativa: u® e u® nio podem representar
particulas livres (com E > 0), entdo, vamos alterar o sinal das fungoes:

(7, t) = aeJr"/ﬁ(Et*ﬁ'F)u(—E7 —p), para as solugdes 3 e 4
e vamos redefini-las como v(1) e v(?):

c(px—ipy)
E+mc2

—cpz
VO(ER) = uV(E—p) =N | Eimd

1

cpz
E+mc2
c(px+ipy)
E+mc2
1

0

v@(E,p) = —u®(-E,-p) =N

com E = 4++/m?2c* 4 p2c2.

As fungdes u) e u® satisfazem & equacdo:

(vpu — mc)u =0
e as funcdes v(D e v(?) satisfazem 3 equacdo:

(4" Py + me)u = 0.
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Covariantes bilineares

Covariantes bilineares

@ Seja a transformacio de referencial S — S’, com S’ movendo-se com velocidade v na
direcdo x. Um spinor de Dirac se transforma com:

¥ ¢ =Sy,

onde S é a matriz 4 x 4:

com

at :h/%(yil).

@ Vamos construir um escalar a partir do spinor :

Wi = |12 + [ + [y3]? + [val?,

que ndo é bem um escalar:

(W) = (W) =TSTSy # (vTy),

1 —
STS—SQ—'y< UIV/C)7E1.

—o1v/c 1

pois (probl. 7.11):
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Covariantes bilineares

Covariantes bilineares

@ Introduzindo o spinor adjunto:
D=9 = (W5 —u3 — 5 —9)),
encontramos o invariante:
= 1% = 1 2 — [ — [wsl® — v,
pois (do probl. 7.11, 57405 = 70):
(P0) = ()17 = 9751705y = 9Ty =Yy,
que é também invariante sob operagdo de paridade, portanto, é um escalar (de
verdade).

@ Por outro lado:

1 0
é um pseudoescalar e um invariante de Lorentz (probl. 7.12). )
Note que 'yo comuta consigo mesma e anticomuta com as outras matrizes y':
[°.41=0, {17} =0,i=123=
7°7° = iy = (- 1)3 ity = %0 = (3%,9%) =0
={1"7°} =0, p1=0,1,2,3

e assim 1)y°1y) é um pseudoescalar:
5.0\ 75
() = =(¥7°9)-
Fisica de Particulas Elementares - | (FIS301)
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Covariantes bilineares

Covariantes bilineares

@ Estendendo os resultados:

(1) ) = escalar (1 componente),
(2) ¥~>¢ = pseudoescalar (1 componente),
(3) yHih = vetor (4 componentes),
(4) yHy51h = pseudovetor (4 componentes),
(5) oH¥4p = tensor antissimétrico (6 componentes),

onde:

1
ot = 5(7“7” —YyH).

N i . ’
1 5 i Ha5 0 gV

formam a base das matrizes 4 X 4 invariantes de Lorentz.
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O féton

O féton

Formulacdo covariante da eletrodindmica.

@ Partindo das equacdes de Maxwell

(i) V- E = 4mp, (i) V- B =0,

() VxE+ 128 =0 (iv)VxB—10E_4

c ot

Em notacao relativistica, E e B formam um tensor antissimétrico de classe-2, o tensor
intensidade de campo, FHY:

0 -E -E -E
Ec 0 -B. B,
Frv =
E, B, 0 —B
E. -B, B. 0

e as densidades de carga e de corrente formam um quadrivetor:

I = (cp, J).
As equagdes inomogéneas de Maxwell, (i) e (iv), ficam (Probl. 7.18):

B F = 2T g,
c
Agora, de F#¥ = —FY* = vem (Probl. 7.19):
OuJt =0,

que é a equacdo da continuidade.
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O féton

O féton

@ Por outro lado:

V. Bov.(vxA=0=[BovxA]=

onde V é o potencial escalar e A é o potencial vetor.
Na notacgdo relativistica:

FHv = gAY — §¥ A*| onde: A* = (V, A).
Com isto, as equagdes inomogéneas de Maxwell, (i) e (iv), ficam (Probl. 7.73):
4
(B, OM)AY — 8Y (9, AR) = —~ Jv
c
e as equacdes homogéneas de Maxwell, (ii) e (iii) ficam automaticamente satisfeitas.
@ Note que uma mudanca de potencial na forma (mudanca de calibre):
A, = Au+ 0\, onde A= f(F, 1),
n3o altera os resultados finais (as equacdes de Maxwell).

Impondo ainda: O AH =0,
o chamado calibre/condicdo de Lorenz, as equagdes de Maxwell simplificam ainda mais:
OA* = 41 JH,
c

2
onde 0 = 0"0,, = c%% — V2 é o operador d’Alambertiano.
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O féton

O féton

@ No vacuo, onde J* = 0, tomamos:
e a condicdo de Lorenz fica:

conhecida como calibre de Coulomb;
@ Na eletrodindmica quantica, A* torna-se a func¢do de onda do fé6ton. O féton livre

(J¥* = 0) satisfaz:

OA* =0,
que é a equacdo de Klein-Gordon para m = 0.
A solucao de onda plana é:

A (x) = ae0/MP e (p),
onde €" é o vetor de polarizacdo e a uma normalizagao do féton.
Substituindo-se na equagao diferencial, obtemos:
ppu =0, tal que: E =|p|c,

conforme o esperado para m = 0.
A condigdo de Lorenz requer que:

pre, =0
e o calibre de Coulomb (ou calibre transversal) que:

=0, €p=0,

ou seja, 2 polarizagoes independentes (€1, €2) para as 2 helicidades do féton.
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As regras de Feynman para a Eletrodinamica Quéntica

As regras de Feynman para a Eletrodinamica Quantica

@ Vimos que elétrons e pdsitrons s3o representados pelas funcdes de onda que satisfazem as

equacdes de Dirac do espaco de momentos:

elétrons

pbsitrons

qb(x) = ae_(i h)(P'X)u(s)(p)

(Y*pu — mc)u=0

1/;()() = ae+(i ﬁ)(p-x)v(s)(p) ,
(Y pu + mc)v =0

onde p = (E/c,B), E = \/m?c* + p2c2 e s = 1,2 representam os 2 estados de spin.

@ As suas fungdes adjuntas satisfazem as equagbes de Dirac do espaco de momentos:

elétrons

positrons

U= UT70

u(y"pu — mc) =0

V= vayO
V(v pu+mc) =0

@ Tais funcdes sdo ortogonais, normalizadas e formam um conjunto completo (probl. 7.22):

elétrons pbsitrons
D@ =0 v,@ =0
Uu=2mc Vv = —2mc ;

Zi:1,2 u) TS = (v#p,, + mc)

Zi:l,z v v(s) = (y*pu — mc)

@ Um conjunto conveniente é: (u(l), NORVON v(2)).
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As regras de Feynman para a Eletrodinamica Quéntica

As regras de Feynman para a Eletrodinamica Quantica

@ Enquanto que para fétons livres, as funcdes de onda que satisfazem a equagdo de
Klein-Gordon/Poisson do espaco de momentos é:

fétons
Ak (x) = 20— (i ﬁ)(P-X)ef‘s)

etpy =0

onde p = (E/c,p), E = |P|c e s = 1,2 representam os 2 estados de spin (polariza¢3o) do
féton.

@ Tais fungBes sdo ortogonais, normalizadas e (no calibre de Coulomb: ¢® = 0,&- 5 = 0)
formam um conjunto completo (probl. 7.23):

fétons

= —
e =0 .
etrey =1 '

2521,2(6(5))1'(622))1 = 0jj — Pibj

@ Um par conveniente é: (€(1), €(2))-
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As regras de Feynman para a Eletrodinamica Quéntica

As regras de Feynman para a Eletrodinamica Quantica

@ Para calcular a amplitude M associada a um diagrama de Feynman em particular,

seguiremos 0s passos: o
@ Notacdo. Denote os quadrimomentos de entrada \\
e de saida p1, p2, ..., pn, seus spins correspondentes o e
s1, 8, ..., Sp € 0s momentos internos qi, g2, ..., qn- N Y
Estabeleca com setas uma diregdo positiva /7\' -\
(abitréria para linhas internas): ol pg .
K

@ Linhas externas. Para cada linha externa, introduza um fator:

Incoming ( #* ): u
Outgoing ( 7 ): &
Incoming ( & ):
Outgoing ( & )i v

. Incoming ( o ): ¢
Photons: {Outgoing ( r’, ) e

Electrons: {

Positrons: {

© Fatores de vértice. Para cada vértice, escreva um fator:
ige’Y“7

onde ge = ey/4n/hc = V4ra é a constante de acoplamento;
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As regras de Feynman para a Eletrodinamica Quéntica

As regras de Feynman para a Eletrodinamica Quantica

© Propagador. Cada linha interna contribui com um fator:

elétrons e poésitrons: %%
. =i
fétons: % )

onde ¢ = y#qy..
© Conservacdo de energia e momento. Para cada vértice, escreva uma funcio delta:

(27)*6* (k1 + k2 + k3),

onde os ks s@o os quadrimomentos entrando no vértice (ou saindo com sinal

menos);
@ Integrar sobre todos os momentos internos. Para cada momento interno g, escreva
um fator:
d*q
(2m)*

e integre sobre todos eles;
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As regras de Feynman para a Eletrodinamica Quéntica

As regras de Feynman para a Eletrodinamica Quantica

@ Cancelar a delta remanescente. Cancele do resultado uma funcdo delta:
(2m)*6*(p1 + p2 + - — pn),
que reforca a conservagio e energia e momento global.
O que sobrar é igual a —iM.

@ Entretanto, hd um novo passo:

@ Antissimetrizacdo. Ao combinarem-se as amplitudes, deve-se incluir um sinal de
menos entre diagramas que diferem apenas na troca entre 2 férmions: 2 elétrons
que entram, 2 positrons que saem, ou 1 elétron que entra com um poésitron que
sai, ou vice-versa.
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Exemplos

Exemplos

@ Vamos calcular alguns dos mais importantes processos:

Second-order processes

Electron-electron scattering (e~ +e~>e~+e )
{Mdller scattering)

Elastic

Electron-muon scattering (e + 4 > & + u)
(Mott scattering (A1 3 m) = Rutherford scattering (v <c))

Electron-positron scattering (o™ +e* e~ + e+
(Bhabha scattering)

(a)processos elasticos;

Inelastic

Pair annihilation (e~ +e* =y +7)

< A
P I {

Compton scattering [y + &~ >y +e~)

(b)processos inelasticos.
| (FIS301) 4 de abril d




Exemplos

Exemplos

@ Espalhamento elétron-mion:

Seguindo de tras para frente ao longo das linhas de cada férmion:
(2m)* / [ﬁ<53>(ps)(fgev“)u“l)(pl)]%[v““(m)(igev”)u“ﬂ(m)lx

x8*(py — p3s — q)3* (P2 + g — pa)d*q
Aplicando gy, a primeira 6 e retirando a ¢ final:
2
M= 7g792[3(53)(p3),yuu(51)(pl)][g(54)(p4)7uu(52)(p2)]
(P1 — p3)
Falta trabalhar os spins (Probl. 7.24).
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Exemplos

Exemplos

@ Espalhamento elétron-elétron:

Py, Sy

Para o primeiro diagrama usamos o resultado do exemplo anterior, para o segundo também
com p3, s3 <> p4, s4. De acordo com a regra 8, os diagramas devem ser subtraidos:

M= B (@) (U E) ()] +
= )2u Y u u(4)yuu

(o1 )2[ (4" u(U][a(3)ruu(2)]

Fisica de Particulas Elementares - | (FIS301) 4 de abril de 2023 29 /54



Exemplos

Exemplos

© Espalhamento elétron-pésitron:

Para o 1°diagrama:

(2m)* /[5(3)(igev“)ll(1)] 7152“” [V(2)(igen” )v(4)] x 6*(p1 — p3 — @)8*(p2 + g — pa)d*q

vem que:

My =— @)Y u(D)][V(2)uv(4)]-

(p1— p3)?

Para o 2°diagrama:

(2m)* /[5(3)(igev“)V(4)] _’52”” [V(2)(igey” )u(1)] x 8*(q — p3 — pa)d*(p1 + p2 — q)d*q

vem que:

B k()
e = (P1+p2)2[ G v(A][u(2)ypu(1)].
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Exemplos

© Espalhamento elétron-pésitron:

Note agora que, do 2° diagrama, permutando-se as particulas dos vértices, obtém-se o 1°
diagrama:

Portanto, pela regra 8, temos que subtrai-los:

2
M= - S [EE)Y u(D][F(2)7.v(4)] + — - [G(3)7 V()] [E(2) (1],

8e
(p1— p3) (p1+ p2)
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© Espalhamento Compton (y+e — v+ e):

+

Ha também 2 diagramas que ndo diferem pela troca, entdo, pela regra 8, temos que
soma-los. Do 1° diagrama, vem que:

(27f)4/6u(2)[ﬂ(4)(igev")L(lgew (1)]xeu(3)*6*(p1—p3—q)6* (p2+q—pa)d’q,

onde ){ = ayy* ou )4 = ~yYa,. A amplitude deste diagrama é:
2
8 — *
= m[ﬂ“)f@)(;ﬁ — P35+ me)¢(3)* u(1)].
A amplitude do 2° diagrama é:
2
ge — *
= W[”M)f@)(ﬂl + po + me)¢(2)* u(1)].
E a amplitude final é:

M = M1 + M.
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O truque de Casimir e os teoremas de tracos

@ Proéximo passo: introduzir os spinores em M, calcular |./\/l|2 e, depois, Ts e os;

@ Na maioria dos experimentos, os spins sdo aleatérios e as grandezas relevantes (7 ou o)
sdo promediadas sobre todos os spins iniciais e somadas sobre todas as configuracdes finais:

< |M|? >= média sobre os spins i e soma sobre todos os spins fde |[M(i — f)|*;

@ Considere a amplitude do espalhamento elétron-mdon, quadrando-se:

4
|M|? = (plfiem)z; [a(3)v* u(D)][u(4) v, u(UE(3)y* u()]*[a(4) v u(2)]*

@ Note que sempre ha (em outros processos também) termos do tipo:
G = [u(a)l1u(b)][u(a)F2u(b)]*;
» Avaliando o complexo conjugado:
[a(a)2u(b)]” = [u(a)'7°T2u(b)]" = u(b)'T]y " u(a) = u(b)'Ty u(a) =
= u(b)'7°°T17 u(a) = [u(b)'1°1(+°TIr")u(a) = T(b)T2u(a),
onde usamos: 7°f =~°, (4°)2 =1, T> =7°Ti4°.
= G = [a(a)F1u(b)][G(b)2u(a)].
Fisica de Particulas Elementares - | (FIS301)




O truque de Casimir e os teoremas de tracos

O truque de Casimir e os teoremas de tracos

@ Somando-se sobre os spins da particula b:
> =a@r{ 3 o pn)a (ps) | Taula) = () il + muc)Ta  u(a).
spins b sp=1,2

Definindo-se:

Q= r1{(/¢b + mbc)}FL

Z G =(a) Q u(a);

spins b

vem:

@ Somando-se, agora, sobre os spins da particula a:
¥ 6 ¥ i 0uin)
spins a spins b s;=1,2
ou, explicitamente, os elementos de matriz s3o:
S T o) @ ey = O 3 o ) (p) |
s;=1,2 s;=1,2

= Qyj(fa + mac)ji = Tr[Q(pa + mac)],

Ji

onde Tr(A) = E A
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O truque de Casimir e os teoremas de tracos - Exemplos

@ Conclusdo:
3" 6= [@a)ru(b)[E(a) 2u(b)]* = Tr[Ma(gs + myc)Ta(gs + mac)],
todos spins
que é uma expressdo algébrica (sem spinores). Este é o truque de Casimir.
> Obs.: trocando-se u — v, o sinal da massa muda também: (p — mc).
@ Espalhamento elétron-mdon:
Neste caso: Ty =~” = [ = 494140 = ¥ (Probl. 7.26).
Aplicando-se o truque de Casimir:
g

<M e

Tr[y*(pr + me)y” (s + me)] x Trlvu(pa + M)y (P + Mc)],

onde m é a massa do elétron, M é a massa do muon e o fator 4 do denominador é
resultado da média.
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O truque de Casimir e os teoremas de tracos

@ Os teoremas de tracos (Probls. 7.29 - 7.32):

Dadas as matrizes A e B e o escalar a:
1.  Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B)
2. Tr(aA) = aTr(A)
3. Tr(AB) = Tr(BA)

=  Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA) #  Tr(ACB) = Tr(BAC) = Tr(CBA)
4. guvgh’ =4

5. MY vyt =21 5. Ab+pF=2a-b

6. =4

7oyt = =2y T gt =24

8. Mt = 4g? 8. by =4a-b

9. WY = =297y O yudbgrt = —24B¢

10. o traco do produto de um ndmero impar
de matrizes gama é zero

= Tr(y*y") = Tr(in®y92+%4#) = 0 Tr(y°y#y¥7*) =0
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O truque de Casimir e os teoremas de tracos

@ Os teoremas de tragos (Probls. 7.29 - 7.32):

Dadas as matrizes A e B e o escalar a:

11.
12.
13.

14.
15.
16.

onde

Tr(1) =4
Tr(yka") = 4gh” 12",
Tr(y#a¥yry7) = 13"

4(g,u,ug>\o _ gu)\guo' + gpagu)\)
Tr(v%) =0

Tr(f{/f) =4a-b
Tr(#béd) =

4(a-bc-d—a-cb-d+a-db-c)

Tr(v®>y#4¥) =0 15/, Tr(ySﬁ[{) =0

Tr(VPyuy’ A7) = dietvAe 157 Tr(’ysff[{/ﬂ) = 4ietVA7 3, by, c)dy,
—1 , se urvAo estdo em permutacdes pares de 0123;

AT — +1 , se uvAo estdo em permutacdes impares de 0123;
0 , para 2 indices iguais.
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O truque de Casimir e os teoremas de tracos - Exemplos

@ Auvalie o espalhamento elétron-mton:

Partindo de:
Trly (1 + me)y” (B + me)] =

Tr(y" iy ) + mel Tr (3 a7 )] + (me) Tr(x+"),
onde, pela regra 10, o termo entre colchetes é zero.
O primeiro termo vem da regra 13:

Tr(v* v ps) = (P)a(pa)o Tr(v#9 7"y 7) =
= (p1)a(p3)od(ghP g’ — ghvgr? + ghogtV) =
= 4(pi'py — g"¥(p1 - p3) + P§ PY)
O dltimo termo vem da regra 12: Tr(y#~¥) = 4gh"¥.
= Trly" (pr + me)y” (ps + me)] = 4{p{'py + pipi + g [(me)* — (p1 - p3)]}
O segundo traco é andlogo trocando-se: m — M,1 — 2,3 — 4 e abaixando-se os indices:

4
< IMP >= ﬁ{pfp; PP + g [(me)? — (pr - pa)]}
x{p2pPav + Papp2v + guv[(Mc)® — (p2 - pa)l} =
4
= ﬁ[(m-pz)(p3~p4)+(p1~p4)(p24p3)7(p14p3)(l\/lc)2f(p2~p4)(mc)2+2(mMc2)2].
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Secdes de choque e tempos de vida - Exemplos

@ Retornemos aos célculos de secdes de choque e tempos de vida:

@ Espalhamentos Mott e Rutherford
Um elétron de massa m espalha por um mion M >> m. Calcule a secio de choque
diferencial no referencial do laboratério (despreze o recuo do mion).

E, p,
&
—_— e o 1-———
E, pq
Before After
Lembrando (6.8):
do h 2
— = < MP >
dQ (87rMc> Ml

Para um alvo estacionério:
p1=(E/c,p1), p2=(Mc,0), ps=(E/c,P3), ps=(Mc,0),
onde supomos que |p1| = |B3| = |B|. O angulo 6 entre eles é tal que:

P1- B3 = B2 cosf =

I\J\Q:

(p1—p3)? = —(Pr— P3)* = —B; — B3 + 2p1 - Ps = —2P°(1 — cos 0) = —4p sin?
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Secdes de choque e tempos de vida - Exemplos

@ Espalhamentos Mott e Rutherford
Um elétron de massa m espalha por um mion M >> m. Calcule a secio de choque
diferencial no referencial do laboratério (despreze o recuo do muon).

E p,
]
—_— e L] m
E py
Before After

E2 ~ ~ o .20
(pr-p3) = —5 = (B~ F3) = Pl + m’c® — p?cos 0 = m’c® + 2p°sin” 7

(p1-P2)(p3 - pa) = (p1- pa)(p2 - p3) = (ME)?,  (p2- pa) = (Mc)®
2 C
=< M > ( M g> |:(mc)2 + p? cos? g]

P2 sin?

do 2, =2 2 9}
= — = Z
e (2p o Z) (mc)* + p* cos 1l

que é a férmula de Mott. Se o elétron for no relativistico (B2 << (mc)?):

2
I L
dQ 2mv2sin2 £ 7

2

que é a férmula de Rutherford.
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Secdes de choque e tempos de vida - Exemplos

@ Aniquilagdo de pares

Compute a amplitude M para e™ + e~ — 7+, assumindo o elétron e o pésitron
em reposuso e a configuracdo de spin singleto.

P38z

Lembrando que:

1

2
My = B — i+ mfsuD)]

2

Mz:(m_pf)’—;_w 2)fs(pr — pa + me)fau(1)],

M = M1 + Mo.
No CM, com os 2 elétrons em repouso e alinhando-se o eixo z ao longo dos fétons
mc(1,0,0,0), p2 = me(1,0,0,0),
mc(1,0,0,1), ps = mc(1,0,0,—1).

P1

p3 =
Assim, temos:

(p1 = p3)* = m*c® = (p1 — pa)? — m*c® = —2(mc)?
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Secdes de choque e tempos de vida - Exemplos

@ Aniquilacdo de pares
Compute a amplitude M para et + e~ — v + ~, assumindo o elétron e o pésitron
em reposuso e a configuracdo de spin singleto.

P35z

1 2
Da regra 5' e aplicando-se os calibres (de Coulomb e Lorenz, respectivamente):
Pifs = —fap1 + 2(pre3) = —f3ph
Pafs = —f3pp3 + 2(pre3) = —f3ph3
(fr—ps+ mc)fzu(l) = #3(7[51 + 3 + mc)u(1),
mas (/p’1 — mc)u(l) = 0, pois u(1) satisfaz a equacdo de Dirac, entdo:

(Pr — ps + me)fzu(1) = 3p3u(l)

Ent3o:

e, analogamente:

(L — pa+ mc)¢4u(1) = f4/d4u(1)
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Secdes de choque e tempos de vida - Exemplos

@ Aniquilagio de pares
— v + 7y, assumindo o elétron e o pdsitron

Compute a amplitude M para et + e
em reposuso e a configuracdo de spin singleto

P35z

Juntando tudo: ,
M= 2g76)27(2)[¢4#3/53 + fafapalu(1)
;0'3 = me(r° — %), = me(y® +4%) =
=M= 2(m 2(mc)? V(2)me(fafs + ¢3¢a)7° — (fags — f3fa)y’lu(1

Ademais:

e 0 &.-é (@ a)E-a) 0
§=—¢ <E~€ 0):>¢3f4 ( 0 (5,g3)(5.g4))

Fisica de Particulas Elementares - | (FIS301)



Secdes de choque e tempos de vida

Secdes de choque e tempos de vida - Exemplos

@ Aniquilagio de pares
Compute a amplitude M para et + e~ — v+, assumindo o elétron e o pdsitron
em reposuso e a configuracdo de spin singleto.

P35z

N

Agora (probl. 4.20):
(6-3)(¢-b)=3-b+ioc-(3xb),

de onde:
#4#3}33 + f3f4/[54 =-23- B
f4¢3/¢3 - f3¢4;54 =2i(ea xa)- %,
onde:
- (a o)
3 = .
0 &
Portanto:

2
M= -8 52)G-a° +i(& x &) - £4°|u(1).
(mc)
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Secdes de choque e tempos de vida - Exemplos

© Aniquilac3o de pares
Compute a amplitude M para et + e~ — v+, assumindo o elétron e o pésitron
em reposuso e a configuracdo de spin singleto.

P33

E quanto aos spins? 1 2

Para o estado singleto:
(th—4n)/V2

Ent3o, vamos escrever:

1
Msingleto = (MTJ, - -/\/IJ,T)/\/5 0
Tomemos, inicialmente, My, com elétron de spin para cima: u(1) = v2mc 0
0
e pésitron de spin para baixo: V(2) = v2mc (0010).
Com estes spinores, temos:  v(2)7%u(1) =0, V(2)E73u(1l) = —2mc2, entdo:

M’N« = 72igs2(6§ X 671)2
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Secdes de choque e tempos de vida - Exemplos

@ Aniquilagdo de pares
Compute a amplitude M para e™ + e~ — 7+, assumindo o elétron e o pésitron
em reposuso e a configuracdo de spin singleto.

P35y

t 2

Agora, M4+, com elétron de spin para baixo e pésitron de spin para cima é:

0
u(l) =v2mc ol v(2) =v2mc(0001).
0

Com estes spinores, temos:
My = 2ig2(& X &)z = —Myy =
Mingieto = (My, — M1)/V2 = =2V2ig2(6 X &)..
Note que para o tripleto:
Muripleto = (M) + MJ,T)/\/i =0,

confirmando que para esta combinac3o, o decaimento em 2 fétons é proibido.
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Secdes de choque e tempos de vida - Exemplos

@ Aniquilac3o de pares
Compute a amplitude M para et + e~ — v+, assumindo o elétron e o pésitron
em reposuso e a configuracdo de spin singleto.

P35y

t 2

E quanto aos fétons (polarizagio)?

Para os fétons com spin para cima (ms = +1), ou para baixo (ms = —1), respectivamente:
1 1
e+ = ———=(1,7,0), € = —(1,—i,0
+ ﬁ( ), € ﬁ( )
Como o momento angular total deve ser zero, os fétons alinham-se (no eixo z) com spins
opostos:
1 1 ~
MN=ere, = ——=(1,i,0), —=(1,—i,0) = €3 x & = ik,
ey ﬁ( ) \@( )

ou:
1 1
=€ = —(1,-i,0),———=(1,i,0) = €3 x & = —ik,
T=eier ﬁ( ) \@( ) 4

de onde concluimos:

2
Miingleto = (Mg — M 1)/vV2 = —4g2.
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Secdes de choque e tempos de vida - Exemplos

@ Aniquilac3o de pares
Compute a amplitude M para et + e~ — v+, assumindo o elétron e o pésitron
em reposuso e a configuracdo de spin singleto.

P33

E agora?
Retornando a férmula da secdo de choque:

ﬁz( he )2 LI
dQ 87r(E1 + E2) |p,‘|
onde E; = E» = mc?, |Br| = mc e para uma colis3o n3o relativistica: |p;| = mv.
do hc 2 mc 5 1 (ha\? 41 (ha\?
=> —=|— — || —4@ma)) =—|—) =0o=—(—]) .
dQ 8m(2mc?) mv cv \m cv \'m

E o tempo de vida do positronio pode agora ser calculado de:

() o)

r=ovip(0)? == —

Cc m

onde |1(0)|? representa a densidade eletrdnica.
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Renormalizacao

@ Vimos o célculo do espalhamento elétron-mdon, com a amplitude:
_ guv —
M= —gﬁ[U(m)v“U(m)]f;; [d(pa)y”u(p2)], com g=p1 — ps.

Ha vaérios diagramas de ordem superior, mas talvez um dos mais interessantes seja o de
“polarizacdo do vacuo” (loop):

Py

Py

cuja amplitude (probl. 7.38) é:

ot 4 e me)v (g — mc _
M= qfe [G(p3)v* u(p1)] {/ (;wl)(zt 7(—;([271(/,5722)(();_({)2}ifn%z))] } Lape)>"ulp2))
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Renormalizacao

Py P2

Sua introduc3do leva a uma modificacdo no propagador do féton:

Buv Buv i !
SHY. Y
> @ ¢

onde:

(@n)* (@ = mP)((q — kP = m?e?)

Entretanto, esta integral é divergente:

/|k\3d|k\|k|4 /\k|d|k| |k|? = oo, para |k| = oco.

Nossa estratégia serd absorver a divergéncia em massas e constantes de acoplamento
“renormalizaveis”.

i = *g2/ d'k_ Trly, (K + me)v.(f — K+ mc)]
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Renormalizacao

Seja:
luw = —iguua®1(q%) + quau J(q°).

O segundo termo n3o contribui, pois da contragdo g, v*:
[t(p3)gu(p1)] = U(p3)(pr — p3)u(pr) = U(ps){pru(p1)} — {tu(p3)pstu(pr) =
=u(ps){mc u(p1)} — {@(ps) mc}tu(p1) = 0.

O primeiro termo fica (probl. 7.39):

2  dx 1 2
I(q?) = ge — —6 z(1—2z)In[1- qiz(lfz) dz p .
1272 , X m?2c2
m 0
Vamos impor um corte no limite superior da primeira integral:
2

/°° dx /"” dc M2

— = —=lh—,
m X X m

onde M nao é a massa do muon.
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Renormalizacao

A segunda integral é:

1 _ 2
f(X)E6/ z(1 - z)In[1 + xz(1 — z)]dz, onde x = 2q2'
| m2c

O seu resultado pode ser aproximado para x pequenos e grandes:

5, <1
f)md B X
Inx, x>1

M2 ) /
@ =i o () - (55)

Se o 3-momento do elétron no CM é B e o angulo de espalhamento é 6 (probl. 7.40):

—q? v2

~
m2c2 c?

Ent3o:

> 50
q° = 4psm2:>

e os casos limites de f(x) sdo os limites n3o relativistico e ultrarrelativistico,
respectivamente.
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Renormalizacao

Ent3o:

2 2 9
M = *gez[U(P3)'YH”(P1)]g:7; {1 - 15;2 ['" (Zz) —f (mzqczﬂ } [@(pa)y" u(p2)]-

[Passo critico] redefine-se a constante de acoplamento:

2 M2
gr=8ey/1 £ In( )é

T 1272 \m?

2 _a?
{1 e (,,,2‘72> } [@(pa)y” u(p2)] |

» Os infinitos se foram com g. — gg;
> Fica o termo finito e agora gr = gr(g?) (“constante corrente”):

on(¢®) = g0 |1 - E2 0 < — >

1272 m2c?

Buv
72

= | M = —gla(ps)y" u(p)]
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Renormalizacao

Outros casos que demandam renormalizacdo s3o:

e Dan Qe
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