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A equacio de Schrédinger para o potencial central

A equacdo de Schrodinger para o potencial central

@ Teoria dos estados ligados:

» hidrogénio: p + e (fisica atémica);
» deutério: p + n (fisica nuclear).

@ Com a teoria de quarks:

> mésons: qq;
» barions: qqq;

os estados ligados passaram a ter maior importancia na fisica de particulas
elemementares.
@ O caso mais simples é o nio relativistico (v << ¢), regido pela equacio de

Schrédinger:

K oy = = aw(r g — i QYD)
—ﬂv \U(r, t) + \/(I’7 t)\U(I’, t) = IHT,

valida para sistemas cuja energia de ligacao é pequena comparando-se com a
energia de repouso dos constituintes:

> hidrogénio: Ejz = 13,6 eV << m.c® = 511 keV;
» hadrons de quarks pesados (c, b e t): Ejz ~ 100 MeV << mc?.
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A equagdo de Schrédinger para o potencial central

A equacdo de Schrodinger para o potencial central

@ Na fisica classica, a energia mecéanica é a soma da energia cinética com a potencial:
=2

p
E=—+V,;
2m+ ;

@ Na mecénica quantica, a partir das relacdes de de Broglie (p = hE) e de Einstein
(E = hw), a energia mecénica fica:
h2k?
2m

As derivadas das funcdes de onda W = W(k - F,wt) podem ser associadas a

+ V = Iw.

operadores:
- B2 - ho
VAW = — v = V= PPV = -1’k = | p= =V |= —il(dx, 8y, d,);
1

0 . E ~ .0 .

E\U = —jwV¥ = —IE\U = EV=hwV¥V=|E= Iha = ih0k,
que substituidos na equagdo da energia mecanica, vem a equagado de
Schrédinger:

iha\ll(r, t).

[ . o
|:—2mV + V(7, t)] V(7 t) = T
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A equagdo de Schrédinger para o potencial central

A equacdo de Schrodinger para o potencial central

@ Esta é a equacdo de Schrddinger dependente do tempo:

R, . Lo L O0V(F )
{va + V(r, t)] V(7 t) = IET.

» Suas solucdes W(E 7,wt) descrevem uma particula de massa m na presenca
de um potencial V(7, t);

» O valor |W(k - 7,wt)|?dx dy dz é a probabilidade de encontrar-se a particula
em d°x = dx dy dz no intervalo dt, normalizada com:

/|\IJ|2d3x =1

V(x,y,z,t) =p(x,y,2)f(t),
1 - _ihdf _
w(zmv +V>¢fdt— ’

onde a constante de separacdo E representa a energia total da particula.
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@ Separacdo de varidveis.
Seja:

ent3o:



A equagdo de Schrodinger para o potencial central

A equacdo de Schrodinger para o potencial central

@ Assim teremos 2 equacdes diferenciais:

2
( h v%v)w:Ew

2m

df
ne — Er.
"t

» A solucdo da segunda equacdo ¢ trivial:
f(t) _ efiEt/ﬁ_

» A primeira é a equacdo de Schédinger independente do tempo. Definindo-se o
operador hamiltoniano (entre paréntesis):
N B2
A=-——vV*+vV,
2m

vem que:
Fip = Evp.
» A solucdo geral é (por enquanto):

V(x,y,z,t) =v(x,y, z)e_iEt/h.
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A equagdo de Schrodinger para o potencial central

A equacdo de Schrodinger para o potencial central

@ Caso de um potencial central (ou esfericamente simétrico), V = V/(r).

» O laplaciano em coordenadas esféricas é:

VQ—lg (r2g>+71 2(5”108)—!-71 872
T r29r \ or r2sin 90 06 r2sin? 9 d¢p?’

que também pode ser separado nas coordenadas, usando-se:
V(r,0,9) = R(r)0(0)®(¢)
e assim temos agora 3 equagdes diferenciais:

N

sin 0 smG—@(G)} = [m? — 6+ 1) sin 6] ©(0),

dﬁ[

d%ww = —mPo(y).
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A equagdo de Schrodinger para o potencial central

A equacdo de Schrodinger para o potencial central

@ P> A solucdo da equagdo na variavel @ é trivial:
O(p) = €™

» A solucido da equacdo na variavel 0 é dada pelas funcGes associadas de
Legendre:

in || Gl 2
©(0) = P/ (cos8) = (s 23!) {d(cZ’sH)] (cos®0 — 1)",

onde o produto das funcdes, ©(0)P(p), normalizadas, sdo os harménicos
esféricos:

(20 +1) (£ — m)!

Y0, 0) = 4 (C+m)!

(=1)"P]"(cos )™ .
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A equagdo de Schrodinger para o potencial central

A equacdo de Schrodinger para o potencial central

Exemplos de harménicos esféricos:

1
=0 m=0 oo Jx
41
/=1 m=1 Yllzf — singel®
s
3
m=20 Y{) = — cos O
4m
3 .
m=-1 yol= /= sineei®
! 8
15
=2 m=2 Y22 = sin2 ge2i®
327\'
15
m=1 Y21 = — — sin 6 cos 6’ ¥
8m
m=20 0=/ @6 -1
167
15
m= -1 vl = — sin 0 cos e ¥
2 8
15 .
m= -2 vo2 = — sin —2ip
2 32m
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A equagdo de Schrodinger para o potencial central

A equacdo de Schrodinger para o potencial central

» A solucdo da equacdo radial é simplificada defindo-se:
u(r) = rR(r),
que torna a equacdo diferencial em:

1 d*u B0+ 1)
2m 12 “

———+ V() + = Eu.

r

E podemos definir um potencial efetivo, centrifugo, denominado “barreira de
momento angular’:

Vo — B e+1)
T om

Daqui para frente, temos que especificar V/(r).
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O 4tomo de hidrogénio

O atomo de hidrogénio

@ Seja um elétron orbitando um préton no atomo de hidrogénio.

Energy
£ O elétron estd sujeito a um potencial coulombiano:

2
V(r) = kaTe,

onde Z =1 para o hidrogénio e k = 1 no sistema gaussiano.

(E’ indica um estado de energia positiva de uma particula
n3o ligada e E, o nivel de energia de um estado ligado.)

» Da parte radial da equac3o diferencial, temos os valores permitidos:

4
me 2 2 1 13,6eV
En = _2h2n2 = —& mc ﬁ = —T7 onde n = 1,2,3,
e o é a constante de estrutura fina:
_ e? 1
A= — R ———.
hc 137,036

Fisica de Particulas Elementares 20 de marco de 2025 10/50



O 4tomo de hidrogénio

O atomo de hidrogénio

» As solucdes da equacdo radial para o potencial coulombiano s3o:

Rne(r) = A,,ge_'/"arzﬁng(r/a),
2
onde a = — ¢é o raio de Bohr e L(r/a) sdo os polinémions associados de
me
Laguerre.

As solugdes Rne(r) sdo:

n=1 (=0
n=2 (=0
(=1
n=3 (=0
(=1
(=2

11 /50
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O 4tomo de hidrogénio

O atomo de hidrogénio

As solucdes gerais sdo:
Ynem(r,0,0) = CotmRne(r)Oem(0)Pm(s0),

onde Cpn¢m sdo constantes de normalizacdo e, além disso:

» n: ndmero quantico principal (quantizacdo da energia): n=1,2,3,...;

» {: nimero quintico orbital (quantizacdo do momento angular):
£=0,1,2,....,.n—1;

> m: nimero quintico magnético (quantizacdo da projecdo z do momento
angular): m=—£,—¢+1,... ¢

A degenerescéncia do nivel de energia n é:

n—1

Z(Qé +1)=n

£=0
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O 4tomo de hidrogénio

O atomo de hidrogénio

e
i Anin: B r I
O espectro do hidrogénio: E;g T
Bracket
n=73
Fasehen
n=2
Bralm er
n=1 :
Lyman

SERIES: Lymani Babmer | Paschen Bracket Pfund

A energia do féton emitido é dada pela diferenca dos niveis de energia:
4
me 1 1
Es=hw=E-E=——F|5—-—5
i 22 \n? n2)’

com comprimento de onda:

1 1 1
Rl =>_—~
A 2 n?)’
onde R é a constante de Rydberg:
R— me*c
T 4nh3
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Estrutura fina

Estrutura fina

@ Com o aumento na precisdo na espectroscopia, as linhas de emissdo/absor¢cdo
foram resolvidas em dubletos, tripletos, etc;

@ Devidas a 2 correcdes:

» Relativistica;
» Acoplamento spin-érbita dos elétrons;

@ Teoria de perturbac3o: sejam solucdes da equacdo de Schrédinger para um dado
hamiltoniano H:

i, para Ej;

e seja uma pequena mudanca no hamiltoniano AH, tal que:
A" = H + AH.

Ent3o, os niveis de energia se alterardo de:

AE =< AH >j= /wf(AH)%- d*x.
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Estrutura fina | Correcdo relativistica

Estrutura fina - correcdo relativistica

@ Tomando-se a expansio da férmula relativistica da energia cinética, vem:

K:E—Eo:\/”2c2—|—m2c4—mc =mc?[y/1+ (B/mc)? —1] =

=2 =4

~ mC2[1 + = (p/mc) - 7(p/mc) -1= 2pm Sf:352

A corregdo relativistica de ordem mais baixa é entdo:

1 -
AHy = — <8m3c2> P4

e para o seu valor médio, precisamos de < p* >.

Como: S
P _E v,
2m
vem que:
1
AEreI:_( )(E3—2E,,<V>+<V2>).
2mc?
Dado que V = —eQ/r, calcula-se:
G)=m () -ww
r/ " na’ 2/ (L4 1/2)ma?
1 2n 3 1
= | AE —74C2 {777} <<EBahr:72c2(7>.
el ST ey 12) 2 n ame o2
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Estrutura fina Acoplamento spin-érbita

Estrutura fina - acoplamento spin-6rbita

@ No referencial do elétron, é o préton que esta orbitando e este gera um
campo magnético:
ev - el
B=—=B=—73,
cr mcr

onde L = rmv é o momento angular do elétron.

A energia potencial de um dipolo magnético ji na presenca de um campo
magnético B é:
W=—-ji-B

e um elétron girando tem dipolo magnético:

e -
i=——=S.
H 2mc

Assim:

e2

Ao = 2m2c2r3

(L-9).
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Estrutura fina

Acoplamento spin-érbita

Estrutura fina - acoplamento spin-6rbita

No acoplamento spin-érbita, L e S n3o sdo conservados, mas J, o momento angular total,
é conservado. Quadrando-se:

P=12+524+2[.5,

de onde podemos concluir que os autovalores de L - S s3o:

L3 = 200G +1) — 60 +1) — s(s + 1),

onde j, £ e s s3o os nimeros quanticos correspondentes.
Agora, calculando-se os valores esperados:

Usando que £ —1/2 < j < ¢+ 1/2 (Probl. 5.9):

<

= Eso = a*mc? [

r3

1

1

> T (t+1/2)

(¢ +1)n3a3

U(J+1)fz(z+1)f3/4]}

4m3I(C+1/2)(¢+ 1)

1
Eso = —a*mc?—

4n*

[

2n

(+1/2)

3

2

}

Fisica de Particulas Elementares

<< EBohr

— —?me (i) .
2n?
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Estrutura fina Acoplamento spin-érbita

Estrutura fina - acoplamento spin-6rbita

Quebra de degenerescéncia nos niveis do hidrogénio, devida ao acoplamento
spin-orbita:

~ . m o~ =~
o
Nl= mlw wlo pl=Nle ol
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O desvio Lamb

O desvio Lamb

o Note, na figura anterior, que ha vérios pares de estados com valores
degenerados de energia:

251, (j=0+1/2=1/2), 2Py (j =1—1/2=1/2),...

@ Em 1947, Lamb e Retherford notaram que o estado S tinha energia
ligeiramente superior 3 do estado P, devido a quantizacdo do campo elétrico;
@ O desvio Lamb é uma correcdo radiativa (QED):

Vacuum polarization Elostron mass renomalization Anomalous magnetic morment

Figure 5.3 Some loop diagrams contributing 1o the Lamb shift.
com resultados:
0=0: AE.m =a’mc?5{k(n,0)},
E;éO AELamb—OésmC vl {k(n K) m}, paraJ:E:I://2,

onde 12,7 < k(n,0) < 13,2 e k(n,¢) < 0,05, ambos variando lentamente.



Estrutura hiperfina

Estrutura hiperfina

@ Ha uma correcdo bem menor (x10~3) nos niveis de Bohr, devida ao spin do nicleo. O
préton também é um pequeno magneto com um momento magnético bem menor:

— € 2z
Hp = Yp——Sp,
mpc

onde v, = 2,7928 é um fator numérico (experimental) que d4 conta da estrutura interna

do préton?.

@ Assim, a interac3o spin-érbita (préton-elétron) é calculada:

2
e - =
AHpso = — 2% (L. 3,);
mmpc?r

@ O campo magnético de um dipolo é: & [ B
! ~ [/ v
s L [L(ERF ] 8r o [y L
B(r):§[3(yr2) —M}-ﬁ- ;#530)? | 67\)\/ ;

@ E a hamiltoniana completa da interacdo spin-spin (§P-§e) é:

AHgs = we {i [3(Sp - 1)(Se - 7) = (Sp - Se)] + 8?”(3,, . §e)53(F)} ;

2 | 3
mmpc® Lr

@ AHpso € AHss d3o a estrutura hiperfina do hidrogénio.

1Uma particula elementar verdadeiramente puntual teria ve = 1.
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Estrutura hiperfina

Estrutura hiperfina

Q Caso L=0:

» Para os estados com £ = 0, obviamente, L =0 e AHpso = 0 e, como estes
estados s3o esfericamente simétricos, todo o termo entre colchetes em AH,s
da zero, sobrando somente o termo da &3(F):

87r'yp . 2 1
AEhf = 3mm CQ( p Se)"lﬁ,,oo(on onde (Probl. 513) |1/1n00(0)| = m

» Seja:
F=L+5+5=J+5
o momento angular total com nimeros quanticos f e my.

Para [ = 0:

2. 2 o2 1
F2:s§+s§+2se.sp<:>se.s:§(F2—s§—s§)

z 2 I n 3

= S0 8y = DI +1) = selse + 1) = (s + D] = 3 [F(F+1) = 5]
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Estrutura hiperfina

Estrutura hiperfina

Q Caso L=0:

= | AEy = ﬂ a4mc24&
m 3n3

{f(f+1) -

3
2

)

Ademais, f =

1
2

temos a divisdo em 2 niveis, com:

32+, E}
€= Etrip - Esing = 3m:c21
e um féton de:
2whe

Fisica de Particulas Elementares

E, (modified by fire  .*
structure and lamb shift) -
skl bl il

~ o(a*m/m,).

— 1 =0 (singleto) ou f = 1 + 1 =1 (tripleto), portanto,

Tripleu

v
\
\
\

Y\  Singlet

= 21.1 cm (linha famosa na astronomia).
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Estrutura hiperfina

Estrutura hiperfina

Q Caso L £0:

> Agora, é o termo da 63(F) quem n3o contribui:
¥(r) ~ r" = (0) = 0, quando £ > 0.

Fisicamente, a barreira de momento angular (centrifuga) mantém o elétron
afastado.
» Entdo:

AEpy = '7,,62 < : [(_‘ §P) + 3(§p ! ?)(S:e ! ?) - (gP ’ ge)} >’

mmpc? \ r3
que resulta em:
f(F+1)—jG+1)-2
AE,— (™ a4mc2lp3[ ( . _) JU 1) al
2n JU+1+3)
que, por sua vez, recai na f(')rmula anterior para £ =0, j = %
» Agora, tomando-se f = j :I: , vem:

AEy = (m) «@ mczﬁ +1

~ o(a’m/m,),
p

o |
m, 2m (f + 2 )(l + )
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Positrénio

Positronio

@ A teoria apresentada para o dtomo de hidrogénio pode ser estendida para sistemas mais
exéticos (e instaveis): hidrogénio mudnico (p™ ™), hidrogénio pidnico (p™ 7~ ), mubnio
(ute™), positrénio (ete™), etc.

@ Em particular o positrénio (eTe™) é um vasto campo de testes para a QED;

» A grande diferenca para o hidrogénio: n3o hd uma massa bem mais pesada e ambos
(e*te™) orbitam o CM comum;
» Introduzimos a massa reduzida:

» Se a hamiltoniana de 2 corpos é:

P1
= +—= + V(A,R)
2m1 2my
e se o potencial é fungdo somente da separacdo r = |F; — 2| e estamos

trabalhando no sistema CM, onde p; = —p2, entdo:
ﬁ2

14
2rnred * (r)’

H=

onde p é o momento de uma dnica particula de m,eg = m/2 que orbita o sistema
em r, a distdncia entre 1 e 2.
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Positrénio

Positronio

@ Ent3o os niveis de energia do positrénio sdo obtidos trocando-se m — m/2 nas férmulas de

Bohr: 1 1 6.8V
,8¢
EP* = EE,, = fa2m<:2ﬁ — (n=1,2,3,..)

aP% = 2a3;=1,06 x 108 cm

@ Para a correcdo relativistica:

AHreI - _8m3c2 P1 + _78m3c2 Py = _—

@ Valores esperados para o estado ¥,¢m:
> hidrogénio: < p* >~ (mc)*;
> positrénio: < p* >~ (29)*4

@ Por outro lado, a correcdo hiperfina é da mesma ordem que a estrutura fina:

ot mc(mpmy = a*mc?
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Positrénio

Positronio

@ No positrénio, o niicleo n3o é estacionario, portanto, o potencial n3o é estitico. Da
eletrodindmica, ha uma nova corregdo:

1 Lo
AH,e = —m;[Pz +(B- 7,

com contribuicdo ~ a*mc2.

@ Levando-se em conta tudo isso:

)

Epos: 4 | == 27
oM 20 (204 1)

, 1 [11 (1+3e
2n3

onde ¢ = 0 para o singleto e para o tripleto:

—(30+4) .

wens paraj=/¢+1
€= ﬁ , paraj={

% , paraj=4(-—1

@ No positrénio, é mais comum a associa¢do:
j:Z+(§1+§2):E+§;

@ A degenerescéncia acidental ja é removida no nivel de estrutura fina do positrénio, ent3o o
desvio Lamb (~ a®mc?) pode ser desprezado.
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Positrénio

Positronio

@ No positrénio, entretanto, hd uma nova perturbacdo, sem um analogo no hidrogénio: a
aniquilacdo de pares;

@ Como as posicdes do e e do e~ devem coincidir (no CM), esta perturbacio é
proporcional a [)(0)|? e sé ocorre com £ = 0.

Ademais, como o spin do féton é 1, ela s6 ocorre com o tripleto;

O desvio dos niveis de energia é:

Dissociation FOSITRONIUM
eneryy

1 "+
— A2 — —1)-
AER =a'mc i (¢=0,s=1);

que é da mesma ordem (~ a*mc?) da estrutura fina;

%

° §
'SSutes  SSwmes  PSmm  PSutes

o de 2025




Positrénio

Positronio

@ Vimos na conjugacdo de carga que C = (—1)%** para o positrénio e C = (—1)" para
fétons, assim a invariancia para o decaimento do positrénio é:

4
(=) = (-1,
que é muito mais provavel para £ = 0. Neste caso, evidentemente:

» o singleto (s = 0) s6 pode decair em pares de fétons (tipicamente 2);
» o tripleto (s = 1) pode decair em niimero impares de fétons (tipicamente 3);

@ Veremos no capitulo 7, a segdo de choque para a aniquilagdo em 2 fétons (a baixa
velocidade v):
2 h?
o =4nra s
m2cv

[ =ov[(0)) = a’mc’

com taxa de decaimentos:
1
3’
onde substituimos as férmulas para |1/(0)|? e ap apropriadas para o positrénio. Em
particular, para o estado fundamental:
.2k

r=r1=_—_""_=125%x10"1s.
a’dmc2
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Quarkénio

Quarkonio

@ Os mésons sdo estados ligados de 2 quarks (qq). Sera possivel usar os métodos
empregados no hidrogénio e no positrénio?

Dificuldades:
© Forca forte:

@ N3o conhecemos o potencial;

@ N3o hd um andlogo do magnetismo para fazer os acoplamentos de spins;

@ Termos n3o lineares da QCD que, por sorte, ndo contribuem nas baixas energias
(liberdade assintética);

@ O comportamento a distancias curtas é dominado pela troca de 1 glion,
analogamente 3 QED com a troca de 1 fé6ton. Como gldons e fétons sdo ambos
de m=0e de s =1, as interacdes sdo calculadas identicamente, com a — ag
(excluindo-se a trocas de cores);

@ Assim, a curtas distancias, vamos assumir:

> V(r)~1/r;
> Estrutura hiperfina similar a do hidrogénio e do positrénio.
o E a grandes distancias:
> Potencial cresce sem limite: V/(r) ~ r2, ou ~Inr, ou ~r.
@ Podemos escolher, por exemplo:
4 ashc
-3
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Quarkénio

Quarkonio

Fo (MeV/fm) | E; (MeV) E; (MeV) E3(MeV) Es4(MeV)
500 307 677 961 1210
1000 533 1100 1550 1940
1500 727 1480 2040 2550

Tabela: Calculo numérico dos niveis de energia “de Bohr" do potencial coulombiano + linear,
para estados S (£ = 0), com as = 0,2 e m = 1500 MeV/c? e meq = 750 MeV/c? .

Dificuldades:

Q e Os quarks leves (u, d, s) s3o intrinsecamente relativisticos:
Ejig ~ mc? ~ 100 MeV;

e n3o fizemos ainda a teoria relativistica?;
e Contudo, para os quarks pesados (c, b, t), a teoria n3o relativistica deve
funcionar razoavelmente bem.
@ Note, como:
M = m1 + my 4 Ejg /2,

os niveis de energia podem ser interpertados como mésons diferentes.

2Fizemos correcdes relativisticas, mas s6 de 1a ordem.
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Quarkénio

Quarkdnio - charmdnio

1000 - Charmonium t Dissociation Positronium
3 SS‘ o 7 energy
900 [~ g
800 - E °r 2’5, 2%,
R % n=2 8 2%, \
R s T 2 a o —
< — x 0
% 600 - —_ g 3 L 2%,
g ; g =
g 215,(ng) 29 . ; 5 4
2  m—— s 23P,(x))  § H
3 LA/ E g )
@ 400 |- 2P0 | F
3
——— @«
%00 27R, (xg) 2}
200 |-
s
100 -
138, () n=1 173,
ol —— 0 g j
_ 115, (ne) e ‘
100 |- x __ 1'%
1S states 3 states Pstates 3P states 'Sstates  Sstates  'Pstates P states

Fig. 5.6 Spectrum of energy levels in positronium and charmonium. Note that the scale is
greater by a factor of 100 million for charmonium. In positronium, the various combina-
tions of angular momentum cause only minuscule shifts in energy (shown by expanding the
vertical scale), but in charmonium the shifts are much larger. All energies are given with
reference to the 13S; state. At 6.8 eV positronium dissociates. At 633 MeV above the energy
of the ¥ charmonium becomes quasi-bound, because it can decay into D° and D° mesons.
(Source: Bloom, E. and Feldman, G. (May 1982) ‘Quarkonium’, Scientific American, p. 66,
reprinted by permission.)
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Quarkénio

Quarkdnio - charmdnio

@ Todos os estados do charménio com n =1 ou n = 2 sdo OZl-suprimidos e tém vida
relativamente longa (a esquerda). Para n > 3, a massa do charménio estd acima do limiar
de producio dos mésons D (a direita) e tém vida bem mais curta (“estados quase ligados”
— que foram observados até n = 4);

wt 7 L o* o
—— —— P R ——
u d d g d b e d d 7
c c « T
ety Ry
W 1
(al b}
Figure 5.8 (a) OZI-suppressed decay for charmonium below the DIJ threshold, (b) OZI-
Al decay for charmonium above the DD threshold.
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Quarkénio

Quarkdnio - botomdnio

@ No caso do botoménio, a massa estimada para o B = bb era grande o suficiente para que
n=1,n=2, ou n= 3 fossem estados ligados. Em 1977, o méson T foi descoberto;

1200 —
25, (AT1057
oo |- A2sprrnosren Quaskbound states
Bound states
1000 [~
35, (0"
900 3's, 3 (to3ss)) \ 3P, (x,(10269))
- _ 3 ==L 3%,x,(1025%))
800 N 39P,(x,(10233))
700 -
600~ 235, (1'(10023)
2's,
500 === 3
25, 2P, (x,(9912))
_____ T/ 2P, (x,(9893)
o ™ 297, (x, (9859))
300 -
200
100 (-
175, (1(9460))
'Sstates  OSstates  'Pswtes  Pstates  'Dstates 2D states

Fig. 5.8 Bottomonium. Note that there are far more bound
states than for charmonium ~ compare Figure 5.6 (Source:
8loom, E. and Feldman, G. (May 1982) ‘Quarkonium’, Sci-
entific American, p. 66, reprinted by permission. Corrected
masses from Particle Physics Booklet (2006).)

@ Topénio (tf) e outros casos mistos (cb, ct, bt), com o modelo do mudnio (ute™).
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Mésons de quarks leves

Mésons de quarks leves

@ Considere os quarks leves (u, d e s), lembrando que s&o sistemas
relativisticos e a teoria de Schrodinger é limitada, neste caso;

@ Vamos nos concentrar em £ = 0: os spins dos quarks se acoplam no sigleto,
s = 0 (noneto pseudoescalar) ou no tripleto, s = 1 (noneto vetorial):

K K+ K KE¥

o *t ] o*
2 Ko K- K
Pseudoscalar nonet Vector nonet

Figure 5.11  Light-quark mesons with / = 0,

@ Vimos que hd 9 combinacdes de quarks, sendo que 3 estados sdo neutros com
estranheza zero: uu, dd e ss, mas nao sabemos quem é o 7 o nouon,;

Fisica de Particulas Elementares 26 de marco de 2025 34 /50



Mésons de quarks leves

Mésons de quarks leves

Peudoscalarnonet  Vectornonat
Figure .11 Light-quark mesons wm o

@ Os quarks u e d (e os antiquarks) formam dubletos de isospin:

11> 1 1>
22/’ 2 2/

1 1 - 11
E:‘i_7>, d: 77>;
2 2 22

@ Vimos que, num dado multipleto, a partlcula com maior carga tem a maior projecio de /3,
assim para os antiquarks: d tem I3 = +§ eTtem 5 =—1;

u=

@ Combinando-se as 2 particulas, temos um isotripleto: ’
[11 >= —ud
|10 >= (uT — dd)/V/2 (1)
1-1>=du

e o singleto: B
|00 >= (uT + dd)/V?2
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Mésons de quarks leves

Mésons de quarks leves

Peaucoscalar nonet Vector nonet
Figure 5.1 Lightquark mesons with / = 0.

@ No caso dos mésons pseudoescalares, o tripleto é o 7 e, no caso dos mésons vetoriais, o
tripleto é o p, onde os neutros sdo a combinac3o:

70, p% = (vt — dd)/V'2;
@ Agora, para o singleto, hd 2 combinac¢des:
|00 >= (v +dd)/vV2 e |00 >=ss,
que devem representar o n e o 1’, ou o w e 0 P;

@ Novamente, temos as combinacdes lineares:
» Para os pseudoescalares:

n = (ul + dd — 2s3)/v/6
7' = (uh + dd + s35)/V/3

» Para os vetoriais: _
w = (vt + dd)/V2

¢ =ss
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Mésons de quarks leves

Ko o Ko

Peaucoscalar nonet Vector nonet
Figure .11 Light-quark mesons with / = 0.

Agora:

» Dentre os pseudoescalares:

n = (ul + dd — 255)//6,

7' = (ut + dd + s5)/V/3,
n’ é um singleto, simétrico sob SU(3)3, e o 7 transforma-se como parte do octeto de
SU(3).

» E dentre os vetoriais: o
w = (vt + dd)/V?2,

¢:S§7

nenhum dos dois é singleto de SU(3), o maximo que podemos dizer é que s3o
misturados, pois o quark s est3 isolado.

3Assim como o ¥ é um singleto de isospin sob SU(2).
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Mésons de quarks leves

Mésons de quarks leves

K K° K Ko

Peaucoscalar nonet Veetor nonet
Figure 5.1 Lightquark mesons with / = 0.

@ Enquanto que os mésons estranhos sdo construidos:
_ — =0 — _ _
Kt=us, K°=ds, K =—sd, K =su.

@ Na linguagem da teoria de grupos, os 3 quarks pertencem a representacio fundamental
SU(3), enquanto que os antiquarks a representac3o conjungada. Ent3o combinamos as
duas da seguinte forma:

33=8@1L.

@ Contudo, SU(3) n3o é uma simetria perfeita por causa das massas das particulas e dos
quarks serem bem diferentes: Ks pesam muito mais que os s, pois contém o quark s. E,
além disso, as orientacdes de spin contribuem para as diferencas de massa: as ps ndo
pesam o mesmo que as 7s, por causa da interacdo spin-spin.
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Mésons de quarks leves

Mésons de quarks leves

@ Vimos que na QED:
8mype 2 =
5 (Sp - Se)|1100(0) 2.

AEp =
n 3mmpc

E razoavel supor uma estrutura parecida na QCD, assim:

5.3 3.5
L 22— mymo 4 a2 (0) %
mymy mypmp

Mmeson = m1 +ma + A

@ Quadrando-se S= §1 + 52, vem:
142 _ P -

L. 1 +3zh?, para s = 1 (mésons vetoriais)
$1-5=2(S-S-S) =1 3, :

2 -3, para s = 0 (mésons pseudoescalares)

@ Para m, = my = 310 MeV/cQ, ms = 483 MeV/cQ, o melhor fit para o pardmetro é:

A = (2m,/1)?160 MeV />
e calculamos (com precisdo de ~1%):
Méson T K n p w K* 1)

Calculada 140 484 559 780 780 896 1032
Observada | 138 496 549 776 783 892 1020

Tabela: Massas dos mésons em MeV/c?.
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Barions

@ Primeiramente, ha um grande arranjo de barions de quarks leves:

TABLE 5.4 LIGHT-QUARK BARYONS (J = SPIN, P = PARITY, S = STRANGENESS, / =
ISOSPIN. THIS IS NOT A COMPLETE LIST; BARYONS WITH SPINS AS HIGH
AS I HAVE BEEN OBSERVED,)

U@ o
Representation  J* =0 -0 s--2
8 i M939) AN E1193)  E(318)
10 i a0232) 20385 Z0533)  0(672)
1 i A(1405)
i A(1520)
8 ¥ N1535) AG670)  2(1750)
MIT00)  A(1870)
i NOS20)  AGI690)  B(670)  E(18200
. M1700) (1940
i N(1670) AG830)  3(1765)
10 i A(1650)
i A(1670)
8 I N1810) A(1860)
8 i NO6B®)  AGBIS)  B(915) Q20307
10 i A(1910)
i
i 2(1890)
b A(1950) 22030
8 i Mo 2(1660)
10 i A1690)

Source: . Gasiorowicz and J. L. Rosner. Am. J. Phys. 49, 954 (1981).

@ Depois, sdo mais dificeis de analisar, uma vez que sdo 3 corpos (2 momentos angulares):

Figure5.13 Orbital angular momenta for
a three-body system. L is the angular mo-
mentum of | and 2 about their center of
mass (A); L' is the angular momentum of
this combination and 3 about the center
of mass of all three (B).

Vamos nos concentrar no estado fundamental: ¢ = ¢/ = 0.
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Bérions

Barions

@ Os quarks (spin = %) ocupam 2 estados: “para cima” (1) e “para baixo” (J) e formam 8

possiveis estados para os barions: (111), (T14), (141), (144), (L11), (1), (1) e (L),

@ Mas estes ndo sio autoestados do momento angular total. Vimos (cap.4) que:

= (1)
= (ML + 11+ 411)/V3

~_—

Nl Nlw

~_—

spin (),

1) =+ I+ 1)
-

NIw  NIw  NIw  Nlw

1
SPini (¢¥12),

%%>2 =t (1 - 1)/V2
F-1) - vz
23

onde s é completamente simétrico e 112 e 123 sdo simétricos nas particulas dos indices.
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Bérions

Barions

@ Podemos construir também estados antissimétricos das particulas 1 e 3:

Spin% (v23),

@ As 3 representacdes bidimensionais de SU(2) ficam, entdo, a soma de 1 quadrimensional
com 2 bidimensionais:

202Q@2=40202.
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Bérions

Barions

@ Outro ponto que torna os barions mais complicados é o Principio de Exclusdo de Pauli
» 2 elétrons (férmions) ndo podem ocupar o mesmo estado quéntico;

@ Por que todos os elétrons ndo vdo para o estado fundamental, Y1007 Porque o estado
fundamental s6 pode acomodar 2 elétrons (11);

@ Se 2 particulas s3o absolutamente idénticas, o quadrado da fun¢do de onda deve ser
exatamente o mesmo sob a troca das particulas:

[(1,2)1 = [$(2, 1) = %(1,2) = £$(2,1)
simétrica: ¥(1,2) = +4(2,1), bodsons, spin inteiro
antissimétrica:  (1,2) = —¢(2,1), férmions, spin semi-inteiro
@ Sejam 2 particulas indistinguiveis e 2 estados possiveis, 1o € ¥g:

» bdsons:
$(1,2) = [Ya(1)¥p(2) + ¥s(1)¢a(2)]/V2
» férmions:

¥(1,2) = [Ya(1)15(2) — vs(1)va(2)]/V2
P.ex.: para 2 elétrons no mesmo estado, Yo = 9¥g: ¥(1,2) = 0;

O principio ndo se aplica para bésons ou para particulas distinguiveis, como nos
constituintes dos mésons (¢q).
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Bérions

Barions

@ Agora, a funcdo de onda dos barions envolve varias partes:
1 = 1)(espacial)(spin)(sabor)(cor)

e toda a func3o deve ser antissimétrica sob a troca de 2 quarks.

» N3o sabemos a forma espacial, mas deve ser simétrica, pois em ¢ = ¢/ = 0 n3o ha
dependéncia angular;
» O spin pode ser completamente simétrico (j = %) ou de simetria mista (j = %)
> Para o sabor, ha 3% = 27 representacdes irredutiveis de SU(3):
3033=10080801

aws- T T

(s

(=T [

(Obs.: ha mais um octeto antissimétrico que ndo é independente: 113 = ¥12 + ¥23)

» Cada particula que ocorre na natureza é um singleto de cor de SU(3), (qaq) ou (qq)
barions: ) (cor) = (rgb — rbg + gbr — grb + brg — bgr)/V/6
ey —— T R =



Bérions

Barions - exemplos

@ Escreva a funcio de onda do At no estado de spin mj = 7% (n&o se preocupe com as
partes espacial e de cor):

A% 3 1) = [(wud + udu + duw) VBT + U144 TL)/V3
= [W(Hu()d() + a(uh)dd) + u(hu)d )+
Fu()d(Du() + u(D)d(Lu(l) + uhd()ull)+
Fd(Du(l)u(t) + dL)u(h)u() + d(H)u(l)u(h]/3

@ Escreva a funcdo de onda do préton com spin para cima:

p: %%> = L(M — 1) (udu — duu) + 3(+1) — 1) (uud — udu)+
+3( — W) (uud — duu)\/Z =
= {uud(2 M = 11 = 1) + udu(2 11— I = )+
Fduu(2 111 = Tt = M)} 505 =
= 525 (uMu()d()) = 35 WDu()d(1) = 555 (u()u(t)d(1))+

+permutacgdes ...
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Massas dos barions e momentos magnéticos

@ Vamos calcular os momentos de dipolo magnético das particulas do octeto de barions. Na
auséncia de movimentos orbitais:
fo= i1+ f2 + i3,
mas depende do sabor, uma vez que p depende da massa.
Para uma particula de spin %:

= h
n= iS, com magnitude: p = q—,
mc 2mc
que é o valor do p; para o spin para cima (1). Ent3o, para os quarks:

2 eh 1 ehn 1 eh
_32muc’ Hd =

Hu

3 2mgyc’ He = 32msc’

E o momento magnético do barion B é:

MB:<BT‘(ﬂ1+ﬁ2+ﬁ3)z

BT>:%Z<BT‘(M5&) B1)

i=1
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Massas dos barions e momentos magnéticos - exemplo

@ Calcule o momento magnético do préton:

Do exemplo 2, o primeiro termo da funcdo de onda é:

2
E[U(T)U(T)d(i)]

Como:

(11512 + 252, + 113532) U(T)”(T)d(l)>,

uNU()IW) ) = (g + 1y + hay |

este termo contribui com:

(;%f;ﬁé@mwmwumm&)

2
u()u(Dd(L) ) = 2 (21 = ).
Analogamente, o segundo e terceiro termos d3o:

1
18 Hd-
E como os outros sdo permutacdes, temos que repetir o calculo. Assim:

= 312 (20— 1a) + o pta + 1l = 3 (A — )
Hp = 9 Hu — Hd 18'LLd 18“d73 Hu — Hd )-
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Massas dos barions e momentos magnéticos - exemplo

Procedendo analogamente:

TABLE 5.5 MAGNETIC DIPOLE MOMENTS OF OCTET BARYONS

Baryon Moment Prediction Experiment
P (et — (et 2.79 2793
n (Dra = (D ~1.86 -1913
A i, -0.58 -0.61
3+ (3 — Gps 2.68 2.33 +0.13
30 G + 1) — R 0.82
z- (Hra— Ghus ~1.05 —1.41 +025
= e — Gl ~1.40 —1.253 + 0,014
E- s = e —0.47 —0.69 +0.04

The numerical values are given as multiples of the nuclear magneton, eh/2myc = 3.152
X 107" MeV/gauss,

Source: 8. Gasiorowicz and 1. L. Rosner, Am. J. Phys. 48, 954 (1981).
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Massas dos barions e momentos magnéticos

@ Assim como vimos com os mésons, se a simetria de sabor SU(3) fosse perfeita, com os
quarks de mesma massa, todas as particulas teriam a mesma massa, mas n3o tém,
especialmente por causa do s;

@ Além disso, hd a contribuicio (“hiperfina’) da interagdo spin-spin, com a diferenca que
agora sdo 3 pares de spins:
S$1°% 515 55
+ +
mypmz myms3 mam3

Mparion = my + mz + m3 + A

De:
P=51+5+5)P2=52+52+52+2(5-5+5 -5+5-5),

vem:

g .2 48.2848.8 -0 9

51'52+S1~53+52~S3:7[104_1)_1]:

_ %Fﬁ7 para o decupleto (j = %)
*%h2, para o octeto (j = %

De onde:

2
My =3my, — Z—2A’, para o préton ou o néutron;
mLI

3, 3R,
Ma =3my + ——A’, (paraas A); Mg =3ms+ -—A", paraasQ.
4m? 4 m2
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Massas dos barions e momentos magnéticos

5% 5-5 5-S
12+1 3+23

’
Mparion = m1 + mz + m3 + A
mymy myms3 mymg3

Para o decupleto, os spins sdo todos paralelos, ent3o:

K2 1 2
M):*:2mu+ms+—A’( 2—|—7)7 para as ¥*,
m myms
H2 1 2
M=+« = my 4+ 2ms + A'( 2+7), para as =,
m myms
2 1 4
Ms =2my + ms + —A (— - 7) , paraas X,
4 m2  myms

5 TABLE5.6 BARYON OCTET AND
R 1 4 _ DECUPLET MASSES (MeV/c?)
, paraas =,

m2  myms Baryon Calculated Observed
N 939 939
2 A 1116 1114
My =2my, + ms — ﬂA’ ara as A 3 1179 1193
A u Soam2’ P = 1327 1318
u A 1239 1232
z* 1381 1384
= 1529 1533
Q 1682 1672
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