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« Os diferentes pares (ng , Ny ) — que sao iguais aos pares (N, ng) ou (N, np) —
caracterizam os macroestados.

« Para uma dada configuracdo do macroestado, ndo importa quais moléculas estdo na
metade direita e quais estdo na metade esquerda da caixa.
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Os diferentes pares (ng , hp ) — que sdo iguais aos pares (N, ng) ou (N, np) —
caracterizam os macroestados.

Para uma dada configuracdo do macroestado, ndo importa quais moléculas estdo na
metade direita e quais estdo na metade esquerda da caixa.

Para cada macroestado podemos associar diversos microestados diferentes. Quais
das N moléculas estdo na metade direita e quais estdo na metade esquerda da caixa.
No total ha 2N microestados.
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« Analisemos as possiveis configuracdes de N moléculas idénticas dentro de uma caixa
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Analisemos as possiveis configuracdes de N moléculas idénticas dentro de uma caixa
Isolada com divisoria. ng moléculas ocupam a metade esquerda e np = N — ng ocupam
a metade direita. Os diferentes pares (ng , Ny ) — que sdo iguais aos pares (N, ng) ou
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« Analisemos as possiveis configuracoes de N moléculas idénticas dentro de uma caixa
Isolada com divisoria. n. moléculas ocupam a metade esquerda e np = N — ng ocupam
a metade direita. Os diferentes pares (ng , Ny ) — que sdo iguais aos pares (N, ng) ou
(N, np) — caracterizam os macroestados. Para uma dada configuracdo do
macroestado, ndo importa quais moléculas estdo na metade direita e quais estdo na
metade esquerda da caixa. Para cada macroestado podemos associar diversos
microestados diferentes. Quais das N moléeculas estdo na metade direita e quais estdo
na metade esquerda da caixa. No total ha 2N = 23 = 8 microestados. Para cada
macroestado ha um numero correspondente de microestados chamado de
multiplicidade, Q.
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1) Sistema de dolis estados
« Suponhamos um sistema com N = 4 moléeculas idénticas

Localizacao das moléculas

Configuracao ng np 1 2 3 4
I 4 0 EFE E FE FE
D FE FEF FE
FE D FE E
11 3 1 EE D E
EFE E E D
D D E E
D E D FE
D E E D
111 2 2 E D D E
E D E D
F E D D
D D D E
i 3 D D E D
D E D D
E D D D
0 4 b D D D
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« Para um sistema com N = nc + ny moléculas distintas, temos que o numero de
microestados para cada macroestado definido pelos numeros N e ng (ou np) € uma
combinagao simples de N objetos tomados n¢ a ng. (ou ng a np):

N N N!
N _ N (N
onde (n) -~ (N—-n)!n! - (N — n)
° p.ex.: N = 3:
3! 3!
9(3,3) =m= 1 ..(2(3,2) =ﬁ=3
3! 3!
Q(3,1)=ﬁ=3 .Q(?),O) =ﬁ=1
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Exercicio

1. Suponha que voce lance 20 moedas honestas,

(a) Qual é o mimero total de microestados que se pode obter?

(b) Qual ¢ a probabilidade de se obter a sequéncia
HTHHTTTHTHHHTHHHHTHT,

onde H é cara e T a coroa, exatamente nessa ordem?

(¢) Qual a probabilidade de se obter 12 caras e 8 coroas (em qualquer ordem)?
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Materiais Paramagneticos de 2 estados

O que modelo de jogar moedas tem a ver com fisica? Sim, ha sistemas fisicos
com comportamento semelhante: materiais paramagnéticos de dois estados.

Materiais paramagnéticos, junto com os ferromagnéticos, sao materiais cujos
atomos comportam-se como pequenas bussolas alinhando-se a um campo
magnetico aplicado.

Num ferromagnético as particulas constituintes interagem fortemente mantendo a
magnetizacdo mesmo depois de retirado o campo magnético, enguanto gue no
paramagnético a interacdo € fraca, e a magnetizacao cessa assim que se retira o
campo externo.

Chamamaos de dipolo cada particula magnetica individual, visto que ela possui um
momento de dipolo magnético.
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Serway/Jewett; Principles of Physics, 3/e

 Para uma espira de area A que conduz uma corrente elétrica i, 0
. spn ; . . u
momento de dipolo magnetico é definido T ‘A

i=iA

« Classicamente, para um elétron orbitando em torno do nucleo
atdmico, a expressao acima resulta

| !
e - ]
i=-——1L, —

2 ' ' l Harcourt, Inc. items and derived items copyright © 2002 by Harcour t, Inc.
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i e
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Cada dipolo pode ser apenas um elétron um grupo de elétrons em um atomo ou um nucleo
atomico.

Na presenca de um campo magnetico B,o dipolo sofre um torque dado por 7T = i X B,o
que faz com gque ele tenda a se alinhar com B.

De acordo com a mecanica quantica, o valor do momento de dipolo num eixo qualquer
(p.ex., a componente z, x,) SO pode assumir alguns valores discretos.

— No caso mais simples, somente dois valores de p sdo permitidos — um positivo

(paralelo ao campo magnético §) e outro negativo (anti-paralelo). A figura abaixo
temos caracterizada um sistema de dois estados.
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Consideremos um sistema com N = N; + N, dipolos elementares, onde N;y(N,) é 0
numero de dipolos paralelos (anti-paralelos) ao campo magnético em um dado
Instante. O sistema possui um macroestado para cada possivel valor de N; (de 0 a N).

A multiplicidade de um macroestado é dada de forma semelhante ao caso do
lancamento de moedas ou de distribuicdo de atomos em uma caixa com dois
compartimentos: N) NI

() = (NT A

Lembrando que a energia potencial é U = —fi - B, os dipolos alinhados em paralelo ao
campo magnético externo deverao possuir menor energia do que aqueles alinhados em

anti-paralelo.

A energia total do sistema € determinada pelos nimeros de dipolos paralelos e anti-
paralelos. Logo se especificarmos o macroestado do sistema, entdo teremos a energia
total do sistema.
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2) Modelo de Einstein de um solido

« Um sdlido € uma colecéo de osciladores idénticos em
3 dimensoes (foi proposto por Einstein em 1907).

« Existem N osciladores e somente N/3 atomos no sélido.

« Como se trata de um sistema na escala atdmica, os osciladores harmonicos devem ser
tratados quanticamente.




2) Solido de Einstein

« A energia potencial de um oscilador harmdnico simples é:

1 1
V(x) = Ekex2 = Emwzxz,

onde k, é a constante elastica da mola e w = /k,/m é a frequéncia angular de
vibracdo da particula de massa m.
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2) Solido de Einstein

Para o estado fundamental (n = 0) tem-se que E, = %ha)
A diferenca entre dois niveis adjacentes € independe de n: AE,, = E,,,; — E,, = hw

A figura abaixo mostra de forma abstrata os N osciladores harmonicos em termos da
energia (N osciladores harmonicos constituindo o sélido de Einstein).
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Analisemos um pegueno solido de Einstein com N = 3 osciladores. A unidade de
energia se refere a hw em relagéo a energia E, do estado fundamental.
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2) Solido de Einstein (exemplo: N=3)

Analisemos um pegueno solido de Einstein com N = 3 osciladores. A unidade de
energia se refere a hw em relagéo a energia E, do estado fundamental.
Para até 3 unidades de energia temos a seguinte tabela de microestados:

Oscilador: 1 2 3 Oscilador: 1 2\ 3
Unidades de energia: 0 0 O Unidades de energia: 3 0 0
1 0 0 0 3 /0
0 1 0 0 0/ 3
S 2 A4 0
> 0 0 2 I
0 2 0 I 2 0
0 0 2 0 2 1
i 1 0 1 0 2
1 0 1 0 1 2
a1 i i 1

2000=1, nNM1=3 02@2)=6, 0B =10
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» Observa-se as multiplicidades

20=1 0o1)=3  02)=6 03)=10

« A multiplicidade para um solido de Einstein com N osciladores e g unidades de
energia é dada por

q+N—1)_(CI+N—1)!
q — q!(N-1)!

Q(N,q) = (




2) Solido de Einstein (exemplo: N=4)

« A multiplicidade para um solido de Einstein com N osciladores e g unidades de

energia: q+N—1)_(q+N—1)!
q gl (N-1)!

o, =
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« A multiplicidade para um solido de Einstein com N osciladores e g unidades de

energia: g+ N — 1) _(@+N-1)!
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« Prova pela representacdo grafica: representemos a unidade de energia com um circulo
cheio e uma linha vertical para a divisoria entre dois osciladores. Para N=4:

temos 4 osciladores, na sequéncia da esquerda para a direita, com q =1, 3,0e 4.
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A multiplicidade para um solido de Einstein com N osciladores e g unidades de
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Para um dado macroestado com g circulos cheios, havera sempre g + (N — 1)
simbolos.



2) Sélido de Einstein (exemplo: N=4)

A multiplicidade para um solido de Einstein com N osciladores e g unidades de

energia: g+ N — 1) _(@+N-1)!
q g/ (N -1)!

Q(N,q) =(

Prova pela representacdo grafica: representemos a unidade de energia com um circulo
cheio e uma linha vertical para a divisoria entre dois osciladores. Para N=4:

temos 4 osciladores, na sequéncia da esquerda para a direita, com q =1, 3,0e 4.

De forma geral, para um sistema com N osciladores havera N — 1 linhas verticais.
Para um dado macroestado com g circulos cheios, havera sempre g + (N — 1)
simbolos.

O numero de maneiras de se obter g circulos cheios entre 0s g + (N — 1) simbolos €

)



Exercicios

2. Para o solido de Einstein com tres osciladores, liste todos os microestados com quatro unidades de energia,
utilizando o formato da tabela da pagina 59. Qual a multiplicidade desse macroestado?

3. Considere um sistema com dois solidos de Einstein, A e B, cada um contendo 10 osciladores, compartilhando
um total de 20 unidades de energia. Assuma que os solidos sejam fracamente acoplados e que a energia total
seja mantida fixa.

(a) Quantos diferentes macroestados estao disponiveis para este sistema?
(b) Quantos diferentes microestados estao disponiveis para este sistema?

(c) Assumindo que o sistema esteja em equilibrio térmico, qual a probabilidade de encontrar toda a energia
no solido A?

(d) Qual a probabilidade de encontrar exatamente metade da energia no solido A7

(e) Sob que circunstancias este sistema exibiria um comportamento irreversivel?
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3) Sistemas interagentes

Com o objetivo de entender o fluxo de calor
e processos irreversiveis, vamos considerar
um sistema formado por 2 sélidos de Einstein Solido A ¥ Sélido B

Energia

que podem trocar energia entre si. Na, qa sl D

Por simplicidade, assumiremos que os dois

solidos estdo fracamente acoplados, i.e., a troca de energia entre eles € muito mais lenta
do que a troca de energia entre os atomos de um mesmo solido. (U, e Uz mudam
lentamente).

Contudo, num periodo longo de tempo, U, e Ug devem mudar, mas
Utotar = Ug + Ug € mantida fixa.

Consideremos — para facilitar a compreensao — 2 sélidos com 3 osciladores cada e uma
energia total de 6 unidades (hAw):

Ny = Ng = 3; Qtotar = qa +qp = 6.
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2 solidos com 3 osciladores cada e uma energia total de 6 unidades (Aw):
Ny =Np =3; dtotal = qa+qp =06
Cada valor g, (ou gg) descreve um determinado macroestado do sistema: como g, = 0,

1,...,6, hd um total de 7 macroestados possiveis. Cada um desses macroestados possui
multiplicidades 0, e (2, relacionadas ao solidos A e B, que podem ser calculadas por

.+ N—1
o= (1)
qdi
A multiplicidade total de qualquer macroestado, 2., € dada pelo produto das
multiplicidades individuais, visto que os dois sistemas sdo independentes um do outro:

Diotar = N400p



3) Sistemas interagentes

2 solidos com 3 osciladores cada e uma energia total de 6 unidades (Aw):
Ny =Np =3, Qtota1 =qatqp =26
Cada valor g, (ou gg) descreve um determinado macroestado do sistema: como g, = 0,

1,...,6, hd um total de 7 macroestados possiveis. Cada um desses macroestados possui
multiplicidades 0, e (2, relacionadas ao solidos A e B, que podem ser calculadas por

.Qi=(qi+N_1)
qi

A multiplicidade total de qualquer macroestado, 2., € dada pelo produto das
multiplicidades individuais, visto que os dois sistemas sdo independentes um do outro:

Diotar = 482p

ga QA qdB QB Qtotal — QAQB

0 1 6 28 28 100 -
1 3 5 21 63 %0,
2 6 4 15 90

3 10 3 10 100 g 90
4 15 2 6 90 S 40+
5 21 1 63 -
6 28 0 1 28

462 = (601 an

6
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3) Sistemas interagentes

« Consideremos uma hipétese ambiciosa:
A energia circula aleatoriamente dentro de uma escala de tempo muito grande, tal
que todos 0s 462 microestados sejam igualmente provaveis.

« A hipotese acima, de que todos os microestados de um sistema sejam igualmente
provaveis e conhecida como hipdtese fundamental da mecanica estatistica:

“Em um sistema isolado em equilibrio térmico, todos os microestados acessiveis sao

igualmente provaveis”

« Como todos os microestados sdo igualmente provaveis, temos que alguns
macroestados (agueles que possuem multiplicidades grandes) sé@o mais provaveis
que outros. No caso deste exemplo, com Ny = Ng =3 € Qtotal = 9a + 9 = 6,
0 macroestado mais provavel é aquele com g4 = gg = 3.

— A probabilidade de encontrar o sistema nesse macroestado ¢ 100/462.




3) Sistemas interagentes

Outro exemplo: 2 sélidos de Einstein com algumas centenas de osciladores
harmonicos cada e um nimero dessa ordem de grandeza de unidades de energia.

N, = 300, Ng = 200, Qtotal = 94 + g = 100.
# de macroestados = 101, visto que g, = 0, 1, 2,...,100.

Uma rapida inspecdo: para N e g da ordem de uma centena, deparamo-nos com
numeros muito grandes.

Mesmo para o macroestado com menor multiplicidade, como g, = 0 (ou gz = 100),
a multiplicidade total €

300+O—1)(200+100—1

Diotar = 4L = ( 0 100 ) = 2,8 x 1081
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Qp

Qt;ot:al

0
1
2
3
1

1
300
45150
4545100
3.4 x 10%

59 2.2 x 1098
60 1.3 x 109
61 7.7 x 109

100 1.7 x 10%6

100 2.8 x 108!

99
98
a7
96
41
40
39

0

9.3 x 1080
3.1 x 1080
1.0 x 1080
3.3 x 107°

3.1 x 10%6
5.3 x 104°
8.8 x 1044

1

2.8 x 108!
2.8 % 10°3
1.4 x 1085
4.6 x 1086
1.1 x 1038

6.8 x 10114
6.9 x 10114
6.8 x 10114

1.7 x 1096

9.3 x 10115

Qiotal (X 10114)

20

40

qA

60

80

100
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qA Q4 qB Qp Qtotal

0 1 100 2.8 x 1081 2.8 x 108!
1 300 99 9.3x10%0 2.8x10%3
2 45150 98 3.1 x10%° 1.4 x10%
3 4545100 97 1.0 x 1030 4.6 x 1086
4

3.4 x 108

100 1.7 x 10%6

96

0

3.3x 107

1

1.1 x 1088

1.7 x 1096

10115

Qtot;al (X 10114)
VS

e

20

40

qA

60

80

100



3) Sistemas interagentes

« Observa-se que o macroestado com maior multiplicidade é aquele com g, = 60, cuja
multiplicidade total é Q2total = 6,9 x 1014,

Qiotal (x10111)

— [ AT =T |
1 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100
qA




3) Sistemas interagentes

« Observa-se que o macroestado com maior multiplicidade é aquele com g, = 60, cuja
multiplicidade total é total = 6,9 x 101, Como o nimero total de microestados é
de 9,3 x 101>, a probabilidade de encontrar o sistema no macroestado mais provavel é

6,9 x 10114
9,3 x 10115

~ 0,07 = 7%
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3) Sistemas interagentes

« Observa-se que o macroestado com maior multiplicidade é aquele com g, = 60, cuja
multiplicidade total é Qtotal = 6,9 x 1011*. Como o nimero total de microestados é
de 9,3 x 101>, a probabilidade de encontrar o sistema no macroestado mais provavel ¢

6,9 x 10114
9,3 x 10115

~ 0,07 = 7%

« Como ilustrado na figura, macroestados em torno de g, = 60 possuem multiplicidade
comparavel a este, mas decai muito rapidamente a medida que g, afasta-se desse valor.

— p.ex..q4 < 300uq, > 90 é menor que 107°
- g4 < 10 é menor que 10~2°

(=]
1

114
ﬂzt‘ot‘él] (XJ-” ]

— %] W] He o
1 | | | |

0 20 40 60 80 100
qA
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Observa-se que o macroestado com maior multiplicidade é aquele com g, = 60, cuja
multiplicidade total é Qtotal = 6,9 x 1011*. Como o nimero total de microestados é
de 9,3 x 101>, a probabilidade de encontrar o sistema no macroestado mais provavel ¢

6,9 x 10114
9,3 x 10115

~ 0,07 = 7%

Como ilustrado na figura, macroestados em torno de g, = 60 possuem multiplicidade
comparavel a este, mas decai muito rapidamente a medida que g, afasta-se desse valor.

— p.ex..q4 < 300uq, > 90 é menor que 107°
- g4 < 10 é menor que 10~2°

Suponha que inicialmente g, seja muito pequeno, ou seja, quase toda a energia do
sistema esteja no solido B. Com o passar do tempo, o sistema tenderd a atingir o
macroestado com maior multiplicidade. Ou seja, a energia flui espontaneamente de B
para A e nao ao contrario.
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Observa-se que o macroestado com maior multiplicidade é aquele com g, = 60, cuja
multiplicidade total é Qtotal = 6,9 x 1011*. Como o nimero total de microestados é
de 9,3 x 101>, a probabilidade de encontrar o sistema no macroestado mais provavel ¢

6,9 x 10114
9,3 x 10115

~ 0,07 = 7%

Como ilustrado na figura, macroestados em torno de g, = 60 possuem multiplicidade
comparavel a este, mas decai muito rapidamente a medida que g, afasta-se desse valor.

— p.ex..q4 < 300uq, > 90 é menor que 107°
- g4 < 10 é menor que 10~2°

Suponha que inicialmente g, seja muito pequeno, ou seja, quase toda a energia do
sistema esteja no solido B. Com o passar do tempo, o sistema tenderd a atingir o
macroestado com maior multiplicidade. Ou seja, a energia flui espontaneamente de B
para A e nao ao contrario.

Explicacéo fisica: o calor € um fenémeno probabilistico.
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chegar bem proximo dele), que é aquele com maior multiplicidade.
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= “Lei do aumento da multiplicidade”: uma das versdes da segunda lei da termodinédmica.




3) Sistemas interagentes

« O fluxo de energia ira parar quando o sistema atingir o macroestado mais provavel (ou
chegar bem proximo dele), que € aquele com maior multiplicidade.

= “Lei do aumento da multiplicidade™: uma das versdes da segunda lei da termodinamica.

« Numa situacdo realistica, onde se observa a validade dessa lei, devemos considerar
sistemas ndao somente com centenas de particulas (osciladores), mas algo em torno de
1023, Isso exige uma manipulacdo matematica envolvendo o fatorial de um nimero
grande, que € um numero muito grande.
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4) Sistemas grandes

Basicamente ha 3 tipos de nimeros que ocorrem em mecanica estatistica:
« NuUmeros pequenos: Sao aqueles da ordem de uma dezena ou centena, p.ex., 23.

« Numeros grandes: Sao aqueles da ordem do nimero de Avogadro (~ 102%). Neste
caso,
10%3 + 23 =~ 1023
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4) Sistemas grandes

Basicamente ha 3 tipos de nimeros que ocorrem em mecanica estatistica:
« NuUmeros pequenos: Sao aqueles da ordem de uma dezena ou centena, p.ex., 23.

« Numeros grandes: Sao aqueles da ordem do nimero de Avogadro (~ 102%). Neste
caso,
10%3 + 23 =~ 1023
— Um nimero pequeno pode néo ser desprezivel se envolver uma subtracéo de
nimeros grandes: 1023 + 42 — 1023 = 42

« NuUmeros muito grandes: Sao produzidos a partir da exponencia¢do de numeros

grandes, p.ex., 1010 A seguinte propriedade multiplicativa se observa para esses
numeros
1010%° % 1023 = 10(10**+23) 4 1010*®

Trugue para manipular nimeros muito grandes: = tomar o logaritmo



Exercicio

4. A funcao logaritmo natural, In, é definida tal que e¢!®* = z, para = positivo qualquer.

(a) Esboce o grifico do logaritmo natural.

(b) Prove as identidades Inab =Ina+1nb e Ina® =bhna.
1
(c) Prove que - Inz = .

(d) Derive a aproximacao
In(l+xz) ==

que ¢é vilida quando |z| <« 1. Utilize uma calculadora para checar a precisao desta aproximacao para
x=101ex=0,01.

Dica: a série de Taylor de In em torno de x = 0 é dada por
1 d?

d
F@) = O+ S @]ty Tof@)|  a




Aproximacao de Stirling

« ParaN >> 1, o fatorial de N pode ser aproximado por
N! =~ NNe=N\2gN
Expressdo conhecida como aproximacao de Stirling.

5. Utilize uma calculadora de bolso para checar a aproximacao de Stirling. Para N = 1, 10 e 100, obtenha
In N!,NInN — N e o erro relativo entre as duas expressoes.
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Aproximacao de Stirling

« ParaN >> 1, o fatorial de N pode ser aproximado por
N! ~ NNe=N\2mN
Expressdo conhecida como aproximacao de Stirling.

5. Utilize uma calculadora de bolso para checar a aproximacao de Stirling. Para N = 1, 10 e 100, obtenha
InNI,NIn N — N e o erro relativo entre as duas expressoes.

« Vamos reescrever a multiplicidade de um sélido de Einstein contendo um grande
numero de osciladores e unidades de energia. Particularmente, consideremos g>>N,
que é conhecido como o limite de altas temperaturas.

« Temosque paraq,N>>1,

q+N—1):(CI+N—1)!~(CI+N)!

Q(N’Q)z( q g (N—1D! g\



Multiplicidade de um solido de Einstein grande

« Tomando o logaritmo natural de £2(N,q) e usando a aproximacéo de Stirling:

(g + N)!
g N!

) =In(qg + N)! —Ing! — In N!

In2(N,q) = ln(




Multiplicidade de um solido de Einstein grande

« Tomando o logaritmo natural de £2(N,q) e usando a aproximacéo de Stirling:

(g + N)!
g N!

ln.(2(N,q)=ln( )=ln(q+N)!—lnq!—lnN!

~(@+N)In(q+N)—(q@+N)—qglng+gq—NInN+N




Multiplicidade de um solido de Einstein grande

« Tomando o logaritmo natural de £2(N,q) e usando a aproximacéo de Stirling:

(g + N)!
g N!

ln.(Z(N,q)=ln( )=ln(q+N)!—lnq!—lnN!
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Tomando o logaritmo natural de €2 (N,q) e usando a aproximacéo de Stirling:

(g + N)!
g! N!

ln.(Z(N,q)=ln< >=ln(q+N)!—lnq!—lnN!

z(q+N)ln(q+N)—(521/+of)—qlnq+/f—NlnN+;)4
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Usando a suposic¢ao que g >> N:
N

N N
In(q + N) =1n[61(1+3)] =lnq+ln<1 +5> zlnq+3

N
In2 = (q+N)<lnq+E)—qlnq—NlnN



Multiplicidade de um solido de Einstein grande

Tomando o logaritmo natural de €2 (N,q) e usando a aproximacéo de Stirling:

(g + N)!
g! N!

ln.(Z(N,q)=ln< >=ln(q+N)!—lnq!—lnN!

z(q+N)ln(q+N)—(521/+of)—qlnq+/f—NlnN+;)4

=(@+N)In(g+N)—qglng—NInN

Usando a suposic¢ao que g >> N:

N

N N
In(q + N) =1n[61(1+3)] =lnq+ln<1 +5> zlnq+3

N
In2 = (q+N)<lnq+E)—qlnq—NlnN

q N*
> InN~NIn—+N +—
N q



Multiplicidade de um solido de Einstein grande

« No limite g>>N o termo N ?/q é desprezivel. Exponenciando ambos os lados:

9




Multiplicidade de um solido de Einstein grande

« No limite g>>N o termo N ?/q é desprezivel. Exponenciando ambos os lados:

In N — Nlng

e e "NelVl =

6. Utilize o método similar ao caso de altas temperaturas (g > N ), para derivar a formula da multiplicidade de
um solido de Einstein no limite a baixas temperaturas, ¢ < N.







