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1) Sistema de dois estados

• Para um sistema com N = nE + nD moléculas distintas:

𝛺 𝑁, 𝑛𝐸 = 𝛺 𝑁, 𝑛𝐷 =
𝑁
𝑛𝐸

=
𝑁
𝑛𝐷

=
𝑁!

𝑛𝐸! 𝑛𝐷!
,

onde 
𝑁
𝑛

=
𝑁!

𝑁−𝑛 !𝑛!
=

𝑁
𝑁 − 𝑛

 



2) Sólido de Einstein

• A multiplicidade de um sólido de Einstein 

com N osciladores e q unidades de energia:

𝛺 𝑁, 𝑞 =
𝑞 + 𝑁 − 1

𝑞
=

𝑞 + 𝑁 − 1 !

𝑞! 𝑁 − 1 !



• 2 sólidos com 3 osciladores cada e uma energia 

total de 6 unidades (ℏ𝜔):

𝑁𝐴 = 𝑁𝐵 = 3; 𝑞𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑞𝐴 + 𝑞𝐵 = 6

• As multiplicidades WA e WB podem ser calculadas:

𝛺𝐴 =
𝑞𝐴 + 𝑁 − 1

𝑞𝐴
 , 𝛺𝐵 =

𝑞𝐵 + 𝑁 − 1
𝑞𝐵

• A multiplicidade total:

𝛺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝛺𝐴𝛺𝐵

3) Sistemas interagentes



3) Sistemas interagentes

• Hipótese fundamental da mecânica estatística:

“Em um sistema isolado em equilíbrio térmico, todos os microestados acessíveis são 

igualmente prováveis”

– 𝑞𝐴 < 30 ou 𝑞𝐴 > 90 é menor que 10−6

– 𝑞𝐴 < 10 é menor que 10−20



• Para N >> 1, o fatorial de N pode ser aproximado por

𝑁! ≈ 𝑁𝑁𝑒−𝑁 2𝜋𝑁

Expressão conhecida como aproximação de Stirling.

• Então, para um sólido de Einstein contendo um grande número de osciladores e unidades 

de energia. Particularmente, consideremos q>>N, que é conhecido como o limite de altas 

temperaturas, o termo N 2/q é desprezível. Exponenciando e tomando o logaritmo:

𝑒ln 𝛺 = 𝑒𝑁 ln
𝑞
𝑁𝑒𝑁 ⟹ 𝛺 =

𝑒𝑞

𝑁

𝑁

(𝑞 ≫ 𝑁)

Multiplicidade de um sólido de Einstein grande
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Conforme visto, para uma variedade de sistemas grandes, as partículas e a energia 

tendem a se rearranjar até que a multiplicidade atinja um valor máximo (ou muito 

próximo dele). Conforme já comentado, este resultado probabilístico é uma 

proposição da 2ª lei da termodinâmica.

Como a multiplicidade é tipicamente um número muito grande, é mais conveniente 

trabalhar com seu logaritmo natural. Fazendo isso, definimos a quantidade chamada 

entropia,

𝑆 ≡ 𝑘 ln 𝛺 ,

onde k é a constante de Boltzmann. 

Como no SI 𝑘 = 1,38 × 10−23 J/K, a entropia também possui essa mesma unidade.
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P. ex., para um sólido de Einstein grande, onde 𝛺 = (𝑒𝑞/𝑁)𝑁, com q >> N >> 1, a entropia é 
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Entropia

P. ex., para um sólido de Einstein grande, onde 𝛺 = (𝑒𝑞/𝑁)𝑁, com q >> N >> 1, a entropia é 

dada por

𝑆 = 𝑘 ln
𝑒𝑞

𝑁

𝑁

⟹ 𝑆 = 𝑁𝑘[ln
𝑞

𝑁
+ 1]

Para N = 1022 e q = 1024, obtemos 𝑆 = 0,77 J/K.
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Entropia

Existem várias formas de se aumentar a entropia do sistema, dentre elas:

➢ Adicionar mais partículas e energia;

➢ Expandir o volume do sistema ao sistema;

➢ Quebrar as moléculas grandes em moléculas menores;

➢ Misturar substâncias que se encontram separadas;

➢ etc.

É comum as pessoas associarem a entropia com desordem, 

mas o que é desordem? 

P. ex., cartas embaralhadas são mais desordenadas do que cartas mantidas em sequência. 

O embaralhamento aumenta a entropia pois ele aumenta o número das possíveis 

combinações.
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Como a função logaritmo natural é uma função monotonicamente crescente do seu 

argumento, o macroestado com maior multiplicidade possui maior entropia. 

Logo podemos enunciar a segunda lei da termodinâmica  como:

 “Qualquer sistema grande em equilíbrio térmico será encontrado no macroestado com a 

maior entropia (exceto pelas pequenas flutuações, que são pequenas demais para serem 

medidas)”

Em outras palavras, a entropia tende a aumentar.
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Será que existe alguém ou algo que possa diminuir a entropia do universo? 

Em 1867, J. C. Maxwell projetou um experimento mental em que um ente microscópico, o 

demônio de Maxwell, poderia violar a segunda lei:

Considere um gás em equilíbrio térmico, separado por uma divisória com uma porta. O 

demônio de Maxwell poderia permitir que as moléculas mais rápidas passassem de A para B 

e as mais lentas de B para A. Após algum tempo, 𝑇𝐴 < 𝑇𝐵, o que viola a segunda lei da 

termodinâmica. 

O fato é que a segunda lei da termodinâmica não é violada, pois o demônio precisa gerar 

entropia para processar a  informação necessária para separar as moléculas.
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O Gás Ideal

O resultado obtido para o sistema formado por dois sólidos de Einstein grande – i.e. 

somente uma minúscula fração de macroestados possui uma probabilidade razoável de 

ocorrer – é um resultado bastante comum.

Comportamentos similares ocorrem para quaisquer sistemas envolvendo pares de objetos 

com um grande número de partículas e unidades de energia. Em especial é verdadeiro 

também para os gases ideais.

Vamos obter a multiplicidade de um gás ideal. Posteriormente, vamos discutir um 

sistema formado por dois gases ideais, de forma similar a um sistema com dois sólidos 

de Einstein

– A multiplicidade de um gás ideal é bem mais complexa do que a de um sólido de 

Einstein, visto que ela depende do seu volume, da sua energia total e do número 

de partículas.
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  (He, Ne, Ar, Kr, Xe, Rn, ... )
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volume no espaço ordinário

volume no espaço de momento
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𝛺1 ∝ 𝑉𝑝,

onde Vp é volume no espaço de momento, correspondente a:

 𝑉𝑝 = 4𝜋𝑅2𝛿𝑅,

que no limite:
lim

𝛿𝑅→0
𝑉𝑝 = á𝑟𝑒𝑎

Agora, se 𝛺1 = 𝑘𝑉𝑉𝑝, qual é a constante de proporcionalidade k?
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encontrar a constante de proporcionalidade. 
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𝑒

𝑁
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(𝑞𝐴𝑞𝐵)𝑁  , vemos que ambas as 

expressões envolvem o produto das energias elevados a grandes números. 

Então Ω deve apresentar um pico muito estreito em função da energia (UA ou UB ).

Se permitirmos VA e VB variarem (a divisória se move), com Vtotal =  VA + VB fixo, então Ω 

também deve apresentar um pico muito estreito em função do volume (VA ou VB ).



Gases ideais interagentes

A figura abaixo mostra a multiplicidade de um sistema com dois gases ideais em função da 

energia e do volume do gás A. Tanto a energia total como o volume total são mantidos fixos 

e o número de moléculas em cada gás, N, é considerado como sendo grande.
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𝛺 𝑈, 𝑉, 𝑁 = 𝑓(𝑁)𝑉𝑁𝑈3𝑁/2

Por exemplo, qual a probabilidade de se encontrar o gás 

na configuração ao lado, onde as moléculas do gás       ocupam 

estão somente na metade esquerda?

Pela expressão acima, se fizermos 𝑉 → 𝑉/2, a multiplicidade reduz por um fator 2N. 

Podemos interpretar o resultado da seguinte forma: de todos os microestados possíveis, 

somente um em 2N possui todas as moléculas na metade esquerda. Mesmo para N = 100, a 

probabilidade é muito pequena (~ 8 × 10−31). Imagine N = 1023.
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que é conhecida como a equação de Sackur-Tetrode.

Pode-se ver, pela equação de Sackur-Tetrode, que a entropia de um gás depende do volume, da 

energia e do número de partículas.
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A fórmula acima se aplica, p.ex., para a expansão isotérmica quase-estática de um 
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forma que U se mantém constante.
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lado temos vácuo.
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∆𝑆 = 𝑁𝑘 ln
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𝑉𝑖

Um outro exemplo onde a fórmula acima pode ser aplicada é a 

expansão livre do gás, ilustrada na figura.

∆𝑈 = 𝑄 + 𝑊 = 0 + 0 = 0

Observe que 𝑊 = 0 na expansão livre, pois o gás não empurra nada já que do outro 

lado temos vácuo.

Como 𝑉𝑓 > 𝑉𝑖, conclui-se que ∆𝑆 > 0, ou seja, houve um aumento na entropia do gás.
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Entropia de uma mistura

Vamos considerar um sistema formado por dois gases 

monoatômicos diferentes A e B, com as energias, os 

números de partículas e os volumes iguais.       

Inicialmente, cada gás ocupa a metade de uma caixa, 

separada por uma divisória, conforme a figura.
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A entropia da mistura que é o aumento na entropia total é dada por

∆𝑆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = ∆𝑆𝐴 + ∆𝑆𝐵 = 2𝑁𝑘 ln 2
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Uma importante observação é que o resultado acima 

aplica-se somente à mistura de dois gases ideais mono-

atômicos diferentes. Se iniciarmos com gases iguais em 

ambos os lados, a remoção da divisória não causa aumento

na entropia.
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Suponha que se tenha um mol de hélio ocupando um volume V e possua energia U. 

Se adicionarmos um mol de argônio com a mesma energia U, a entropia dobra 

aproximadamente (não exatamente, pois as massas dos dois gases são diferentes):
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A violação simplesmente ocorreu porque uma divisória foi colocada na caixa.
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colocando uma divisória no meio da caixa, a entropia passa a ser: 𝑆´ = 𝑆 − 𝑁𝑘 ln 2

Ou seja, a entropia do sistema diminuiu, o que viola a segunda lei da termodinâmica. 

A violação simplesmente ocorreu porque uma divisória foi colocada na caixa.

O resultado acima é conhecido como paradoxo de Gibbs. O paradoxo é resolvido assumindo-

se que as moléculas de um gás são indistinguíveis.
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Se um processo físico aumenta a entropia do universo, esse processo não pode ocorrer em 

reverso, pois violaria a segunda lei da termodinâmica. Logo tal processo é dito 

irreversível.

Por outro lado, um processo físico que deixa a entropia do universo inalterada, é 

reversível.

Na prática, nenhum processo macroscópico é perfeitamente reversível, embora 

alguns possam ser considerados reversíveis para nossos propósitos. P.ex., uma 

expansão ou compressão adiabática quase estática de um gás.

Por que numa expansão adiabática quase-estática de um gás não há aumento da entropia?

Podemos usar argumentos qualitativos, para entender a razão da entropia permanecer 

constante. Para isto, vamos evocar a visão quântica das moléculas de um gás em uma 

caixa.
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Em uma “caixa” unidimensional, as energias permitidas são dadas por:

𝐸𝑛 =
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Processos reversíveis e irreversíveis

Em uma “caixa” unidimensional, as energias permitidas são dadas por:

𝐸𝑛 =
ℎ2𝑛2

8𝑚𝐿2 ,  𝑛 = 1,2,3, …

onde L é a largura da caixa.

Se a compressão ocorre quase-estaticamente, a mudança de L para L´ (𝐿´ < 𝐿) não faz 

com que a partícula mude o seu estado quântico (n não muda) portanto o sistema 

mantém o mesmo nível de energia. Embora 𝐸´𝑛 > 𝐸𝑛, como não houve mudança no 

número quântico, o número de maneiras de arranjar as moléculas na caixa continua 

sendo a mesma. Logo a entropia permanece constante.
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