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volumes podem mudar a medida que eles interagem.

0 Da mesma forma que a mudanca espontanea da energia entre 0s sistemas é governada
pela temperatura, a mudanca espontanea dos volumes dos sistemas é governada pela
pressao.

\ L aS - .
O Analogamente a equacao o= (5) , deve haver uma expressdo que associa a
N,V

)

pressao com a entropia.

O Vamos considerar dois sistemas de gases em

uma caixa, separados por uma divisoria movel T e N _
que permite a troca de energia e evidentemente Ui, Va, 814 ° - ' <>  Ug. Vg, Sg
0 volume entre eles. Vamos supor que a energia S .

e 0 volume totais estao fixos.
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O O grafico abaixo mostra o comportamento da entropia em funcdo da energia (ja
discutido em aulas anteriores) e do volume (intuitivamente, € razoavel que exista
um volume 0 < Vp < V;,,1 €M que a entropia seja maxima).

O No ponto de equilibrio, onde Sy, atinge o valor maximo, tem-se que:
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Ua, Va, 8a = - = U, Va, Sg
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1) Equilibrio mecanico e pressdo
O A primeira condicdo, ja estudada, esta relacionada com a igualdade da temperatura dos
sistemas A e B.

O Lembrando que Siy¢,1 = Sa + Sg € usando que V4 + Vg = const.:

_ %total _ 25A |, 955 _ 95A 95B
0= 0 9 T G ) ov
A VA YA A B

PoIs Vigta] = Va + Vg = const. = 0V = —9dVp.

O No equilibrio:
AYN l 0S5y
Vs 0V

O As derivadas parciais devem ser:

@, ()
oVa Uil Vg UnNsg

tomadas com as energias U 5 e Up fixas, assim como o nimeros de particulas, Ny € Ng.
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O Por analise dimensional, tem-se que:

]/K N-m N/m __Pa
"m3-K K K

O Como no equilibrio termodinamico T, = Ty, sugere que:

dS aS
(32) -1 ()=

O Vistoque T ( ) possui unidade de pressao e que na interacdo entre dois sistemas

com diviséria movel e com troca de energia as pressoes P, e Py Sa0 iguais no
equilibrio mecénico, a seguinte relacdo é proposta:

o TOS
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O Por analise dimensional, tem-se que:

]/K N-m N/m® Pa
- m3-K K K

0 Como no equilibrio termodinamico T, = Tg, sugere que:

ds 3s
7 (—A> T ( B) &P, =P,
6VA alg

O Vistoque T ( ) possui unidade de pressédo e que na interacdo entre dois sistemas

com d|V|sor|a movel e com troca de energia as pressdes P, e Pz S0 iguais no
, a seguinte relacdo é proposta:
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O Vamos aplicar a relac@o proposta para o gas ideal monoatémico. Vimos que:

3
Q=fN)VNU3N/2 = S=NkInV + > NkiIn U+ kInf (N)

O Mantendo U e N fixos, temos que:

P=T(Z—;) ’N=T(N7k):PV=NkT,

as ideal.
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O Conforme visto, quando ha transformacoes infinitesimais, a primeira lei da
termodinamica é dada por:
dU = dQ + dW.

L Podemos comparar a expressao acima com a identidade termodinamica, nos casos:
= 0 Vvolume mude gquase-estaticamente e portanto a pressao € sempre uniforme
por todo o sistema;
* nao haja outras formas de trabalho, somente compressao/expansao do volume;
= ndo haja variagdo em outras variaveis relevantes, como o numero de particulas.

Nestes casos:
dW = —PdV = dU = dQ — PdV =TdS — PdV =

dQ =TdS (processo guase-estatico)

0 Em um processo quase-estatico adiabatico, dQ = 0, portanto dS = 0. Tal processo
e chamado de isentropico.
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O Podemos agora calcular a entropia mesmo em situacdes em gue o volume ndo
seja constante. Por exemplo, se 0 processo ocorre a pressdo constante, temos
que:

Cc TrC
dQ = Cp dT =TdS = dS == dT = (AS)p= fT,f?P ar ,
l

para processos guase-estaticos.
O Ex.: 1 litro de agua em ebulicdo a 100 °C e P =1 atm

Lyap = 540 cal/g = 2260 J/ig = 2,26 - 106 J/kg

. . 6
AS = & = Bilvap _ 2261107 _ 06 3K
T T 373

O Muitos processos na natureza podem ser aproximados como sendo quase-
estaticos.
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0 Como exemplos de processos que nao sdo quase-estaticos, podemos citar a
compressao muito rapida e a expanséo livre. Vamos analisar a seguir o que ocorre
com a entropia nesses processos.
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O Como exemplos de processos que ndo sao quase-estaticos, podemos citar a
compressao muito rapida e a expansao livre. Vamos analisar a seguir o que ocorre
com a entropia nesses processos.

O Compressdo muita rapida. Suponha que vocé bata bruscamente o pistdo em um
cilindro contendo gas, tal que ele se mova muito mais rapido do que as moléculas

do gas (veja a figura). As moléculas acumuladas
proximas ao pistao exercem uma forga muito grande
sobre o pistdo. Se ocorrer um deslocamento infinitesimal,
a pressao também ira sofrer um aumento infinitesimal,
mas o trabalho realizado deve ser maior do que -PdV
(visto que a pressao em torno do pistédo € maior do que
P). Para que se tenha a mesma variacdo dU de energia do

caso quase-estatico, dQ < T dS. Logo,

ds > <2 (quando W > -PdV),

Ou seja, a adicao extra de energia (W > -PdV) cria uma entropia extra.
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Se a membrana se rompe repentinamente, 0 gas se expandira pelo vacuo.
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O Expanséo livre (ndo € quase-estatico). Suponha que uma membrana particiona
uma camara em duas partes, uma preenchida com gas e uma contendo o vacuo.
Se a membrana se rompe repentinamente, 0 gas se expandira pelo vacuo. Como,

na expansao livre:

AW =0, AQ=0 e AU =0,

para uma variacao infinitesimal, a identidade termodinami-

ca leva a:
0=TdS — PdV = TdS = PdV.

como dV > 0 (expansao), tem-se que dS > 0, portanto

ha aumento na entropia do sistema, conforme haviamos
verificado, partindo da equacao de Sackur-Tetrode.
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PEF-112-Mecanica Estatistica
Prof. Marcelo Leigui

Lista de Exercicios 5

Equilibrio mecanico e difusivo

1. Um litro de ar, inicialmente a temperatura ambiente e pressao atmostérica, é aquecido a pressao constante até
que o seu volume dobra. Calecule o aumento da entropia desse processo.

2. Um cilindro contém um litro de ar 4 temperatura ambiente (300 K) e a pressao constante (10° N/m?). Em
uma extremidade do cilindro existe um pistao sem massa, cuja superficie é 0,01 m?. Suponha que vocé empurra
o pistao repentinamente, exercendo uma forca de 2000 N. O pistao se move um centimetro somente, antes de

parar devido & uma barreira qualquer.
(a) Qual o trabalho feito por vocé sobre o sistema?

(b) Quanto de ealor foi adicionado ao sistema?

(c) Assumindo-se que toda a energia adicionada vai para o gas (nao para o pistao ou para as paredes do
cilindro), de quanto a energia interna do gds aumenta?

(d) Use a identidade termodinamica para calcular a mudanc¢a na entropia do gis (uma vez que ele tenha

atingido o equilibrio).



Problemas

3. Medidas experimentais da capacidade térmica sao usualmente expressadas através de uma férmula empirica.
Para um mol de grafite, uma formula que é valida para uma extensa faixa de temperaturas é:

[
Cp=a+1T — =

onde a = 16,86 J/K, b = 4,77 x 1072 J/K? e ¢ = 8,54 x 10° J.K. Suponha entao que um mol de grafite seja

aquecido a pressao constante de 298 K até 500 K. Sabendo que, para o grafite, S(298 K) = 5,74 J/K, calcule o
aumento e o valor final da entropia neste processo.

4. Use a identidade termodinamica para derivar a férmula da capacidade térmica a volume constante:

os
v =7(57),

que pode ser mais conveniente que a formula mais familiar eserita em termos de U.




3) Equilibrio difusivo e potencial quimico

O Quando dois sistemas estdo em equilibrio térmico, as suas temperaturas sao as
mesmas; quando eles estdo em equilibrio mecanico, as suas pressdes sdo as mesmas.
Qual guantidade € a mesma quando os dois sistemas estdo em equilibrio difusivo?
(A difuséo é o transporte de particulas devido ao seu movimento térmico randémico.)
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O Quando dois sistemas estdo em equilibrio térmico, as suas temperaturas sao as
mesmas; quando eles estdo em equilibrio mecanico, as suas pressdes sdo as mesmas.
Qual guantidade € a mesma quando os dois sistemas estdo em equilibrio difusivo?
(A difuséo é o transporte de particulas devido ao seu movimento térmico randémico.)
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O Considere dois sistemas (gases, liquidos ou solidos), A e B, que estéo livres para
trocar energia e particulas, conforme mostra a figura. Por simplicidade, vamos tomar
0s volumes como sendo fixos. Assumimos também gue ambos 0s sistemas possuem
as mesmas espécies de particulas.
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temperatura.
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O Se a energia total e o niumero total de particulas séo R T
mantidas fixas, tem-se que a entropia total é fungéo de || Uas Na Sa 3 .
Ug e Na: Seorar = f(Ua,Ny). | o
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O No equilibrio, tem-se que:

(aStotal - O .

) — O e (aStotal
aUA NA,VA

O Vimos que, a primeira condic¢éo diz que os dois sistemas estdo a mesma
temperatura. A segunda condic¢do é nova, mas inteiramente analoga. Pode-se

concluir que:
dSy _ 9Sp
ON4 B ONg’
com as derivadas parciais tomadas com a energia e o volume fixos.

( as ) A
— | = const.
dN .

O No equilibrio difusivo:
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0 Como os sistemas estdo tambem em equilibrio térmico
(T4 = Tg), podemos fazer (multiplicando pelo sinal
negativo, por convencao):

Uy, Nl 8y

.---~" UH:NEtSH L.-

de tal forma que a quantidade que é a mesma no equilibrio difusivo é:

conhecida como potencial quimico.
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O Como os sistemas estdo também em equilibrio térmico
(T4 = Tg), podemos fazer (multiplicando pelo sinal
negativo, por convencgao):

=
Il
|
Q
Q
35
—
=
S

conhecida como potencial quimico.

U, Na, Sq 7

.- Up, Ng, 5g -

O Para dois sistemas fora do equilibrio téermico, o sistema com maior
as : :
valor de o tende a ganhar particulas (a entropia tende a aumentar).
Por causa do sinal negativo na definicdo do potencial quimico, esse

sistema possui 0 menor valor de L.

H

O
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|
|
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Particles
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O Generalizando-se a identidade termodinédmica para processos em gque N muda. Para
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O Generalizando-se a identidade termodinamica para processos em que N muda. Para
um processo infinitesimal com as mudancas:
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ica generalizada:
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dU = TdS — PdV + udN

O Na identidade termodinédmica, 4 quantidades estdo mudando: U, S, V e N. Vamos supor
que duas dessas quantidades sejam mantidas fixas:

NP _ _7pdS _ (95
» ParaUe Vfixos: 0 =TdS + udN = u = TdN— T<éN>u,v’

que é a definicdo do potencial guimico.

» ParaSeVfixos: dU = udN = u = (Z—Z)SV = [u] =energia



3) Equilibrio difusivo e potencial quimico
dU = TdS — PdV + udN

O Na identidade termodinédmica, 4 quantidades estdo mudando: U, S, V e N. Vamos supor
que duas dessas quantidades sejam mantidas fixas:

NP _ _7pdS _ (95
» ParaUe Vfixos: 0 =TdS + udN = u = TdN— T<éN>u,v’

que é a definicdo do potencial guimico.

> ParaSeVfixos: dU = udN = u = 2y = [u] =energia,
ON SV

Ou seja, u € o0 quanto a energia muda ao adicionar-se particulas, mantendo-se Se V
constantes.



3) Equilibrio difusivo e potencial quimico
dU = TdS — PdV + udN

O Na identidade termodinédmica, 4 quantidades estdo mudando: U, S, V e N. Vamos supor
que duas dessas quantidades sejam mantidas fixas:

o) — — 785 _ _5(8S
» ParaUe Vfixos: 0 =TdS + udN = u = TdN— T(ON)U,V’
que é a definicdo do potencial guimico.

> ParaSeVfixos: dU = udN = u = (Z—Z)SV = [u] =energia,

Ou seja, u € o0 quanto a energia muda ao adicionar-se particulas, mantendo-se Se V
constantes.

O Normalmente, para se manter S fixo (dS = 0)é necessario remover uma quantidade de
energia quando se adiciona particulas ao sistema (dN > 0 = dU < 0, pois u < 0).
Por outro lado, se precisarmos fornecer alguma energia potencial para a particula para
entrar no sistema, esta energia ira contribuir tambem para o potencial quimico.



3) Equilibrio difusivo e potencial quimico

O Potencial guimico de um sélido de Einstein muito pequeno.




3) Equilibrio difusivo e potencial quimico

O Potencial quimico de um solido de Einstein muito pequeno. Suponha inicialmente
que N=3 osciladores e q=3 unidades de energia, de forma que:
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3) Equilibrio difusivo e potencial quimico

O Potencial quimico de um solido de Einstein muito pequeno. Suponha inicialmente
que N=3 osciladores e q=3 unidades de energia, de forma que:
(q+N-—1)! 5!
S=klnQ =kln JT(N = D) ] = kln(ﬁ> = kIn10
Suponha agora que adicionemos mais um oscilador (que pode ser pensado como
sendo uma “particula”, ou N=4), 0 que aumenta a entropia para:
(q+N-—1)! 6!
S=kInQd=kln aT(N = D! ] = kln<ﬁ> = k1ln 20
Ou seja, houve um aumento de entropia.
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3) Equilibrio difusivo e potencial quimico

O Potencial quimico de um solido de Einstein muito pequeno. Suponha inicialmente
que N=3 osciladores e q=3 unidades de energia, de forma que:
(q+N-—1)! 5!
S=klnQ =kln JT(N = D) ] = kln(ﬁ> = kIn10
Suponha agora que adicionemos mais um oscilador (que pode ser pensado como
sendo uma “particula”, ou N=4), 0 que aumenta a entropia para:
(q+N-—1)! 6!
S=kInQd=kln aT(N = D! ] = kln<ﬁ> = k1ln 20
ou seja, houve um aumento de entropia. Para manter a entropia fixa, devemos entéo
retirar uma unidade de energia, ¢, tal que, agora, q=2:
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3) Equilibrio difusivo e potencial quimico

O Potencial quimico de um solido de Einstein muito pequeno. Suponha inicialmente
que N=3 osciladores e q=3 unidades de energia, de forma que:
(q+N-—1)! 5!
S=klnQ =kln JT(N = D) ] = kln(ﬁ> = kIn10
Suponha agora que adicionemos mais um oscilador (que pode ser pensado como
sendo uma “particula”, ou N=4), 0 que aumenta a entropia para:
(q+N-—1)! 6!
S=kInQd=kln aT(N = D! ] = kln<ﬁ> = k1ln 20
ou seja, houve um aumento de entropia. Para manter a entropia fixa, devemos entéo
retirar uma unidade de energia, ¢, tal que, agora, q=2:

(g+N-1)! 5!
S=klnQ =kln aT(N = D) =kIn|—— | =kIn10

® o0 — o |00 —_— L BRI

N=3,4q¢g=30=10 N=4,¢q=3,0Q2=20 N=4,¢qg=2Q=10

O O potencial qguimico do sistema e (pela ultima equacao da pagina anterior):

o= (80), == e ==



3) Equilibrio difusivo e potencial quimico
O Potencial quimico de um gas ideal.
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O Potencial quimico de um gas ideal. A equacdo de Sackur-Tetrode pode ser escrita

como.
| V(4an)3/2 5l Nt 5
n 312 7y TS

S =Nk
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O Potencial quimico de um gas ideal. A equacdo de Sackur-Tetrode pode ser escrita

como.
(v (4an)3/2 5l Nt 5
i 32 7 TS

S =Nk

Diferenciando com relacédo a N, vem:

,u=—T{k

| V(47TmU)3/2 51N+5
n 32 7 LA 2N
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O Potencial quimico de um gas ideal. A equacdo de Sackur-Tetrode pode ser escrita

como.
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O Potencial quimico de um gas ideal. A equacdo de Sackur-Tetrode pode ser escrita

como.
4rmUN\3?\ 5 5
In V( ) ——=InN +—=

ISR 312 2 2

Diferenciando com relacédo a N, vem:
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3) Equilibrio difusivo e potencial quimico
O Potencial quimico de um gas ideal. A equacdo de Sackur-Tetrode pode ser escrita

como.
4rmUN\3?\ 5 5
In V( ) ——=InN +—=

ISR 312 2 2

Diferenciando com relacédo a N, vem:
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O Potencial quimico de um gas ideal. A equacdo de Sackur-Tetrode pode ser escrita

como.
(v (4nmU)3/2 5l N 5
i 32 7 TS

Diferenciando com relacédo a N, vem:
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3) Equilibrio difusivo e potencial quimico
O Potencial quimico de um gas ideal. A equacédo de Sackur-Tetrode pode ser escrita

como.
ArmU\ 32 5 5
In V( ) ——=InN +—

=N
: - 3h? 2 2

Diferenciando com relacédo a N, vem:

- [V (47rmU)3/2]
K= "N \3NR2

Como U = %NkT obtemos:

(gas ideal monoatbmico)

3/2
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O Potencial quimico de um gas ideal. A equacédo de Sackur-Tetrode pode ser escrita

como:
| V<47TmU)3/2 51 N+5
i 32 2 T TS

S = Nk

Diferenciando com relacédo a N, vem:

- [V (47rmU)3/2]
K= "N \3NR2

Como U = %NkT obtemos:
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3) Equilibrio difusivo e potencial quimico
O Potencial quimico de um gas ideal. A equacédo de Sackur-Tetrode pode ser escrita

como:
| V<47TmU)3/2 51 N+5
i 32 2 T TS

S = Nk

Diferenciando com relacédo a N, vem:

- [V (47rmU)3/2]
K= "N \3NR2

Como U = %NkT obtemos:

u = —kT In [ (gas ideal monoatbmico)
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3) Equilibrio difusivo e potencial quimico
O Potencial quimico de um gas ideal. A equacédo de Sackur-Tetrode pode ser escrita

como:
| V<47TmU)3/2 51 N+5
i 32 2 T TS

S = Nk

Diferenciando com relacédo a N, vem:

- [V (47rmU)3/2]
K= "N \3NR2

Como U = %NkT obtemos:

u = —kT In [ (gas ideal monoatbmico)

> Pex:1moldeHeaT=300KeP=1atm~ 10> N/m?:
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3) Equilibrio difusivo e potencial quimico
O Potencial quimico de um gas ideal. A equacédo de Sackur-Tetrode pode ser escrita

como:
| V<47th)3/2 51 N+5
i 32 2 T TS

S = Nk

Diferenciando com relacédo a N, vem:

- [V (47rmU)3/2]
K= "N \3NR2

Como U = %NkT obtemos:

u = —kT In [ (gas ideal monoatbmico)

> Pex:1moldeHeaT=300KeP=1atm~ 10> N/m?:

2nka)3/ 2]

PV = NkT = volume/molécula é% — % =414-10"2%°m3

3/2
= ) = 7,88-103° = ;= —kTIn3,26 - 105 = —kT - 12,7 = —0,3285 eV.



3) Equilibrio difusivo e potencial quimico

O Se o sistema contiver varios tipos de particulas (p.ex., 0 ar € uma mistura de
moléculas de nitrogénio e oxigénio), entdo cada espécie possui 0 seu préprio
potencial quimico:

aS aSs
p =-T (—) Uz = =T (—) , .ny E1C
ON1/ (v Ny, N3, .. ON2/ v Ny N3, ..




3) Equilibrio difusivo e potencial quimico

O Se o sistema contiver varios tipos de particulas (p.ex., 0 ar € uma mistura de
moléculas de nitrogénio e oxigénio), entdo cada espécie possui 0 seu proprio
potencial quimico:
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e para i=1, 2, ... espécies, a identidade termodinémica fica:

dU = TdS — PdV + z wdN;

i=1,2,...



3) Equilibrio difusivo e potencial quimico

O Se o sistema contiver varios tipos de particulas (p.ex., 0 ar € uma mistura de
moléculas de nitrogénio e oxigénio), entdo cada espécie possui 0 seu proprio
potencial quimico:

aS aSs
=T () iy =T (o) .. ete
ON1/ 7 v Ny Ns, ... ON2/ 7 v Ny N, ...

e para i=1, 2, ... espécies, a identidade termodinémica fica:

dU = TdS — PdV + z wdN;

i=1,2,...

no equilibrio difusivo, os potenciais quimicos de cada espécie devem ser iguais:

H14= U1, U24= U2B, -, EIC.



Problemas

5. Considere nm gas monoatomico ideal localizado a uma altura z acima do nivel do mar. Além da sua energia
cinética, cada molécula possui uma energia potencial mgz.

(a) Mostre que o potencial quimico é o mesmo se o gés estivesse ao nivel do mar, mais um termo adicional

mgz:

V 2mmkT \3/2
,u,(z):—kT]_n[ﬁ( 13 ) ]—I—mgz,

(Este resultado pode ser derivado ou da defini¢do p = =T (9S/0N )iy ou a férmula p = (OU/ON)s v .)

(b) Suponha que ha duas porgoes de gas hélio; um a nivel do mar e outra a uma altura z, ambas com a
mesma temperatura e volume. Assumindo-se que elas se encontram em um equilibrio difusivo, mostre que
o numero de moléculas na porcao superior é

N(z) = N(0)e ™9=/kT




Problemas

6. Considere um solido de Einstein para o qual N e ¢ sao muito grandes. Pense em cada oscilador como uma
particula separada.

(a) Mostre que o potencial quimico é dado por:

?

N—I—q)

p= —len( <

(b) Diseuta os limites N > g e N < ¢, concentrando-se na questao de quanto que a entropia aumenta quando
outra particula que néao carrega energia é adicionada ao sistema. De acordo com sua intuicao, a formula

faz sentido?
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Resumo

O A espinha dorsal da termodinamica classica € a segunda lei, a qual afirma que a
entropia tende a aumentar. Esta lei governa a tendéncia dos sistemas em trocar
energia, volume e particulas:

seswrmmas=(Z) () we(Z) a
ou - ov - oN .




Resumo

O A espinha dorsal da termodinamica classica € a segunda lei, a qual afirma que a
entropia tende a aumentar. Esta lei governa a tendéncia dos sistemas em trocar
energia, volume e particulas:

smswrmmas=(Z) a+() we(Z) a
ou - ov - oN .

Cada uma das derivadas da entropia com uma das trés variaveis esta associada a uma
grandeza mensuravel, conforme a tabela abaixo:

Type of Exchanged Governing
mteraction quantity vanable Formula

1 a8
thermal ETETEY LETIPETALIE = (W )v,.-.'

. P as
mechanical volume pressure F = (E)L.-.
- i i i i a5

diffusive particles chermical potential == —| —

T N Juy

Table 3.3. Summary of the three types of interactions considered in this chapter,
and the associated wariables and partial-derivative relations. Copyright (©2000,
Addison-Wesley.




Resumo

O A espinha dorsal da termodinamica classica € a segunda lei, a qual afirma que a
entropia tende a aumentar. Esta lei governa a tendéncia dos sistemas em trocar
energia, volume e particulas:

s=swrm=ds=(3) a+(5) ar+(55) an
ou . av 0 dN i

Cada uma das derivadas da entropia com uma das trés variaveis esta associada a uma
grandeza mensuravel, conforme a tabela abaixo:

Tyvpe of Exchanged Governming
Interaction quantity varnable Formula
. . '| I." a5 -.I
thermal EMETEY LETIPETALIE — —
& 1 r=\ar ).,
o T
: P [O5Y
mechanical volume PrEssre = l —
] L
. . . . . - [ {f oS
diffusive particles chermical potential = | ——
J I-_ '.-I'.II SV

Table 3.3. Summary of the three types of interactions considered in this chapter,
and the associated variables and partiasl-derivative relations. Copyright (2000,
Addison-Wesley.

0 Em termos das trés variaveis relacionadas as derivadas parciais da entropia, obtemos
a identidade termodinamica:
dU = TdS — PdV + udN
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