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O Em aulas anteriores, trabalhamos com sistemas microscopicos (solido de Einstein
e 0 gas ideal monoatémico), onde introduzimos a grandeza entropia como uma
variavel termodindmica importante. E ela que afirma para que sentido um
processo termodinamico ocorre espontaneamente.

O Na descricdo desses estados microscopicos, utilizamos o formalismo da
Mecanica Estatistica num sistema conhecido como ensemble microcanénico.
Trata-se de uma ferramenta poderosa, pois todas as propriedades termodinamicas
podem ser obtidas a partir dos primeiros principios. Mais especificamente, num
ensemble microcanonico podemos escrever explicitamente a multiplicidade () de
um dado macroestado, a qual fornece todas as quantidades termodinamicas.

O No entanto, o ensemble microcanénico possui duas limitacdes: ele descreve
sistemas fechados, que nao interagem com a vizinhanca. Existem poucos sistemas
com essas caracteristicas na natureza.
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O A seguir, vamos introduzir uma ferramenta bastante poderosa para descrever
a probabilidade de se encontrar o sistema num dado microestado, quando o
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Reservatorio
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QO dificuldade matematica de se encontrar uma expressdo exata para a
multiplicidade.

O A seguir, vamos introduzir uma ferramenta bastante poderosa para descrever
a probabilidade de se encontrar o sistema num dado microestado, quando o
sistema esta em equilibrio térmico com um reservatorio a temperatura T.
Este tipo de sistema é conhecido como ensemble candnico.

Reservatorio
Energia = Up Sistema

Energia = F

Temperatura =T AN
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() Para se fazer uma descri¢ao quantitativa, vamos trabalhar com um exemplo
especifico, o atomo de hidrogénio.
= Desprezando o spin, um determinado estado quantico é descrito pela funcéo
de onda y(n, £, m), onde 0s numeros quanticos assumem os valores:

n=123,£=012",n—1¢€ m=—£-,°.

13,6 eV
nz

= Acenergia é dada aproximadamente por E;, = —

O Exceto pelo estado fundamental, cujo n é igual a 1, todos os outros estados sdo
degenerados, ou seja, existe mais de um estado com a mesma energia.
= EX..paran=2,temosque £, = —3,4eVe

Portanto, temos 4 estados independentes com a mesma energia.
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O A figura abaixo mostra os trés primeiros niveis de energia:

—1.6eVT
—34eV+t ’ :

rado como sendo um microestado.
mente isolado, a sua energia seria fixa (n fixo) e
ela energia seriam igualmente provaveis.
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O Neste caso, é concebivel que o &tomo possa ser encontrado em qualquer dos
microestados, sendo que alguns serdo mais provaveis do que outros (embora 0s
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O Para facilitar a analise, vamos encontrar a razdo de probabilidade entre dois
microestados particulares — os estados s, e s, (veja figura na pag. anterior).
Temos que as energias desses microestados sdo E(s;) e E(s,), enquanto que as
probabilidades sao P(s;) e P(s,).

O O atomo nédo se encontra isolado, mas o sistema atomo mais o reservatorio esta
Isolado. Portanto, todos 0s microestados do sistema composto séo igualmente
provaveis.
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P(Sz) eSR(SZ)/k
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O ultimo termo expressa a mudanca de entropia do reservatério, quando o atomo
sofre uma transicdo do estado 1 para o estado 2.
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= Um sinal global deve ser adicionado se escrevermos dSi em termos das
variacoes das quantidades para o0 atomo (dUip = —dE);

= O termo PdVy (que é igual a —PdV/) é geralmente desprezivel: a mudanca
no volume do atomo (dV) e desprezivel com a mudanca na sua energia;

= O termo udNp é zero neste caso, pois o elétron sempre permanece no atomo.
(embora haja absor¢do ou emissao de fétons na transicéo.)

O Temos portanto que:

1 1
Sr(s2) — Sr(s1) = T [Ur(s2) — Ur(sy)] = T |E(sz) — E(s1)].
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O Substituindo a expressdo acima na razao entre as probabilidades, obtemos:

—E(s2)/kT
P(s3) — o~ [E(52)=E(s1) 1/kT — e

P(Sl) e—E(Sl)/kT,

onde cada um dos fatores exponenciais € chamado de fator de Boltzmann:

fator de Boltzmann = e F()/KT,

O Temos, portanto, que:

P(s2) b P(s1)
e—E(s2)/KT = o—E(s1)/kT’

como o lado esquerdo so depende de s, e o lado direito so de s;, a razéo
deve ser uma constante, a qual designaremos como 1/Z.
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O Finalmente, obtemos a probabilidade do atomo se encontrar num dado estado s:
1
P(S) — Ee—E(s)/kT’

que é conhecida como sendo a distribuicédo de Boltzmann ou distribuicao
canonica.

O Para facilitar a interpretacdo da equacao acima, vamos fazer:
E(s) » E(s) + 13,6 eV
tal que o estado fundamental do &tomo tera agora energia zero.

= Conforme sera visto adiante, como Z também tera um termo exponencial
extra e 136 ¢V/kT 35 probabilidades dos estados continuam as mesmas.
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O O gréafico abaixo mostra a curva da distribuicéo de Boltzmann.

Probabilidade, P(s)

||

kT kT

> F(s)
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a 1, temos que:
1
1= z P(s) = 22 e~ E(S)/KT
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Portanto,
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S

que é a soma de todos os fatores de Boltzmann.
= Trata-se de uma serie que pode conter infinitos termos. Sem uma expressao
matematica fechada, em principio ndo teria como avalia-la. No entanto, para
muitas situacoes, os termos da série caem muito rapidamente (E(s) >» kT) e
portanto a soma pode ser truncada com um namero finito de termos.



2) A fungdo de partigdo

O Lembrando que a probabilidade total de se encontrar o &tomo em algum estado ¢ igual

a 1, temos que:
1
1= z P(s) = 22 e~ E(S)/KT
S S

Portanto,

7 — z e—E(S)/kT
S

que é a soma de todos os fatores de Boltzmann.
= Trata-se de uma serie que pode conter infinitos termos. Sem uma expressao
matematica fechada, em principio ndo teria como avalia-la. No entanto, para
muitas situacoes, os termos da série caem muito rapidamente (E(s) >» kT) e
portanto a soma pode ser truncada com um namero finito de termos.

0] Z € chamada de funcao de particao. Observe que ela é constante no sentido de que
nao depende do estado s do sistema, mas depende da temperatura.



2) A fungdo de partigdo

O Sendo Z a soma de fatores de Boltzmann, essencialmente ele conta o nimero de
estados ao &tomo, levando-se em conta a probabilidade de cada um desses estados.
Por conta disto, a funcédo de particédo € analoga a ().




2) A fungdo de partigdo

O Sendo Z a soma de fatores de Boltzmann, essencialmente ele conta o numero de
estados ao atomo, levando-se em conta a probabilidade de cada um desses estados.
Por conta disto, a funcdo de particao é analoga a (.

O Para baixas temperaturas, Z = 1, enquanto a altas temperaturas, Z € um numero
muito grande.



2) A fungdo de partigdo - Excitagdo térmica de dtomos

O Sejam atomos de hidrogénio na superficie do Sol a 7= 5800 K:

P(Sz) B e—Ez/kT

—[E2—E4l/KT
P(s;) ~ e—E1/kT '

= e




2) A fungdo de partigdo - Excitagdo térmica de dtomos

O Sejam atomos de hidrogénio na superficie do Sol a 7= 5800 K:

P(Sz) B e—Ez/kT
P(s;) ~ e—E1/kT

— e_[EZ_El]/kT_

O No atomo de hidrogénio: E, — E; = 10,2 eV
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O Sejam atomos de hidrogénio na superficie do Sol a 7= 5800 K:
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= e

O No atomo de hidrogénio: E, — E; = 10,2 eV, enquanto que
kT = 8,62 x 107> eV/K - 5800 K
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O Sejam atomos de hidrogénio na superficie do Sol a 7= 5800 K:

P(Sz) B e—Ez/kT
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P(s;) ~ e—E1/kT '

= e

O No atomo de hidrogénio: E, — E; = 10,2 eV, enquanto que
kT = 8,62 x 107> eV/K - 5800 K = 0,50 eV
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O Sejam atomos de hidrogénio na superficie do Sol a 7= 5800 K:
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2) A fungdo de partigdo - Excitagdo térmica de dtomos

O Sejam atomos de hidrogénio na superficie do Sol a 7= 5800 K:

P(Sz) B e—Ez/kT

—[E2—E4l/KT
P(s;) ~ e—E1/kT '

= e

O No atomo de hidrogénio: E, — E; = 10,2 eV, enquanto que
kT = 8,62 x 107> eV/K - 5800 K = 0,50 eV
= e 20% =14 x 107?, para cada 1 dos 4 estados degenerados, entao:




2) A fungdo de partigdo - Excitagdo térmica de dtomos

O Sejam atomos de hidrogénio na superficie do Sol a 7= 5800 K:

P(Sz) B e—Ez/kT

—[E2—E4l/KT
P(s;) ~ e—E1/kT '

= e

O No atomo de hidrogénio: E, — E; = 10,2 eV, enquanto que
kT = 8,62 x 107> eV/K - 5800 K = 0,50 eV
= e 20% =14 x 107?, para cada 1 dos 4 estados degenerados, entao:
= 4x14 x107°




2) A fungdo de partigdo - Excitagdo térmica de dtomos

O Sejam atomos de hidrogénio na superficie do Sol a 7= 5800 K:

P(Sz) B e—Ez/kT

—[E2—E4l/KT
P(s;) ~ e—E1/kT '

= e

O No atomo de hidrogénio: E, — E; = 10,2 eV, enquanto que
kT = 8,62 x 107> eV/K - 5800 K = 0,50 eV
= e 20% =14 x 107?, para cada 1 dos 4 estados degenerados, entao:
= 4x1,4 x1072 =5,6 x 107°.




2) A fungdo de partigdo - Excitagdo térmica de dtomos

O Sejam atomos de hidrogénio na superficie do Sol a 7= 5800 K:

P(Sz) e—Ez/kT

_ —[E,—E4]/KT
P(s;) ~ e—E1/kT '

= e

O No atomo de hidrogénio: E, — E; = 10,2 eV, enquanto que
kT = 8,62 x 107> eV/K - 5800 K = 0,50 eV
— e20% =14 x 107, para cada 1 dos 4 estados degenerados, entao:
= 4x%x14 x107°=5,6x10"°.
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Problemas: secoes 1 e 2

PEF-112-Mecanica Estatistica
Prof. Marcelo Leigui

Lista de Exercicios 7

Estatistica de Boltzmann

. Prove que a probabilidade de se encontrar um atomo em qualquer nivel particular de energia é dada por
P(E) = (1/Z)e F/ET onde F = E —TS e S é a entropia de um nivel, calculada por k vezes o logaritmo do
mimero de estados degenerados daquele nivel.

. Considere nm Atomo hipotético com apenas 2 estados, nm fundamental e um excitado com energia 2 eV. Faca
um grafico da funcao de particao em funcao da temperatura, avaliando-a numericamente para T' = 300 K,
T =3.000 KeT =30.000 K.

. Calcule a probabilidade, relativa ao nivel fundamental, de um aAtomo de hidrogénio ser encontrado no primeiro
estado excitado:

(a) A temperatura ambiente;
(b) Na superficie do Sol, & T" = 5800 K:
(c) Na superficie de uma estrela , a T = 9500 K.

Nao deixe de levar em conta a degenerescéncia.




3) Valores médios




3) Valores médios

O Vamos supor que um determinado atomo possui apenas trés estados possiveis:
estados com as energiais 0 eV (estado fundamental), 4 eV e 7 eV. Se o sistema

for composto por 5 atomos, sendo que dois se encontram com

energia 0 eV, dois com 4 eV e um quinto com energia 7 eV #
d q J TeVT
. 4ey. 2@
S
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3) Valores médios

O Vamos supor que um determinado atomo possui apenas trés estados possiveis:
estados com as energiais 0 eV (estado fundamental), 4 eV e 7 eV. Se o0 sistema

for composto por 5 atomos, sendo que dois se encontram com
energia 0 eV, dois com 4 eV e um quinto com energia 7 eV, v
qual deve ser a energia média dos atomos? ‘e

JE——
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3) Valores médios

O Vamos supor que um determinado atomo possui apenas trés estados possiveis:
estados com as energiais 0 eV (estado fundamental), 4 eV e 7 eV. Se o0 sistema
for composto por 5 atomos, sendo que dois se encontram com
energia 0 eV, dois com 4 eV e um quinto com energia 7 eV,
qual deve ser a energia media dos atomos?

Temos que:

JE——

Fnergia

(0eV)-2+ (4eV)-2+ (7eV)-1
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E =



3) Valores médios

O Vamos supor que um determinado atomo possui apenas trés estados possiveis:
estados com as energiais 0 eV (estado fundamental), 4 eV e 7 eV. Se o0 sistema
for composto por 5 atomos, sendo que dois se encontram com
energia 0 eV, dois com 4 eV e um quinto com energia 7 eV,
qual deve ser a energia media dos atomos?

Temos que:

JE——

Fnergia

(0eV)-2+ (4eV)-2+ (7eV)-1
5

= 3 eV

E =



3) Valores médios

O Vamos supor que um determinado atomo possui apenas trés estados possiveis:
estados com as energiais 0 eV (estado fundamental), 4 eV e 7 eV. Se o0 sistema
for composto por 5 atomos, sendo que dois se encontram com

energia 0 eV, dois com 4 eV e um quinto com energia 7 eV,

qual deve ser a energia media dos atomos?

Temos que: T
_ (0eV) 2+ 4eV) 2+ (7eV)-1 i
Qe 24U 240N 1_,,, ¢

O Por outro lado, poderiamos ter escrito da seguinte forma:

_ 2 2 1
E=(OeV)-§+(4eV)-§+(7eV)-§=3eV



3) Valores médios

O Vamos supor que um determinado atomo possui apenas trés estados possiveis:
estados com as energiais 0 eV (estado fundamental), 4 eV e 7 eV. Se o0 sistema
for composto por 5 atomos, sendo que dois se encontram com

energia 0 eV, dois com 4 eV e um quinto com energia 7 eV, ) .
qual deve ser a energia media dos atomos? 7 ev
Temos que: !
s 4eVy 0
_ (0eV) 24+ (4eV)-2+(7eV)-1 2
5 e ( 5) (7ev)-1 _ 3oV -
0. 9@

O Por outro lado, poderiamos ter escrito da seguinte forma:
_ 2 7 1
E = (OeV)-§+(4eV)-§+(7eV)-§= 3eV

0 Na expressao acima, cada energia &€ multiplicada pela probabilidade daquele
estado ocorrer. Assim, os fatores 2/5, 2/5 e 1/5 dao as probabilidades de se ter 0s
estados com as energias, 0 eV, 4 eV e 7 eV, respectivamente.



3) Valores médios

O Esse raciocinio pode ser estendido para um sistema grande com N atomos e N(s)
numero de &tomos em um estado particular s.




3) Valores médios

O Esse raciocinio pode ser estendido para um sistema grande com N atomos e N(s)
numero de atomos em um estado particular s. Neste caso, a energia média do
sistema €

XsE(S)N(s)
N

E =




3) Valores médios

O Esse raciocinio pode ser estendido para um sistema grande com N atomos e N(s)
numero de atomos em um estado particular s. Neste caso, a energia média do
sistema €

_ 2sE(S)N(s) . N(s)
E= N ~ ZSE(S) N




3) Valores médios

O Esse raciocinio pode ser estendido para um sistema grande com N atomos e N(s)
numero de atomos em um estado particular s. Neste caso, a energia média do
sistema €

E =

_ ZE(S)N(S) Z ()

Z E(s)P(s)




3) Valores médios

O Esse raciocinio pode ser estendido para um sistema grande com N atomos e N(s)
numero de atomos em um estado particular s. Neste caso, a energia média do
sistema €

E =

e X CE= oo}

onde P(s) é a probabilidade de se encontrar o sistema no estado s.




3) Valores médios

O Esse raciocinio pode ser estendido para um sistema grande com N atomos e N(s)
numero de atomos em um estado particular s. Neste caso, a energia média do
sistema é

_ Y E(s)N N
E = 2 (ISV) () = ZSE(S)%= st(s)P(s),

onde P(s) é a probabilidade de se encontrar o sistema no estado s.

O No ensemble canonico, P(s) é a distribuicao de Boltzmann.



3) Valores médios

O Esse raciocinio pode ser estendido para um sistema grande com N atomos e N(s)
numero de atomos em um estado particular s. Neste caso, a energia média do
sistema é

_ Y E(s)N N
E = 2 (ISV) () = ZSE(S)%= st(s)P(s),

onde P(s) é a probabilidade de se encontrar o sistema no estado s.

O No ensemble canonico, P(s) é a distribuicao de Boltzmann.

Logo, fazendo g = 1/kT,

_ 1
= —Z E(s)e~BE®)
7, /i



3) Valores médios

O O valor medio de qualquer variavel pode ser calculado exatamente da mesma forma
da expressdo anterior. Se X é funcéo de s, tem-se que

X = Z X(s)P(s)




3) Valores médios

O O valor medio de qualquer variavel pode ser calculado exatamente da mesma forma
da expressdo anterior. Se X é funcéo de s, tem-se que

X = ZSX(S)P(S) = %ZSX(S)e—ﬁE(S)




3) Valores médios

O O valor medio de qualquer variavel pode ser calculado exatamente da mesma forma
da expressdo anterior. Se X e funcéo de s, tem-se que

X = ZSX(S)P(S) = %ESX(S)e‘ﬁE(S)

O Um aspecto interessante da média é que ela € aditiva: a média da energia total de
dois &tomos € a soma das médias individuais:

Eior = E4 + Ep



3) Valores médios

O O valor medio de qualquer variavel pode ser calculado exatamente da mesma forma
da expressdo anterior. Se X e funcéo de s, tem-se que

X = ZSX(S)P(S) = %ESX(S)e‘ﬁE(S)

O Um aspecto interessante da média é que ela € aditiva: a média da energia total de
dois &tomos € a soma das médias individuais:
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3) Valores médios

O O valor medio de qualquer variavel pode ser calculado exatamente da mesma forma
da expressdo anterior. Se X e funcéo de s, tem-se que

X = ZSX(S)P(S) = %zSX(S)e_ﬁE(S)

O Um aspecto interessante da media é que ela é aditiva: a média da energia total de
dois &tomos e a soma das médias individuais:

EtOt=EA+EB=EA+EB

O Segue dessa propriedade que para uma colecdo de N atomos idénticos, a energia
total do sistema é

U=EA+EB++EN



3) Valores médios

O O valor medio de qualquer variavel pode ser calculado exatamente da mesma forma
da expressdo anterior. Se X e funcéo de s, tem-se que

X = ZSX(S)P(S) = %zSX(S)e_ﬁE(S)

O Um aspecto interessante da media é que ela é aditiva: a média da energia total de
dois &tomos e a soma das médias individuais:

EtOt=EA+EB=EA+EB

O Segue dessa propriedade que para uma colecdo de N atomos idénticos, a energia
total do sistema é

U=EA+EB++EN=EA+EB ++E



3) Valores médios

O O valor medio de qualquer variavel pode ser calculado exatamente da mesma forma
da expressdo anterior. Se X e funcéo de s, tem-se que

X = ZSX(S)P(S) = %zSX(S)e_ﬁE(S)

O Um aspecto interessante da media é que ela é aditiva: a média da energia total de
dois &tomos e a soma das médias individuais:

EtOt=EA+EB=EA+EB

O Segue dessa propriedade que para uma colecdo de N atomos idénticos, a energia
total do sistema é




3) Valores médios

O O valor medio de qualquer variavel pode ser calculado exatamente da mesma forma
da expressdo anterior. Se X e funcéo de s, tem-se que

X = ZSX(S)P(S) = %zsx(s)e—ﬁE(s)

O Um aspecto interessante da média é que ela € aditiva: a média da energia total de
dois &tomos € a soma das médias individuais:

EtOtzEA+EB=EA+EB

O Segue dessa propriedade que para uma colecdo de N atomos idénticos, a energia
total do sistema é

U=E,+Eg+ -+Ey=E,+Eg +--+Ey=NE

0 Em principio, o lado direito da equacédo acima € uma energia média. Contudo, para
N grande, U de fato € a energia do sistema, pois as flutuac6es serdo despreziveis.



3) Valores médios - problema

4. Prove que, para um sistema em equilibrio com um reservatorio a temperatura 7', o valor médio da energia é:

zog 9T

onde 7= 1/kT.




4) Teorema da equipartigdo




4) Teorema da equipartigdo
O Na Aula 1, enunciamos o0 teorema de equiparticao de energia, a saber,

“A uma temperatura T, a energia média de qualquer grau de liberdade quadratico é %kT”




4) Teorema da equipartigdo
O Na Aula 1, enunciamos o0 teorema de equiparticao de energia, a saber,
“A uma temperatura T, a energia média de qualquer grau de liberdade quadratico é %kT”

O Vamos provar o teorema utilizando o fator de Boltzmann. O teorema é valido para
sistemas cuja energia é da forma

E(q) = cq?




4) Teorema da equiparti¢do
O Na Aula 1, enunciamos o0 teorema de equiparticao de energia, a saber,
“A uma temperatura T, a energia média de qualquer grau de liberdade quadratico é %kT”

O Vamos provar o teorema utilizando o fator de Boltzmann. O teorema é valido para
sistemas cuja energia e da forma

E(q) = cq?,

onde ¢ e uma constante e g € qualquer variavel de coordenada ou momento, como x,
Dy OU L.



4) Teorema da equiparti¢do
O Na Aula 1, enunciamos o0 teorema de equiparticao de energia, a saber,
“A uma temperatura T, a energia média de qualquer grau de liberdade quadratico é %kT”

O Vamos provar o teorema utilizando o fator de Boltzmann. O teorema é valido para
sistemas cuja energia € da forma

E(q) = cq?,

onde ¢ e uma constante e g € qualquer variavel de coordenada ou momento, como x,
Dy OU L.

O Vamos assumir, por simplicidade, que o sistema so apresenta um grau de liberdade e
que ele se encontra em equilibrio termico com o reservatorio, a uma temperatura T.



4) Teorema da equipartigdo

O Na descricéo classica do sistema, cada valor atribuido a q corresponde a um
estado. Como ele ¢ continuo, vamos utilizar um artificio matematico para “contar”
os diferentes estados:




4) Teorema da equipartigdo

O Na descricéo classica do sistema, cada valor atribuido a g corresponde a um
estado. Como ele ¢ continuo, vamos utilizar um artificio matematico para “contar”
os diferentes estados:

= Vamos assumir que os estados sao discretos, separados por uma quantidade
Aq, conforme mostra a figura abaixo:




4) Teorema da equiparti¢do

 Na descricéo classica do sistema, cada valor atribuido a g corresponde a um
estado. Como ele ¢ continuo, vamos utilizar um artificio matematico para “contar”
os diferentes estados:
= \Vamos assumir que os estados sao discretos, separados por uma quantidade
Aq, conforme mostra a figura abaixo:

q
] le—
Agq

= A funcéo de particdo para este sistema €.

7 = z o—BE(@)
q



4) Teorema da equiparti¢do

 Na descricéo classica do sistema, cada valor atribuido a g corresponde a um
estado. Como ele ¢ continuo, vamos utilizar um artificio matematico para “contar”
os diferentes estados:
= \Vamos assumir que os estados sao discretos, separados por uma quantidade
Aq, conforme mostra a figura abaixo:

q
] le—
Agq

= A funcéo de particdo para este sistema €.

7 = Z o~BE@) — z o~ Bed?
q q



4) Teorema da equiparti¢do

 Na descricéo classica do sistema, cada valor atribuido a g corresponde a um
estado. Como ele ¢ continuo, vamos utilizar um artificio matematico para “contar”
os diferentes estados:
= \Vamos assumir que os estados sao discretos, separados por uma quantidade
Aq, conforme mostra a figura abaixo:

q
] le—
Agq

= A funcéo de particdo para este sistema €.

7 = Z o~BE@) — z o~ Bed?
q q

Multiplicando e dividindo por Aqg e fazendo Aq — O:

1
/ = — —BE(q) A
que 1
q



4) Teorema da equiparti¢do

 Na descricéo classica do sistema, cada valor atribuido a g corresponde a um
estado. Como ele ¢ continuo, vamos utilizar um artificio matematico para “contar”
os diferentes estados:
= \Vamos assumir que os estados sao discretos, separados por uma quantidade
Aq, conforme mostra a figura abaixo:

q
] le—
Agq

= A funcéo de particdo para este sistema €.

7 = Z o~BE@) — z o~ Bed?
q q

Multiplicando e dividindo por Aqg e fazendo Aq — O:

1 1
7 = — E —BE@) N\g = 7 = — ~Bea® g4
Aq i i Aq J_ § £
q



4) Teorema da equiparticdo

O No limite em que Ag — 0, o integrando, que é o fator de Boltzmann, € uma
funcado gaussiana:

2

Fator de Boltzmann, ¢ Pog

A




4) Teorema da equipartigdo

O No limite em que Ag — 0, o integrando, que é o fator de Boltzmann, € uma
funcado gaussiana:

2

Fator de Boltzmann, e~ ?¢4
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4) Teorema da equipartigdo

O No limite em que Ag — 0, o integrando, que é o fator de Boltzmann, € uma
funcado gaussiana:

2

Fator de Boltzmann, e~ ?¢4
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4) Teorema da equipartigdo

O No limite em que Ag — 0, o integrando, que é o fator de Boltzmann, € uma
funcado gaussiana:

2

Fator de Boltzmann, e~ ?¢4

A

AT

= /Bcq, obtemos

i 2 g L o
g B

orrente na fisica e possui o valor /.



4) Teorema da equipartigdo

O A energia média pode ser dada por:

P 107
A
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O A energia média pode ser dada por:

P 107
A

Escrevendo a funcéo de parti¢cdo como Z = CS~1/?,onde C = \/m/c/Aq
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O A energia média pode ser dada por:
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- ZOpB

Escrevendo a funcéo de parti¢cdo como Z = CS~1/?, onde C = /m/c/Aq, obtemos:
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O A energia média pode ser dada por:

P 107
- ZOpB

Escrevendo a funcéo de parti¢cdo como Z = CS~1/?, onde C = /m/c/Aq, obtemos:
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4) Teorema da equipartigdo

O A energia média pode ser dada por:

P 107
- ZOpB

Escrevendo a funcéo de parti¢cdo como Z = CS~1/?, onde C = /m/c/Aq, obtemos:

d 11 _ |
—Cﬂ 2 =§ﬂ_1 — F =EkT

Fo =
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4) Teorema da equipartigdo

O A energia média pode ser dada por:

P 107
- ZOpB

Escrevendo a funcéo de parti¢cdo como Z = CS~1/?, onde C = /m/c/Aq, obtemos:

0 de energia.




4) Teorema da equipartigdo

5. A energia de uma particula ultrarrelativistica pode ser aproximada por E = pe, onde p é o seu momento linear

e ¢ a velocidade da luz. Considere um grau de liberdade cldssico g que seja linear, ou seja: E = e|q|, para ¢

constante. Repita os cédleulos do teorema da equiparticao para este sistema e mostre que sua energia média é
E =kT.




5) Distribuicdo de velocidades de Maxwell




5) Distribuicdo de velocidades de Maxwell

O Conforme visto na Aula 1, de acordo com a teoria cinética dos gases, a velocidade
média quadratica é dada por:

— 3kT
Vpms = VV* = m

Este resultado € consistente com o teorema da equiparticdo de energia.




5) Distribuicdo de velocidades de Maxwell

O Conforme visto na Aula 1, de acordo com a teoria cinética dos gases, a velocidade
média quadratica é dada por:

— 3kT
Urms = VU™ = m

Este resultado é consistente com o teorema da equiparticdo de energia.

O A velocidade definida pela expressdo acima é uma especie de média. O objetivo
agora é encontrar uma expressao que relaciona uma certa quantidade de moléculas
com uma determinada velocidade. Em outras palavras, queremos saber qual a
probabilidade que uma dada molécula esta se movendo a uma especifica

velocidade.



5) Distribuicdo de velocidades de Maxwell

O Conforme visto na Aula 1, de acordo com a teoria cinética dos gases, a velocidade
media quadratica € dada por:

— 2 —
vrms - ve =

Este resultado € consistente com o teorema da equiparticdo de energia.

O A velocidade definida pela expressdo acima é uma especie de média. O objetivo
agora é encontrar uma expressao que relaciona uma certa quantidade de moléculas
com uma determinada velocidade. Em outras palavras, queremos saber qual a
probabilidade que uma dada molécula esta se movendo a uma especifica

velocidade.

0 Como ha um namero muito grande de particulas, com velocidades bem variadas,
na pratica temos uma funcao de distribuicéo (continua) de velocidades, D (v).
Portanto, podemos falar que a particula esta em um intervalo de velocidades.
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O A figura abaixo mostra uma distribui¢ao de velocidades moleculares, D (v), cuja
expressao sera deduzida adiante.

D(v) A

Probabilidade = area




5) Distribuicdo de velocidades de Maxwell

O A figura abaixo mostra uma distribui¢ao de velocidades moleculares, D (v), cuja
expressao sera deduzida adiante.

D(v)k

Probabilidade = area

1
v U2

alizada, a area abaixo da curva da a probabilidade
lécula esteja entre v; € v,:

V2
ade(vq,v,) =j D(v)dv
V1
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5) Distribuicdo de velocidades de Maxwell
O Para um intervalo infinitesimal de velocidade, v e v + dv, a probabilidade é:

Probabilidade(v,v + dv) = D(v)dv
O Vamos assumir que o gas esteja em contato com o reservatorio térmico a uma

temperatura constante T. Como sé a energia cinética translacional, mv?/2, é
importante para caracterizar o estado, o fator de Boltzmann fica e “E(S)/KT =

e~™MV*/2KT | ogo, a funcdo de distribuicio fica:
D(vx» Uy, vz) 3 Ce—mvz/ZRT’
onde C é uma constante.

O Observe que:

v=|ﬁ|=\/vf+v§+v§20

Se quisermos encontrar a particula com velocidade entre v e v + dv, devemos
encontrar D (v).
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QO Para encontrar D(v), devemos multiplicar
D(vx, vy, vZ) pelo “volume” no espago das velocida-

Area = drv?
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D(vx, vy, vZ) pelo “volume” no espago das velocida-

Area = drv?
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Q Para encontrar D (v), devemos multiplicar
D(vx, 2% vz) pelo “volume” no espago das velocida-

des onde v = \/v,? + vj + vZ é constante. No caso, f oo
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O Para encontrar C, impomos que a funcéo de distribuicdo é normalizada:

fooD(v)dv =
0
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5) Distribuicdo de velocidades de Maxwell

Q Para encontrar D (v), devemos multiplicar

D(vx, Uy, vz) pelo “volume” no espago das velocida- / —m\<

des onde v = \/v,? + vj + vZ é constante. No caso, o

trata-se de uma superficie esférica de raio v, que é po

4mv2. Logo, —a \

D(v) = D(vx» Vy, Vz)47ﬂ72 = 4p2Ce ™V’ /2KT

O Para encontrar C, impomos que a funcéo de distribuicdo é normalizada:

co

j DW)dv=1= 4ncf v2e~MV/2KT gy, — 1
0 0

Fazendo a mudanca de variavel x = v,/m/2kT, obtemos:

2kT\>/? (= )
1=4nC|— f x%e ™" dx
m 0

Ll 1 1y
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O Aintegral da ultima pagina também aparece com bastante frequéncia na fisica e
possui o valor ,/mr/4. Com isto, obtemos:

m 3/2
C =(—=
(anT)
E obtemos, finalmente, que:
D e 3/24 2 ,—mv?/2kT
(v) = (anT) Tv-e

0 a distribuicao de velocidades de Maxwell.
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0 O maximo de D(v) ocorre para v = v,,4,, que € a velocidade mais provavel. Temos que:

D(v) m 2 d
2
i =0=dn (anT) G

V=Vmax V=Vmax

2

e—mvz/ZkT) -0
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0 O méaximo de D(v) ocorre para v = v,,4,, que é a velocidade mais provavel. Temos que:
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0 O méaximo de D(v) ocorre para v = v,,4,, que é a velocidade mais provavel. Temos que:

2 d

D(v) — 0= 47 (277;;{71)2 - (vze—mvz/ZkT)

=0
dv

V=Vmax

V=Vmax
Usando a regra do produto, a derivada fica:

2

lzve—mvz/ZRT 4 2 (_ ﬂ) e—mv2/2kT] u (2 B

MVmax
kT

kT

2
—mv 2kT _
) vmaxe max / — 0

V=Vmax
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0 O méaximo de D(v) ocorre para v = v,,4,, que é a velocidade mais provavel. Temos que:

3
D(v) m \3 d .
— 0= 4 2 ,—mv*/2kT =0
dv | & (anT) (e ) )
V=Vmax V=Vmax
Usando a regra do produto, a derivada fica:
2
—mv?/2kT o (W —mv?/2kT i _ MVmax —MVmax?/2kT —
lZve +v ( kT) e ]v:vmax (2 T Vmax© 0
Portanto:
2kT
Umax = |~
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O A velocidade (escalar) média é dada por:

= — 3 ,—mv*/2kT
v fo vD(v)dv = 41 (anT) jo voe dv

Novamente, fazendo a mudanca de variavel x = v,/m/2kT, obtemos:

m \3/2 (2kT\* [ ;
17 — - 3 —-Xx
UV =41 (2 kT) ( ) jo x°e dx

e 1/2;
I ,8kT
V= |—
mm
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O Por questdo de consisténcia, pode-se obter a velocidade média quadratica da
a partir da expressao:

_ (0.0) 3/2 (0 0] .
2 — 2D (v)dv = 4 m j 4 o—mv?/2KT g
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5) Distribuicdo de velocidades de Maxwell

O Por questdo de consisténcia, pode-se obter a velocidade média quadratica da
a partir da expressao:

_2= 2 —
v JOUD(v)dv 4n(2nkT

m 3/2 [ 5
) ] v4e—mv /2kT dv
0

Fazendo-se a mudanca de variavel x = v/m/2kT, encontramos a integral:

3

J xte™  dx = =\1
0 8




5) Distribuicdo de velocidades de Maxwell

O Por questéo de consisténcia, pode-se obter a velocidade média quadratica da
a partir da expressao:

L [oe) m \3/2 [
v2 = j v2D(v)dv = 47‘[( ) j pre~mv?/2KT gy
0 0

2wkT

Fazendo-se a mudanca de variavel x = v,/m/2kT, encontramos a integral:

*® 3
j xte " dx = =T
O 8

e portanto confirmamos o resultado:
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O Se tivermos N moléculas idénticas, a quantidade de moléculas com velocidade
entre ve v + dv é N(v)dv, onde:

N(v) = ND(v)
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5) Distribuicdo de velocidades de Maxwell

O Se tivermos N moléculas idénticas, a quantidade de moléculas com velocidade

entreve v+ dv é N(v)dv, onde:

3/2

N@w) = ND(w) = N (%)

O O grafico ao lado mostra N (v)dv das
moléculas de nitrogénio para as temperaturas
de 300 K e 900 K, com N = 10°> moléculas.
Para T = 900 K, estao mostradas as velocidades —
média (v) , media quadratica (V,,s= Vipq) € @
velocidade mais provavel (v,,4y)-

moléculas/(m/s)]

Amrpvle

—mv?/2kT

T=300K

T

| ] | |2

N_T=900 K

|
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5) Distribuicdo de velocidades de Maxwell -
problema

6. Partindo da distribuicao de velocidades de Maxwell:

3/2
D(w) = (5] AmoPe ™ /AT

derive as expressoes para a velocidade mais provavel, a velocidade média e a velocidade quadratica média de
moléculas & temperatura T' e avalie numericamente cada nma delas para o oxigénio molecular (O2).
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6) Fungdo de partigdo e energia livre

O No ensemble microcanonico, onde o sistema se encontra isolado e portanto U
e constante, a quantidade estatistica mais fundamental é a multiplicidade Q. O
logaritmo de Q da a entropia, que € algo que tende a aumentar.

O No ensemble canonico, o sistema esta em equilibrio térmico com um
reservatorio a temperatura T. Conforme visto, a quantidade analoga a
multiplicidade é a funcéo de particdo Z=Z(T). Para este sistema, qual seria a
grandeza analoga a entropia, ou seja, estaria relacionada a In Z?

O E possivel mostrar que a grandeza analoga é a energia livre de Helmholtz:

F=—kTInZ

0 Com a expressao acima, podemos calcular a entropia, a pressao e o potencial
quimico, através das relacoes:

- -
= — | — s = — | — s # = E —
oT o av . ON 17

decorrentes da identidade termodinamica de F (Aula 6).
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