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Capítulo 7: Estatística quântica

1. Funções de partição para sistemas compostos (Cap.6) (ensemble canônico)

2. O ensemble grande-canônico (fator de Gibbs)

3. Estatística quântica e funções de distribuição de bósons e férmions

4. Radiação de corpo negro



1) Sistemas compostos



❑ Considere um sistema formado por N partículas. O nosso objetivo é escrever a 

função de partição 𝑍total em termos da função de partição 𝑍1 de uma única 

partícula do sistema.
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2
𝑍1𝑍2
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possuem uma razoável chance de querer ocupar o mesmo estado de uma única 

partícula.
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não descreve corretamente quando as partículas tendem a ocupar um mesmo 

estado (de uma única partícula, não do estado que caracteriza o sistema).

❑ Vamos considerar um sistema formado por duas 

partículas não-interagentes que possam ocupar 

quaisquer dos cinco estados, conforme mostra a 

figura ao lado.

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Por simplicidade, vamos assumir que todos os cinco estados de partícula única 

possuem energia zero, de forma que cada um dos fatores de Boltzmann é 1 e, 

portanto, 𝑍 = Ω.

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Por simplicidade, vamos assumir que todos os cinco estados de partícula única 

possuem energia zero, de forma que cada um dos fatores de Boltzmann é 1 e, 

portanto, 𝑍 = Ω.

▪ Caso as duas partículas sejam distinguíveis, cada uma pode ocupar cinco 

estados, independentemente da outra. 

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Por simplicidade, vamos assumir que todos os cinco estados de partícula única 

possuem energia zero, de forma que cada um dos fatores de Boltzmann é 1 e, 

portanto, 𝑍 = Ω.

▪ Caso as duas partículas sejam distinguíveis, cada uma pode ocupar cinco 

estados, independentemente da outra. Logo, 𝑍 = 5 × 5

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Por simplicidade, vamos assumir que todos os cinco estados de partícula única 

possuem energia zero, de forma que cada um dos fatores de Boltzmann é 1 e, 

portanto, 𝑍 = Ω.

▪ Caso as duas partículas sejam distinguíveis, cada uma pode ocupar cinco 

estados, independentemente da outra. Logo, 𝑍 = 5 × 5 = 25

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Por simplicidade, vamos assumir que todos os cinco estados de partícula única 

possuem energia zero, de forma que cada um dos fatores de Boltzmann é 1 e, 

portanto, 𝑍 = Ω.

▪ Caso as duas partículas sejam distinguíveis, cada uma pode ocupar cinco 

estados, independentemente da outra. Logo, 𝑍 = 5 × 5 = 25;

▪ Caso sejam indistinguíveis, a função de partição da página anterior dá 

Z =
1

2!
52

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Por simplicidade, vamos assumir que todos os cinco estados de partícula única 

possuem energia zero, de forma que cada um dos fatores de Boltzmann é 1 e, 

portanto, 𝑍 = Ω.

▪ Caso as duas partículas sejam distinguíveis, cada uma pode ocupar cinco 

estados, independentemente da outra. Logo, 𝑍 = 5 × 5 = 25;

▪ Caso sejam indistinguíveis, a função de partição da página anterior dá 

Z =
1

2!
52 = 12,5

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Por simplicidade, vamos assumir que todos os cinco estados de partícula única 

possuem energia zero, de forma que cada um dos fatores de Boltzmann é 1 e, 

portanto, 𝑍 = Ω.

▪ Caso as duas partículas sejam distinguíveis, cada uma pode ocupar cinco 

estados, independentemente da outra. Logo, 𝑍 = 5 × 5 = 25;

▪ Caso sejam indistinguíveis, a função de partição da página anterior dá 

Z =
1

2!
52 = 12,5, o que não deve estar certo, pois para este sistema é 

esperado que Z seja um inteiro.

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Por simplicidade, vamos assumir que todos os cinco estados de partícula única 

possuem energia zero, de forma que cada um dos fatores de Boltzmann é 1 e, 

portanto, 𝑍 = Ω.

▪ Caso as duas partículas sejam distinguíveis, cada uma pode ocupar cinco 

estados, independentemente da outra. Logo, 𝑍 = 5 × 5 = 25;

▪ Caso sejam indistinguíveis, a função de partição da página anterior dá 

Z =
1

2!
52 = 12,5, o que não deve estar certo, pois para este sistema é 

esperado que Z seja um inteiro.
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estados seriam contabilizados como 10 × 2 = 20. Somando-se os 5 restantes da 

coluna à direita, temos os 25 estados do sistema encontrados anteriormente.

➢ No caso de partículas indistinguíveis, o fator N! corta corretamente pela 

metade os estados das duas primeiras colunas à esquerda, mas erroneamente 

os da coluna à direita.

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Na mecânica quântica, em vista do princípio de exclusão de Pauli, nem todos os 

tipos de partículas podem ocupar o mesmo estado (situação das colunas à direita). 

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Na mecânica quântica, em vista do princípio de exclusão de Pauli, nem todos os 

tipos de partículas podem ocupar o mesmo estado (situação das colunas à direita). De 

acordo com esse princípio:

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Na mecânica quântica, em vista do princípio de exclusão de Pauli, nem todos os 

tipos de partículas podem ocupar o mesmo estado (situação das colunas à direita). De 

acordo com esse princípio:

▪ Observa-se empiricamente que partículas idênticas que possuem spin múltiplos 

inteiros de ℏ =
ℎ

2𝜋
, ou seja, 𝑠 = 0, ℏ, 2ℏ, ⋯, conhecidos como bósons, podem 

compartilhar um mesmo estado. Exemplos de bósons: fótons, píons, átomos de 
4He (dois prótons e dois nêutrons), etc;

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Na mecânica quântica, em vista do princípio de exclusão de Pauli, nem todos os 

tipos de partículas podem ocupar o mesmo estado (situação das colunas à direita). De 

acordo com esse princípio:

▪ Observa-se empiricamente que partículas idênticas que possuem spin múltiplos 

inteiros de ℏ =
ℎ

2𝜋
, ou seja, 𝑠 = 0, ℏ, 2ℏ, ⋯, conhecidos como bósons, podem 

compartilhar um mesmo estado. Exemplos de bósons: fótons, píons, átomos de 
4He (dois prótons e dois nêutrons), etc;

▪ Partículas idênticas com múltiplos semi-inteiros de ℏ, , ou seja, 𝑠 =  1

2
ℏ, 3

2
ℏ, ⋯, 

conhecidos como férmions, não podem compartilhar um mesmo estado. 

Exemplos de férmions: elétrons, prótons, nêutrons, átomos de 3He, etc.

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Na mecânica quântica, em vista do princípio de exclusão de Pauli, nem todos os 

tipos de partículas podem ocupar o mesmo estado (situação das colunas à direita). De 

acordo com esse princípio:

▪ Observa-se empiricamente que partículas idênticas que possuem spin múltiplos 

inteiros de ℏ =
ℎ

2𝜋
, ou seja, 𝑠 = 0, ℏ, 2ℏ, ⋯, conhecidos como bósons, podem 

compartilhar um mesmo estado. Exemplos de bósons: fótons, píons, átomos de 
4He (dois prótons e dois nêutrons), etc;

▪ Partículas idênticas com múltiplos semi-inteiros de ℏ, , ou seja, 𝑠 =  1

2
ℏ, 3

2
ℏ, ⋯, 

conhecidos como férmions, não podem compartilhar um mesmo estado. 

Exemplos de férmions: elétrons, prótons, nêutrons, átomos de 3He, etc.

❑ Em diversas situações, não importa quais tipos de partículas compõem o fluido − se 

bósons ou férmions. 

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Na mecânica quântica, em vista do princípio de exclusão de Pauli, nem todos os 

tipos de partículas podem ocupar o mesmo estado (situação das colunas à direita). De 

acordo com esse princípio:

▪ Observa-se empiricamente que partículas idênticas que possuem spin múltiplos 

inteiros de ℏ =
ℎ

2𝜋
, ou seja, 𝑠 = 0, ℏ, 2ℏ, ⋯, conhecidos como bósons, podem 

compartilhar um mesmo estado. Exemplos de bósons: fótons, píons, átomos de 
4He (dois prótons e dois nêutrons), etc;

▪ Partículas idênticas com múltiplos semi-inteiros de ℏ, , ou seja, 𝑠 =  1

2
ℏ, 3

2
ℏ, ⋯, 

conhecidos como férmions, não podem compartilhar um mesmo estado. 

Exemplos de férmions: elétrons, prótons, nêutrons, átomos de 3He, etc.

❑ Em diversas situações, não importa quais tipos de partículas compõem o fluido − se 

bósons ou férmions. Isto ocorre quando:

𝑍1 ≫ 𝑁

3) Estatística quântica de bósons e férmions



❑ Na mecânica quântica, em vista do princípio de exclusão de Pauli, nem todos os 

tipos de partículas podem ocupar o mesmo estado (situação das colunas à direita). De 

acordo com esse princípio:

▪ Observa-se empiricamente que partículas idênticas que possuem spin múltiplos 

inteiros de ℏ =
ℎ

2𝜋
, ou seja, 𝑠 = 0, ℏ, 2ℏ, ⋯, conhecidos como bósons, podem 

compartilhar um mesmo estado. Exemplos de bósons: fótons, píons, átomos de 
4He (dois prótons e dois nêutrons), etc;

▪ Partículas idênticas com múltiplos semi-inteiros de ℏ, , ou seja, 𝑠 =  1

2
ℏ, 3

2
ℏ, ⋯, 

conhecidos como férmions, não podem compartilhar um mesmo estado. 

Exemplos de férmions: elétrons, prótons, nêutrons, átomos de 3He, etc.

❑ Em diversas situações, não importa quais tipos de partículas compõem o fluido − se 

bósons ou férmions. Isto ocorre quando:

𝑍1 ≫ 𝑁,

situação em que o número de estado de uma única partícula é muito maior do que o 

número de partículas.
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Boltzmann-Stefan de constante a é 
Km

W1067,5 onde, 42
84 −==  TR

A taxa de emissão de radiação por unidade de área  (potência por unidade de área, ou radiância) de 

objetos  aquecidos é proporcional à quarta potência da temperatura.

Lei de Stefan-Boltzmann:

1879 Josef Stefan descobre experimentalmente:

1884 Ludwig Boltzmann deduz teoricamente:

4) Radiação de corpo negro



Lei de Stefan-Boltzmann:

4TR =

4) Radiação de corpo negro



Lei de Stefan-Boltzmann:

4TR =

4) Radiação de corpo negro



O Sol emite de sua fotosfera : 

mais potência que a Terra.

Lei de Stefan-Boltzmann:
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A catástrofe do ultravioleta!
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Hipótese: as moléculas vibrantes somente podem ter valores discretos de energia: 

En = nhf , onde f é a freqüência, n o número quântico e h a constante de Planck.
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Fótons



Fótons

❑ As “unidades de energia do campos eletromagnético” são os fótons, que são bósons 

e obedecem a distribuição de Bose-Einstein:

ത𝑛𝐵𝐸 =
1

𝑒(𝜀−𝜇)/𝑘𝑇 − 1



Fótons

❑ As “unidades de energia do campos eletromagnético” são os fótons, que são bósons 

e obedecem a distribuição de Bose-Einstein:

ത𝑛𝐵𝐸 =
1

𝑒(𝜀−𝜇)/𝑘𝑇 − 1
 ,

onde 𝜀 = ℎ𝑓 é a energia de cada partícula.



Fótons

❑ As “unidades de energia do campos eletromagnético” são os fótons, que são bósons 

e obedecem a distribuição de Bose-Einstein:

ത𝑛𝐵𝐸 =
1

𝑒(𝜀−𝜇)/𝑘𝑇 − 1
 ,

onde 𝜀 = ℎ𝑓 é a energia de cada partícula.

❑ Na comparação com ത𝑛𝑃𝑙 exige-se, portanto, que 𝜇 = 0. 



Fótons

❑ As “unidades de energia do campos eletromagnético” são os fótons, que são bósons 

e obedecem a distribuição de Bose-Einstein:

ത𝑛𝐵𝐸 =
1

𝑒(𝜀−𝜇)/𝑘𝑇 − 1
 ,

onde 𝜀 = ℎ𝑓 é a energia de cada partícula.

❑ Na comparação com ത𝑛𝑃𝑙 exige-se, portanto, que 𝜇 = 0. Mas o que isso significa?



Fótons

❑ As “unidades de energia do campos eletromagnético” são os fótons, que são bósons 

e obedecem a distribuição de Bose-Einstein:

ത𝑛𝐵𝐸 =
1

𝑒(𝜀−𝜇)/𝑘𝑇 − 1
 ,

onde 𝜀 = ℎ𝑓 é a energia de cada partícula.

❑ Na comparação com ത𝑛𝑃𝑙 exige-se, portanto, que 𝜇 = 0. Mas o que isso significa?

1. Consideremos primeiramente a energia livre de Helmholtz. 



Fótons

❑ As “unidades de energia do campos eletromagnético” são os fótons, que são bósons 

e obedecem a distribuição de Bose-Einstein:

ത𝑛𝐵𝐸 =
1

𝑒(𝜀−𝜇)/𝑘𝑇 − 1
 ,

onde 𝜀 = ℎ𝑓 é a energia de cada partícula.

❑ Na comparação com ത𝑛𝑃𝑙 exige-se, portanto, que 𝜇 = 0. Mas o que isso significa?

1. Consideremos primeiramente a energia livre de Helmholtz. Os fótons podem ser 

criados e destruídos em qualquer quantidade.



Fótons

❑ As “unidades de energia do campos eletromagnético” são os fótons, que são bósons 

e obedecem a distribuição de Bose-Einstein:

ത𝑛𝐵𝐸 =
1

𝑒(𝜀−𝜇)/𝑘𝑇 − 1
 ,

onde 𝜀 = ℎ𝑓 é a energia de cada partícula.

❑ Na comparação com ത𝑛𝑃𝑙 exige-se, portanto, que 𝜇 = 0. Mas o que isso significa?

1. Consideremos primeiramente a energia livre de Helmholtz. Os fótons podem ser 

criados e destruídos em qualquer quantidade (não há vínculos em N que pode 

assumir qualquer valor para minimizar F):

𝜕𝐹

𝜕𝑁
𝑇,𝑉

= 0



Fótons

❑ As “unidades de energia do campos eletromagnético” são os fótons, que são bósons 

e obedecem a distribuição de Bose-Einstein:

ത𝑛𝐵𝐸 =
1

𝑒(𝜀−𝜇)/𝑘𝑇 − 1
 ,

onde 𝜀 = ℎ𝑓 é a energia de cada partícula.

❑ Na comparação com ത𝑛𝑃𝑙 exige-se, portanto, que 𝜇 = 0. Mas o que isso significa?

1. Consideremos primeiramente a energia livre de Helmholtz. Os fótons podem ser 

criados e destruídos em qualquer quantidade (não há vínculos em N que pode 

assumir qualquer valor para minimizar F):

𝜇 =
𝜕𝐹

𝜕𝑁
𝑇,𝑉

= 0



Fótons

❑ As “unidades de energia do campos eletromagnético” são os fótons, que são bósons 

e obedecem a distribuição de Bose-Einstein:

ത𝑛𝐵𝐸 =
1

𝑒(𝜀−𝜇)/𝑘𝑇 − 1
 ,

onde 𝜀 = ℎ𝑓 é a energia de cada partícula.

❑ Na comparação com ത𝑛𝑃𝑙 exige-se, portanto, que 𝜇 = 0. Mas o que isso significa?

2. Em segundo lugar, para uma reação de criação/absorção de um fóton por um 

elétron, temos:

𝑒 ↔ 𝑒 + 𝛾



Fótons

❑ As “unidades de energia do campos eletromagnético” são os fótons, que são bósons 

e obedecem a distribuição de Bose-Einstein:

ത𝑛𝐵𝐸 =
1

𝑒(𝜀−𝜇)/𝑘𝑇 − 1
 ,

onde 𝜀 = ℎ𝑓 é a energia de cada partícula.

❑ Na comparação com ത𝑛𝑃𝑙 exige-se, portanto, que 𝜇 = 0. Mas o que isso significa?

2. Em segundo lugar, para uma reação de criação/absorção de um fóton por um 

elétron, temos:

𝑒 ↔ 𝑒 + 𝛾
e, assim:

𝜇𝑒 ↔ 𝜇𝑒 + 𝜇𝛾



Fótons

❑ As “unidades de energia do campos eletromagnético” são os fótons, que são bósons 

e obedecem a distribuição de Bose-Einstein:

ത𝑛𝐵𝐸 =
1

𝑒(𝜀−𝜇)/𝑘𝑇 − 1
 ,

onde 𝜀 = ℎ𝑓 é a energia de cada partícula.

❑ Na comparação com ത𝑛𝑃𝑙 exige-se, portanto, que 𝜇 = 0. Mas o que isso significa?

2. Em segundo lugar, para uma reação de criação/absorção de um fóton por um 

elétron, temos:

𝑒 ↔ 𝑒 + 𝛾
e, assim:

𝜇𝑒 ↔ 𝜇𝑒 + 𝜇𝛾 ,

e concluímos que 𝜇𝛾 = 0.



Fótons

❑ As “unidades de energia do campos eletromagnético” são os fótons, que são bósons 

e obedecem a distribuição de Bose-Einstein:

ത𝑛𝐵𝐸 =
1

𝑒(𝜀−𝜇)/𝑘𝑇 − 1
 ,

onde 𝜀 = ℎ𝑓 é a energia de cada partícula.

❑ Na comparação com ത𝑛𝑃𝑙 exige-se, portanto, que 𝜇 = 0. 



Fótons

❑ As “unidades de energia do campos eletromagnético” são os fótons, que são bósons 

e obedecem a distribuição de Bose-Einstein:

ത𝑛𝐵𝐸 =
1

𝑒(𝜀−𝜇)/𝑘𝑇 − 1
 ,

onde 𝜀 = ℎ𝑓 é a energia de cada partícula.
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e, analogamente, a integração é feita sobre um 

octante de esfera.
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𝑢 𝜀 =
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Esta é a fórmula deduzida por Planck.

1918
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❑ Mudando novamente de variáveis (𝑥 = 𝜀/𝑘𝑇), vem: 

𝑈

𝑉
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ℎ𝑐 3
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0
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𝑒𝑥 − 1
𝑑𝑥 .

A função está graficada abaixo:

❑ A área sob a curva, multiplicada por 8𝜋 𝑘𝑇 4/ ℎ𝑐 3dá a densidade de energia da 

radiação eletromagnética dentro da correspondente faixa de energia (ou frequência) 

dos fótons.

❑ O máximo ocorre em 𝑥 = 2,82 ou 𝜀 = 2,82 𝑘𝑇.
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Lei de Wien

❑ O máximo do espectro num valor proporcional à temperatura 𝜀 = 2,82 𝑘𝑇
e, como:

𝜀𝑚𝑎𝑥 =
ℎ𝑐

𝜆𝑚𝑎𝑥
∝ 𝑇 ⇒ 𝜆𝑚𝑎𝑥 =

2,898 [mm ∙ K]

𝑇

❑ Esta é a lei do deslocamento de Wien.
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Energia total

❑ Resolvendo a integral, obtemos:

𝑈

𝑉
=

8𝜋5 𝑘𝑇 4

15 ℎ𝑐 3 ∝ 𝑇4

❑ Esta é a lei de Stefan-Boltzmann.

4TR =



Radiação cósmica de fundo

1965 Arno Penzias (1933-) e Robert 

Wilson (1936-) detectam a radiação 

cósmica de fundo nas freqüências de 

microondas.
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