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Motivacao

Teoria dos Grafos - Motivacao

Objetivo: aprender a resolver problemas;
Como: usando grafos para modelar os problemas;
Grafos: ferramenta fundamental de abstracéao;

Abstraimos um problema real (usando grafos) e o
solucionamos através de algoritmos;



Motivacao

Definicao de Grafos

Um grafo é um conjunto de objetos chamados vértices ou
nés, ligados por retas chamadas arestas;

Abstracao que permite codificar relacionamentos entre
pares de objetos;

Objetos: cidades, pessoas, paises, empresas, etc;
Relacionamentos: amizade, conectividade, idioma, etc;
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Exemplo de grafo

MAIS DE NOTA? NAQC, INTER- TEM A-
6000 AQUIE DISCIPLINA- ULAS EM

ALUNOS CONCEITO R INGLES

LIDER EM |- E TAMBEM
NTERNACIO- EM RUSSD

NALIZACAO

_ E OPCAD SEM
RS = VEGETARK- FERIAS EM
S ANA JULHO
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Voos Aéreos: Azul Linhas Aéreas

o= Gampinas

Fonte: http://www.voeazul.com.br/


https://apps.voeazul.com.br/SimuladorTarifas/Default.aspx
http://www.voeazul.com.br/
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Voos Aéreos: Webjet Linhas Aéreas
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Fonte: http://www.webjet.com.br/



http://webjet.com.br/empresa/site/internas/mapa-de-rotas.aspx
http://www.webjet.com.br/
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Voos Aéreos: TAM Linhas Aéreas

Fonte: http://www.tam.com.br/


http://www.passiontoflyandserve.com.br/rotas/
http://www.tam.com.br/
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Numero de Bacon

Robert Downey Jr. Robert Downey Jr. ]
has a Bacon number - T TR
of 2. h

Chaplin (1992) |
 Find a different link | with

| Kevin II_)_unn (N ‘

WEe
WS i

Stir of Echoes (1999) |

With

Kevin Bacon \

Fonte: http://oracleofbacon.org/


http://oracleofbacon.org/
http://oracleofbacon.org/
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Numero de Bacon

leticia bueno has a Leticia Bueno I

Bacon number of 4.

wasin

| Find a different link | Beyond the Grave (2010) |
with

Isidoro B. Guggiana |

wasin
The Soul Detective (2009) |
With

David Lynch (l)

wasin

Twin Peaks: Fire Walk with Me (1992) |
with
Ray Wise (1)
wasin
X-Men: First Class (2011) |

With

Kevin Bacon |

Fonte: http://oracleofbacon.org/


http://oracleofbacon.org/
http://oracleofbacon.org/
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Numero de Erd6s - Equivalente Nerd do Numero de Bacon :)

e Paul Erdds: famoso mateméatico hungaro;

e Trabalhou com centenas de
colaboradores;

e Publicou mais de 1.400 artigos;

e Numero de Erdds € um tributo divertido
criado pelos amigos;

e Paul Erdds tem nimero de Erdds 0;
e Os colaboradores diretos tem nimero 1;

e Os colaboradores dos colaboradores tem
nuamero 2 e assim por diante;
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Numero de Erdoés: Definicao

e Dada uma lista de pessoas € as rela¢des de colaboragéao
entre elas, qual € o numero de Erdds de cada pessoa?



Motivacao

Numero de Erdoés: Definicao

e Dada uma lista de pessoas € as rela¢des de colaboragéao
entre elas, qual € o numero de Erdds de cada pessoa?
e Este problema pode ser modelado através de um grafo:

o As pessoas sao os vértices;
o As relacdes de colaboracédo séo as arestas.
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Numero de Erdos: Exemplo

Murty




Definicoes

Definicao Formal de Grafo

Um grafo G é uma tripla ordenada G = (V, E, ¢)), onde
e V é um conjunto finito e ndo vazio de vértices,
e E é um conjunto finito de arestas e

e ¢: E— V x V éuma funcao de incidéncia que associa a
cada aresta e de G um par de vértices u e v, notagéao
(e) = uv (ou ¥(e) = vu, onde a ordem ndo é importante);



Definicoes

Algumas definicoes

Os vértices u e v sdo chamados de extremos de ¢;
O vértice u é vizinho de v e vice-versa;

A aresta e é incidenteem u e v;

O par de vértices u e v sdo adjacentes;

Arestas paralelas ou multiplas: arestas diferentes
compartilhando os mesmos extremos;

Se a funcao de incidéncia admite arestas com vértices u e
v iguais (u = v), entdo o grafo contém lagos (ou loops,
em inglés);
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Grafo simples

e Grafo simples: ndo contém lagos nem arestas mdltiplas;

e Nesse caso, como a fungao de incidéncia esta bem
definida pelos extremos de cada aresta, pode-se omitir a
funcao de incidéncia da definicdo de grafos.

e Portanto, um grafo € uma dupla G = (V, E) e e = uv onde
anteriormente (e) = uv.
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Algumas definicoes

grafo trivial: tem apenas um vértice (caso contrario, &
nao-trivial);

Denotaremos: |V|=ne |E| = m;

ordem do grafo: |V| = n;

tamanho do grafo: |V|+ |E| = n+ m;

grau de um vértice u: notagao d(u), € o tamanho do
conjunto dos vértices adjacentes ao vértice u;

d(G): grau minimo de um grafo G;

A(G): grau maximo de um grafo G;

vértice isolado: vértice com grau 0;

vértice universal: vértice u com d(u) = n—1;



Definicoes
Algumas definicoes

grafo regular: todos os vértices tem 0 mesmo grau;
grafo cubico: todo vértice u de Gtem d(u) = 3;
vizinhanca aberta de um vértice u: denotada por Ng(u),
consiste no conjunto de vértices adjacentes a u;
vizinhanca fechada de um vértice u: denotada por Ng[u],
é Ng(u) U {u};

.

N, '

(a) Vizinhanca aberta de um vértice u. (b) Grafo cubico.
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Grafo completo

o grafo completo: notacéo K, todos os vértices sdo dois a
dois adjacentes.

(c) K2 (d) Ks (e) Ka



Definicoes

Grafo bipartido

o grafo bipartido: existe biparticdo de V em dois
subconjuntos Vy e V,, tal que toda e € E tem um extremo
em V4 e um extremo em Vs;

« grafo bipartido completo: notagéo K, n, cada vértice de
uma particao é adjacente a todos os vértices da outra
particao.

o ——— @

><

(f) Koz (9) Ko,a (h) Ks 3
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Passeio, caminho e ciclo

passeio: seqiéncia de vértices e arestas
P=(u=uj,uitp, Uz, ... Uk 1, Uk_1Ux, Uk = V);
passeio fechado: passeio onde u = v;

caminho: passeio que nao repete vértices;

dois caminhos C; e C, entre u e v sdo disjuntos se
(C1 N Co)\{u,v} = ;

ciclo: C; U Cs onde u e v sao distintos;

\'% u

X y

Figure : (v,u,z,p,y,u,v) é um passeio fechado; (b) (v,u,y) e
(v,w, k, p,y) sdo dois possiveis caminhos entre v e y; (c)
(v,u,y,x,v)éum ciclo.
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Comprimento de caminho e ciclo
¢ O comprimento de um caminho ou ciclo é o nimero de

suas arestas;

e Um caminho ou ciclo de comprimento k é chamado um
k-caminho ou k-ciclo, respectivamente.

X y

Figure : O caminho (v, u, y) tem comprimento 2 (2-caminho) e o
caminho (v, w, k, p, y) tem comprimento 4 (4-caminho); o ciclo
(v,u,y, x, v)tem comprimento 4, ou seja, € um 4-ciclo.
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Algumas definicoes

¢ grafo conexo: existe um caminho entre qualquer par de
vértices de G. Caso contrario, o grafo € desconexo;

 distancia entre um par de vértices x e y: notagédo
dg(x,y), é o comprimento do caminho mais curto entre x
e y em G. Se nao existe qualquer caminho conectando x
e y em G, entdo dg(x, y) = oo;

\' u

X y

Figure : dg(v, y) = 2 porque menor caminho possivel entre v e y
tem comprimento 2.
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Grafo hamiltoniano

e Caminho hamiltoniano: caminho que contém todos os
vértices do grafo;

e Ciclo hamiltoniano: ciclo que contém todos os vértices

do grafo;
e Grafo hamiltoniano: grafo que contém um ciclo
hamiltoniano;
\' u
4
k p
X y

Figure : (v,u,y, x, k,w, z,p) € um caminho hamiltoniano e
(v,u,z,w,k,p,y,x,v)éum ciclo hamiltoniano.
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Grafo euleriano

trilha: passeio que néo repete arestas;
trilha euleriana: trilha que passa por toda aresta do grafo;

trilha euleriana fechada: passeio fechado que passa por
cada aresta do grafo exatamente uma vez;

grafo euleriano: grafo que contém trilha euleriana
fechada.

Teorema
Um grafo conexo G = (V, E) é euleriano se e somente se ndo
tem vértices de grau impar.

Teorema
Um grafo conexo G = (V, E) tem uma trilha euleriana se e
somente se tem apenas dois vértices de grau impar.



Definicoes
Subgrafos

e Um grafo H = (V(H), E(H)) é um subgrafo de
G=(V(G),E(G))se V(H) C V(G) e E(H) C E(G);

e H é subgrafo préprio de G se H é subgrafo de G onde
V(H) # V(G) ou E(H) # E(G), notagéo H ¢ G;

e H ¢ G é subgrafo induzido de G se H é subgrafo de G e,
para todo par de vértices ue vem H, uv € E(H) se e
somente se uv € E(G);

(a) Grafo G (b) Subgrafo induzido de G
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Subgrafos

e H é subgrafo gerador de Gse V(G) = V(H) e
E(H) C E(G).

(c) Grafo G (d) Subgrafo gerador de G



Definicoes

Conectividade em vértices

corte de vértices: subconjunto V' de V(G) tal que G — V/
é desconexo;

k-corte de vértices: corte de vértices com k elementos;
conectividade x(G): menor k para o qual G tem k-corte
de vértices. Entdo G é k-conexo em vértices ou
k-conexo;

grafo biconexo: grafo 2-conexo;

articulacao ou vértice de corte: vértice v € V(G) tal que
V' é um corte de vérticesde G, v e V' e |V'| = 1;

Figure : Grafo 1-conexo em vértices.



Definicoes
Conectividade em arestas

o corte de arestas: subconjunto E’ de E(G) tal que G — E’
é desconexo ou trivial;

e k-corte de arestas: corte de arestas com k elementos;

o conectividade em arestas '(G): menor k para o qual G
é desconexo ou trivial. Entdo G é k-conexo em arestas;

e ponte: aresta uv € E(G) tal que E’ € um corte de arestas
de G,uve E'e|E'|=1;

. e
.~~.V

f h

Figure : Grafo 2-conexo em arestas.



Definicoes

Arvores

 grafo aciclico: grafo que nao contém ciclos;

e arvore: grafo aciclico;

e arvore T = (V(T), E(T)) contém Unico caminho entre
qualquer v,w € V(T);

o arvore geradora: se arvore T é subgrafo gerador de G;

o floresta: grafo aciclico (ndo necessariamente conexo),
cada componente conexo de uma floresta pe uma arvore;

d e

f e f
(a) Grafo G (b) Arvore geradora T de G
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Representacdao Computacional: Lista de Adjacéncias
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Vantagem: espaco em meméria ©(n+ m).
Desvantagem: determinar se aresta esta em G exige
percorrer lista de adjacéncias.
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Representacao Computacional: Matriz de Adjacéncias

1 1 00 1

(6) 10101
() L_jo1o1o0
o’o “ o010 1
{ 1 1010
P 00010
(e) H (f) Matriz de Adjacéncias de

Representacdo Computacional

0
0
0
1
0
[:I-
H

Vantagem: determinar se aresta estd em G exige O(1).
Desvantagem: espaco em memoria O(n?).
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Representacao Computacional: E esse grafo?

11—80—9—10

13
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Exercicios

1. Considere G = (V,E), n=|V|, m = |E| e grafos
nao-orientados. Calcule a complexidade no pior caso de:

Matriz Lista

Problema P oA
Adjacéncias | Adjacéncias

Espaco em memodria
Buscar vértices adjacentes
de um vértice v

Conferir adjacéncia

dos vértices ue v

Visitar todas as arestas
Calcular o grau

de um vértice v
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