Para todo grafo G, x(G) < A(G) + 1.



1: Funcao COLOREREC(G)

2:

11:

Se | V(G)| = 1 entao Devolve { V(G)}
Seja u um vértice qualquer de G
Seja G + G—u
C" + CoLOREREC(()
Se |C'| < A(G) entao
C + C'"U{{u}}
Senao
Seja C'e (' tal que Ng(u)nN C=1)
C«+ (C\{})u{Ccu{u}

Devolve C



1: Funcao COLOREREC2(G)

2:

11:

Se | V(G)| = 1 entao Devolve { V(G)}

Seja u um vértice qualquer de G

Seja G + G—u

C' + COLOREREC2((@)

Se Ng(u) N C'# () para todo C € C’ entao
C + C'"U{{u}}

Senao
Seja C'e (' tal que Ng(u)nN C=1)
C«+ (C\{})u{Ccu{u}

Devolve C



1:
2:
3:
4:

&

Funcao COLORE(G)
Seja C'um vetor de tamanho n
Para u € V(G) faga
Seja ¢ o menor valor de cor nao atribuida aos vizinhos ja
coloridos de u
Clu] + ¢
Devolve C'



Demonstracao 2 para o Teorema ?7. No algoritmo COLORE, no
momento de atribuir uma cor a um vértice v;, a cor usada serd no

maximo d(v;) + 1. Entdo o maior valor de cor usada serd no maximo
A(G) + 1. O

%28



Os algoritmos acima nédo sao étimos.

o Note que o nimero de cores usadas pelas heuristicas acima
depende muito da ordem escolhida para os vértices.

E possivel melhorar o limitante A(G) + 17



Os algoritmos acima nédo sao étimos.

o Note que o nimero de cores usadas pelas heuristicas acima
depende muito da ordem escolhida para os vértices.

o E possivel mostrar que sempre existe alguma ordem que faz os
algoritmos retornarem uma coloracao 6tima.

E possivel melhorar o limitante A(G) + 17



Os algoritmos acima nédo sao étimos.

o Note que o nimero de cores usadas pelas heuristicas acima
depende muito da ordem escolhida para os vértices.

o E possivel mostrar que sempre existe alguma ordem que faz os
algoritmos retornarem uma coloracao 6tima.

¢ O resultado mostrar que ela existe, e ndo como construi-la.

E possivel melhorar o limitante A(G) + 17



Theorem (Brooks, 1941)
Seja G um grafo conexo que nao € wm ciclo impar e nem um grafo
completo. Entao x(G) < A(G).



Coloracao de arestas



Coloracao de arestas

o Uma k-aresta-coloracio de G é uma funcgao sobrejetora
c: B(G) = {1,...,k}.



Coloracao de arestas

o Uma k-aresta-coloracio de G é uma funcgao sobrejetora
c: B(G) = {1,...,k}.

e Uma coloragio de arestas de G (ou uma aresta-coloragdo) é uma
k-aresta-coloragao para algum k.



Coloracao de arestas

e Uma coloragdo de arestas ¢ de G é prépria se c¢(zy) # c(xz) para
todo zy, 2z € E(G) e y # 2.



Coloragao de arestas

o

¢ Cada cor forma um emparelhamento!
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Coloracao de arestas

O /O

¢ Cada cor forma um emparelhamento!
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Coloragao de arestas

¢ Cada cor forma um emparelhamento!
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Coloracao de arestas

¢ Cada cor forma um emparelhamento!
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Seja G um grafo:

e Um grafo G é k-aresta-colorivel se admite uma k-aresta-coloragao
prépria.
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Seja G um grafo:
e Um grafo G é k-aresta-colorivel se admite uma k-aresta-coloragao
prépria.

o O indice cromdtico de G, denotado x'(G), é o menor valor k tal
que G é k-aresta-colorivel.
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Seja G um grafo:

o Um grafo G é k-aresta-colorivel se admite uma k-aresta-coloracao
prépria.

o O indice cromdtico de G, denotado x'(G), é o menor valor k tal
que G é k-aresta-colorivel.

e Se M é uma k-aresta-coloragdo prépria de G e x'(G) = k, entao
dizemos que M é uma colora¢io de arestas minima ou coloragdo
de arestas otima de G.
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* X'(G) =2 A(G).
« X'(G) < |E(G)|.

15



15



15



15



Lemma (Exercicio)
Se G € grafo bipartido k-regular, G pode ser decomposto em k
emparelhamentos perfeitos.
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Theorem (Kénig, 1916)

Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstracao

e Por indugao em m = |E(G)|
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Theorem (Kénig, 1916)

Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstracao

e Por indugao em m = |E(G)|

e Se m =1, entao o resultado vale
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Theorem (Kénig, 1916)
Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstracao

o Por inducdo em m = |E(G)|
e Se m =1, entao o resultado vale

o Entao suponha que m > 1 e seja uv € E(G) uma aresta de G
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Theorem (Konig, 1916)

Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragao (continuagao).

e Se'=G—w
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Theorem (Ké&nig, 1916)
Se G € um grafo bipartido, entio x'(G) = A(G).

Demonstragao (continuagao).

e Se G=G—w
o Como |E(G)| = m— 1, pela hipétese de inducao, vale que
X(@) = A(G)
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Theorem (Kénig, 1916)
Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

o Seja M’ = {My, My, ..., M/} uma coloracao minima de G’
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Theorem (Kénig, 1916)
Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

1
]
]
]
]

O
v

o Se A(G') = A(G) — 1, entdo podemos usar uma cor nova para uv
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Theorem (Kénig, 1916)
Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

U

o Se A(G') = A(G) — 1, entdo podemos usar uma cor nova para uv

21



Theorem (Kénig, 1916)
Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

1
]
]
]
]

O
v

o Entdo podemos assumir que A(G') = A(G') = |M/|
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Theorem (Kénig, 1916)
Se G é um grafo bipartido, entio x'(G) = A(G).

Demonstragio (continuacio).

u

o de(u) < A(G) = |M'|: existe pelo menos uma cor M; de M’ que
© nao ve.
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Theorem (Kénig, 1916)
Se G é um grafo bipartido, entio x'(G) = A(G).

Demonstragio (continuacio).

o de(u) < A(G) = |M'|: existe pelo menos uma cor M; de M’ que
% Nao ve.
o de(v) < A(G) = |M']: existe pelo menos uma cor M; de M’ que

v nao ve.
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Theorem (Kénig, 1916)
Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

e Se pudermos escolher esse ¢ e j com ¢ = j, entao basta colorir uwv
com a cor M;
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Theorem (Kénig, 1916)
Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

U

e Se pudermos escolher esse ¢ e j com ¢ = j, entao basta colorir uwv
com a cor M;



Theorem (Kénig, 1916)
Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

o Entao podemos assumir que 7 # j: u vé a cor M; e v vé a cor M;.
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Theorem (Kénig, 1916)

Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

U

©)
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Theorem (Kénig, 1916)

Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

U

©)

o ue vtem grau 1 em Gjy.
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Theorem (Kénig, 1916)

Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

U

©)

o ue vtem grau 1 em Gjy.

e ue vestdo em componentes de Gy; distintas.
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Theorem (Kénig, 1916)
Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

©)

o Vamos focar na componente P de Gy que contém u
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Theorem (Kénig, 1916)
Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

©)

e Invertendo as cores de P nao gera conflito com o resto da
aresta-coloragao.
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Theorem (Kénig, 1916)
Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

e Seja M” a coloracao de G’ obtida a partir de M’ pela troca das
cores das arestas de P.
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Theorem (Kénig, 1916)

Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

e umnao vé a cor M;
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Theorem (Kénig, 1916)

Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

U

o Atribuimos a cor M; a uv
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Theorem (Kénig, 1916)

Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

e Assim, concluimos que x'(G) < A(G)
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Theorem (Kénig, 1916)

Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).

Demonstragdo (continuagio).

e Assim, concluimos que x'(G) < A(G)
o Como X'(G) > A(G)

34



Theorem (Vizing, 1964)
Seja G um grafo. Entio x'(G) < A(G) + 1.



Theorem (Vizing, 1964)
Seja G um grafo. Entio x'(G) < A(G) + 1.

o Com isso, temos que, para qualquer grafo G,
A(G) < X'(G) < A(G)+1.



Theorem (Vizing, 1964)
Seja G um grafo. Entio x'(G) < A(G) + 1.

o Com isso, temos que, para qualquer grafo G,
A(G) < X'(G) < A(G)+1.

e Decidir se Y'(G) = A(G) ou se X'(G) = A(G) + 1 para qualquer
G é um problema NP-completo.



	Coloração de arestas

