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Teorema 23. Se G € um grafo conexo, entao

m(G) > n(G) — 1.

Questoes:

- Everdade que se m > n — 1, entdo G é conexo?
- Existem grafos com m > n — 1 que sao conexos?

- Como sao os grafos com exatamente n — 1 arestas?
Vamos relacionar:

* Ser conexo;
- nao conter ciclos; e

- ter exatamente n — 1 arestas.
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Teorema 23. Se G’ € um grafo conexo, entao m(G') > n(G') — 1.
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- Se n =1, 0 grafo nao tem arestas e, de fato, m=n —1.

- Existe um vertice v com dg(v) =1
Teorema 9. Todo grafo que ndo contém ciclos tem pelo
menos dois veértices de grau 1.

- G':=G—véconexo, nao tem ciclos e tem n — 1 vértices.
- Pela h.i. m(G") = n(G") —1.

m(G) = m(G') +1=(n(G") —=1)+1=n(G) =n(G) — .
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Lema 26. Se G nao tem ciclos e vale que m=n —1,entao G é
conexo.

- Sejam Gq,...,G, as componentes de G.

- Note que ZL n(Gj)=ne ZL m(G;) = m.

- Cada G; nao tem ciclos e & conexo, entao m(G;) = n(G;) — 1.

- Lema 25. Seja G um grafo conexo. Se G ndo contem ciclos,
entao m(G) = n(G) — 1.

R

R
m=>Y m(G)=> (n(G)—1)=n—*k

1=1

- Por hipotese m=n —1, e assim, k = 1.
- Logo, G é conexo.



-+ Um grafo é aciclico ou floresta se nao contém ciclos



-+ Um grafo é aciclico ou floresta se nao contém ciclos

- Uma arvore é um grafo aciclicos conexo



- Um grafo é aciclico ou floresta se nao contém ciclos
- Uma arvore é um grafo aciclicos conexo

- Uma folha € um vertice com grau 1



Lema 24. Seja G um grafo conexo. Se m(G) = n(G) — 1, entao G
nao contém ciclos.

Lema 25. Seja G um grafo conexo. Se G nao contém ciclos,
entao m(G) = n(G) — 1.

- Uma arvore & um grafo aciclicos conexo

Corolario 27. Seja G um grafo conexo. O grafo G € uma arvore
se e somente se m(G) = n(G) — 1.



Lema 24. Seja G um grafo conexo. Se m(G) = n(G) — 1, entao G
nao contém ciclos.

Lema 25. Seja G um grafo conexo. Se G nao contém ciclos,
entao m(G) = n(G) — 1.

- Uma arvore & um grafo aciclicos conexo

Corolario 27. Seja G um grafo conexo. O grafo G € uma arvore
se e somente se m(G) = n(G) — 1.

Lema 28 (exercicio). Toda arvore G com n > 2 possui pelo
menos duas folhas.
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Arvores sao grafos bipartidos

Toda arvore é um grafo bipartido (por qué?)

Teorema 6. Um grafo G é bipartido se e somente G nao contém
ciclos impares.

- Uma arvore é um grafo aciclicos conexo

10
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- Dizemos E(P) U E(R) € um caminho: o subgrafo induzido
por essas arestas € um caminho.

E=E(P)UE(R) e V= {u: uv € E(P) UE(R)}

- Terminologia pode ser estendida pra passeios e trilhas.

n
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Teorema 29. Seja G um grafo. As seguintes afirmacoes sao
equivalentes:

(a) G é uma arvore.

(b) Existe um Gnico caminho entre quaisquer dois vértices de
G.

(c) G é conexo e paratodae € E, G— e é desconexo. (G é
conexo minimal.)

(d) Géconexoem=n—1.
(e) Géaciclicoem=n-—1.

(f) G é aciclico e para todo par de vértices nao adjacentes
u,v eV, G+ uvtem exatamente um ciclo. (G é aciclico
maximal.)

Vamos mostrar que (a) = (b) = (¢) = (d) = (e) = (f) = (a)
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quaisquer dois vertices de G.

- Para fins de contradicao, suponha que 3Ju,v € V(G) t.q. 3
dois caminhos P e Q distintos entre u e v.

- Sejam P = (uq,...,Ur) e Q= (v1,...,vg),onde us =vy =u
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(b) Existe um Gnico caminho entre quaisquer dois vértices de
G = (c) G é conexo e paratodae € E, G — e & desconexo. (G é
conexo minimal.)
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(c) G é conexo e paratodae € E, G — e & desconexo. (G é
conexo minimal.) = (d) Gé conexoem =n —1
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(e) G é aciclicoe m =n — 1= (f) G é aciclico e para todo par
de vértices nao adjacentes u,v € V, G+ uv tem exatamente um
ciclo. (G é aciclico maximal.)
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Teorema 29. Seja G um grafo. As seguintes afirmacoes sao
equivalentes:

(a) G é uma arvore.

(b) Existe um Gnico caminho entre quaisquer dois vértices de
G.

(c) G é conexo e paratodae € E, G— e é desconexo. (G é
conexo minimal.)

(d) Géconexoem=n—1.
(e) Géaciclicoem=n-—1.

(f) G é aciclico e para todo par de vértices ndo adjacentes
u,v eV, G+ uvtem exatamente um ciclo. (G é aciclico
maximal.)
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Exercicio

Teorema 30. Seja T uma arvore. Um vértice v e V(T) é de
corte se e somente se ele nao é uma folha.
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Arvore geradora

Seja G um grafo

- Um subgrafo H C G é gerador se V(H) = V(G)

21



Arvore geradora

Seja G um grafo

- Um subgrafo H C G é gerador se V(H) = V(G)

- Uma arvore geradora de G € um subgrafo gerador T de G
tal que T € uma arvore
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Teorema 31. Todo grafo conexo contéem uma arvore geradora.
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- Sem=0,entao n =0 e o resultado vale trivialmente.

- Sejauv e E(G),esejaG =G —uv

- Se G’ é conexo, entao pela h.i,, existe uma arvore geradora
TdeG.

- ComoTC G CGeV(G)=V(G), temos que T também &
uma arvore geradora de G.

- Assim, suponha que G’ é desconexo, e sejam G} e G} as
duas componentes conexas de G'.

- Pela h.i, G} contem uma arvore geradora T} e G} contem
uma arvore geradora T,.

- Assim T = E(T;) UE(T,) U {uv} é uma arvore geradora de G.
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Conjectura (Hoffmann-Ostenhof, 2011)

Se G € um grafo conexo 3-regular, entao G pode ser
decomposto em uma arvore geradora, um conjunto de ciclos,
e um conjunto de K.
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Conjectura (Hoffmann-Ostenhof, 2011)

Se G € um grafo conexo 3-regular, entao G pode ser
decomposto em uma arvore geradora, um conjunto de ciclos,
e um conjunto de K.

Exercicio

Teorema 31. Sejam T e T' duas arvores geradoras de G. Para
cada e € E(G) \ E(T"), existe f e E(T") \ E(T) talque T—e+fe
T' — f+ e sao arvores geradoras de G.
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Arvore geradora de custo minimo

Um problema classico em otimizacao combinatoria € o
problema da arvore geradora minima:

Entrada: Ge w: E(G) — R.

Objetivo: encontrar arvore geradora T tal que 3 ¢ W(e) €
minimo.
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Arvore geradora de custo minimo

Um problema classico em otimizacao combinatoria € o
problema da arvore geradora minima:

Entrada: Ge w: E(G) — R.

Objetivo: encontrar arvore geradora T tal que 3 ¢ W(e) €
minimo.

- Polinomial

- Algoritmos: Kruskal, Prim, ou Boruvka.
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