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Introducao

Na aula de hoje

1. Projeto de Algoritmos por inducao
2. Correcao de Algoritmos recursivos
3. Analise de Algoritmos recursivos

4. Paradigma de Divisao e Conquista
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Algoritmos Recursivos

Resolvendo um problema com recursao

- Instancias pequenas: resolvemos diretamente
- Instancias grandes:

- Construimos uma instancia menor do mesmo problema
- Resolvemos essa substancia recursivamente
- Encontramos solucao para a instancia original
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Projeto de Algoritmos Recursivos

- Encontrar e definir um subproblema adequado
- Supor que sabemos resolver instancias menores

- Construir o algoritmo recursivo para o problema
O Subproblema escolhido:

- Nao precisa ser o problema original
- Costuma ser uma variante "mais forte”
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Recursao e Inducao

- E facil obter um algoritmo recursivo da prova indutiva

- caso basico (base): instancias pequenas
- caso geral (passo): instancias grandes

- a chamada recursiva corresponde a hipotese de inducao
- a construcao da solucao corresponde ao passo da inducao

Vantagem: a correcao vem da prova indutiva
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Valor de Polinomio

. Problema: VALOR DO POLINOMIO

Entrada: uma sequéncia de numeros reais A = a,, y_1, ..., a1, 4o
Saida: o valor de P4(z), onde

PA(z) = an2™ + Gp12™ -+ a1z + ag
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Projeto de Algoritmos por Inducao

1. Vocé sabe fazer um caso pequeno (vocé consegue fazer a base)?

2. Assumindo que a hipotese de inducao vale, vocé consegue resolver o
problema?

- O valor dado pela hipotese de inducao seria retornado pela chamada

recursiva.
HIPOTESE DE INDUGAO
Dada uma sequéncia de numeros reais A’ = a,_1,..., a1, ap € um numero real z,

sabemos calcular o valor de

Py(z)=ap 12" '+ -+ az + ao.



Projeto de Algoritmos por Inducao UC%C

HIPOTESE DE INDUGAO

Dada uma sequéncia de numeros reais A’ = a,_1,..., a1, ag € um numero
real z, sabemos calcular o valor de

Py(z) = an13"  + -+ a1z + ap.

Caso geral (n > 0)

- Calculamos Py () recursivamente
- Somamos a,z™ ao resultado obtido



Algoritmo CALCULO-POLINOMIO(A, X)

1: Fungao CALCULO-POLINOMIO(A, n)

2 Se n =0 entao

3 Y < ap

4 Senao

5: A — ap_1,...,a1, a9

6 y + Calculo-Polindmio(A’, z)
7 mn 1

8 Para i + 1 até n faca

9 IN < In - T

10: Yy +a,-an
1 Devolve y

10



Correcao de Algoritmos Recursivos

Correcao de Algoritmos Recursivos: prova por inducao

i
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Correcao de Algoritmos Recursivos: prova por indugao

2. Teorema

Calculo-Polindmio resolve corretamente o problema do Valor do
Polindmio

i



Correcao de Algoritmos Recursivos

Correcao de Algoritmos Recursivos: prova por indugao

~\ Teorema
Calculo-Polindmio resolve corretamente o problema do Valor do
Polindmio
Demonstragao
Seja A = ay, ,_1,..., a1, ay a Sequéncia de numeros coeficientes do

polindmio dada na entrada e seja z o niumero dado na entrada.

A prova segue por inducao em n.

i



Correcao do CALCULO-POLINOMIO(A, X)

Base (n = 0)

- Quando n =0, entao Ps(z) = ap.

12



Correcao do CALCULO-POLINOMIO(A, X)

Base (n = 0)

- Quando n =0, entao Ps(z) = ap.

- Note que esse e exatamente o valor retornado por Calculo-Polindmio,
pois, quando n = 0, o teste da linha 1 da verdadeiro, o que leva o
algoritmo a retornar y = ao (linhas 2 e 10).

12



Correcao do CALCULO-POLINOMIO(A, X)

Passo (P(n — 1) = P(n))
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Passo (P(n — 1) = P(n))
Agora suponha que n > 0.
Entao o teste da linha 1 falha e o algoritmo executa a linha 4 fazendo
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Agora suponha que n > 0.
Entao o teste da linha 1 falha e o algoritmo executa a linha 4 fazendo
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Correcao do CALCULO-POLINOMIO(A, X)

Passo (P(n — 1) = P(n))
Agora suponha que n > 0.
Entao o teste da linha 1 falha e o algoritmo executa a linha 4 fazendo
A= ay, 1,0, 2,...,01, a9 (1)
Na linha 4 fazemos
y = Calculo-Polindmio(A’, z) (2)

Note que A’ tem n — 1 elementos, entao, por hipotese de inducao,

Calculo-Polindmio(A’, z) resolve corretamente o problema e, portanto,
temos que

Yy = Pa(z) 3) =



Correcao do CALCULO-POLINOMIO(A, X)

Note que
Pa(z) = apz™ + Par(z) (4)
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Correcao do CALCULO-POLINOMIO(A, X)

Note que
Pa(z) = apz™ + Par(z) (4)

E facil perceber (exercicio) que o laco da linha 7 para e que ao final da
execucao temos que
an = " (5)
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Correcao do CALCULO-POLINOMIO(A, X)

Note que
Pa(z) = apz™ + Par(z) (4)

E facil perceber (exercicio) que o laco da linha 7 para e que ao final da
execucao temos que
an = " (5)

Ao termino do laco da linha 7, 0 algoritmo faz

y =19y + a,an (6)

Por (5), (3), (4), temos que
Pa(z) = apz™ + Pa(z) = anan+ vy =y (7)

Na sequéncia, linha 10, o algoritmo retorna y, que é o valor correto por (??). "



Analise de Tempo de Execucao

1: Fungao CALCULO-POLINOMIO(A, n)

2 Se n =0 entao

3 Y < ap

4 Senao

5: A — ap_1,...,a1, a9

6 y + Calculo-Polindmio(A’, z)
7 mn 1

8 Para i + 1 até n faca

9 IN < In - T

10: Yy +a,-an
1 Devolve y

15



Analise de Tempo de Execucao

T(n) = {@(1), sen=0

T(n—1)+0(n), sen>0



Analise de Tempo de Execucao

O(1), sen=0

T(n) =
T(n—1)+0(n), sen>0

Atualmente isso nao diz muita coisa, nas proximas aulas vamos aprender
a resolver tal recorréncia e obtermos que
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- Podemos reaproveitar o calculo de 2!
- Para isso, reforcamos a hipotese de inducao
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Melhorando CALCULO-POLINOMIO

- No algoritmo CALCULO-POLINOMIO, recalculamos poténcia de
- Podemos reaproveitar o calculo de 2!
- Para isso, reforcamos a hipotese de inducao

HIPOTESE DE INDUGAO REFORGADA

Sabemos calcular P,_1(z) = a,_12" ' + -+ + a1z + ap € também o valor
de gzt

Podemos fazer uma hipoteses mais fortes sobre a recursao

- mas agora também precisamos retornar o valor de z"



Algoritmo CALCULO-POLINOMIO2(A, X)

1: Fungao CALCULO-POLINOMIO2(A, n)

2 Se n =0 entao

3 Y < ap

4 an 1

5 Senao

6 A — ap_1,...,a1, a9

7 ', 7' + Calculo-Polindmio(A’, z)
8 an < -1

9 Yy +a,-an

10: Devolve y, zn



Algoritmo CALCULO-POLINOMIO2(A, X)

= Teorema

CALCULO-POLINOMIO2 recebe uma sequéncia de reais
A=ay,a,-1,...,01,00 € um real z e devolve Py(z) e z".

19



Algoritmo CALCULO-POLINOMIO2(A, X)

= Teorema

CALCULO-POLINOMIO2 recebe uma sequéncia de reais
A=ay,a,-1,...,01,00 € um real z e devolve Py(z) e z".

Prova de correcao muito similar a do Algoritmo CALCULO-POLINOMIO
(exercicio)

19



Analise de Tempo do Algoritmo CALCULO-POLINOMIO2(A, X) &

1: Fungao CALCULO-POLINOMIO2(A, n)

2 Se n =0 entao

3 Y < ap

4 an 1

5 Senao

6 A — ap_1,...,a1, a9

7 ', 7' + Calculo-Polindmio(A’, z)
8 an < -1

9 Yy +a,-an

10: Devolve y, zn

20



Analise de Tempo do Algoritmo CALCULO-POLINOMIO2(A, X) &

T(n) = {@(1), sen=20

T(n—1)+06(1), sen>0

21
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Problema Fator de Balanceamento em Arvores Binarias

VVamos relembrar arvore binaria de busca

- cada no v tem uma chave
- a subarvore esquerda tem chaves menores
- a subarvore direita tem chave maiores
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Problema Fator de Balanceamento em Arvores Binarias

Vamos relembrar arvore binaria de busca

- cada no v tem uma chave
- a subarvore esquerda tem chaves menores
- a subarvore direita tem chave maiores

a altura de um nod v @ o maior nimero de arestas de v até uma no folha na
subarvore enraizada em v

A\ Definicao

O fator de balanceamento (f.b.) de um né v é a diferenca entre as alturas
da subarvore esquerda e direita. Uma arvore binaria de busca é
balanceada se todo no v tem fb. limitado

- e.g,em uma arvore AVL, todo nd tem fb. —1,0, ou +1 22



Problema Fator de Balanceamento em Arvores Binarias

<. Problema: FATOR DE BALANCEAMENTO

Entrada: uma arvore binaria T com n nos
Saida: o fator de balanceamento de cadano T

23



Problema Fator de Balanceamento em Arvores Binarias

<. Problema: FATOR DE BALANCEAMENTO

Entrada: uma arvore binaria T com n nos
Saida: o fator de balanceamento de cadano T

Vamos projetar o algoritmo indutivamente

HIPOTESE DE INDUGAO

Sabemos como calcular fatores de balanceamento de arvores com
menos de n nos.

23



Problema Fator de Balanceamento em Arvores Binarias

Problema:

- A definicao de f.b. nao é recursiva
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Problema Fator de Balanceamento em Arvores Binarias

NOVA HIPOTESE DE INDUGAO

Sabemos como calcular fatores de balanceamento e alturas de arvores
com menos de n nos.

1. Sen=1
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Problema Fator de Balanceamento em Arvores Binarias

NOVA HIPOTESE DE INDUGAO

Sabemos como calcular fatores de balanceamento e alturas de arvores
com menos de n nos.

1. Sen=1
- fb. éiguala0
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- recursivamente, obtemos a altura da arvore esquerda h,
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Problema Fator de Balanceamento em Arvores Binarias

NOVA HIPOTESE DE INDUGAO

Sabemos como calcular fatores de balanceamento e alturas de arvores
com menos de n nos.

1. Sen=1
- fb. éiguala0
- aalturaéo

2.S5en>1
- recursivamente, obtemos a altura da arvore esquerda h,
- do mesmo modo, obtemos a altura da arvore direita hy
- por definicao, fb. & h, — hy
- aaltura & maz(he, hg) + 1

25



Algoritmo Fator de Balanceamento em Arvores Binarias

1: Fungao FATOR-ALTURA(A, n)

2 Se n =0 entao

3 f«<0

4 h<0

5 Senao

6 f., he < Fator-Altura(4., n.)
7 fa, hg < Fator-Altura(4gy, ng)
8 f<fe—Ja

9 h < max(he, hqg) + 1

10: Devolve v, zn

26
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Divisao e Conquista

- E uma técnica de projeto de algoritmos que envolve recursao

- Aideia é dividir a instancia do problema em duas o mais instancias
menores (divisao), resolvé-los de forma recursiva e combinar as
solucoes em uma solucao da instancia original (conquista)

27



Problema de Ordenacao

A\ Problema: ORDENAGAO

Entrada: < A,n >, onde A = (a4, as, ..., a,) € um vetor com n nUmeros
Salda: permutagao (aj, aj, . .., a,) dos elementos de A tal que

aiSaQS---<a;

28
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Problema de Ordenacao

Entrada: < A,n >, onde A = (a4, as, ..., a,) € um vetor com n nUmeros
Saida: permutacao (ay, ab, ..., a,) dos elementos de A tal que

’n

aiSaQS---<a;

- Vimos que o InsertionSort resolve esse problema em O(n?)
- Vamos tentar fazer um algoritmo recursivo para esse problema

HIPOTE DE INDUGAO

Sabemos resolver o problema da ordenacao para um vetor com menos
de n elementos
28



Problema de Ordenacdo &

UFABC

HIPOTESE DE INDUGAO

Sabemos resolver o problema da ordenacao para um vetor com menos
de n elementos

Caso base (n = 1)

- A[1..1] esta trivialmente ordenado
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HIPOTESE DE INDUGAO

Sabemos resolver o problema da ordenacao para um vetor com menos
de n elementos

Caso base (n = 1)
- A[1..1] esta trivialmente ordenado
Caso geral/passo (n > 1)

- Recursivamente, ordenamos A[l..n — 1]



Problema de Ordenacdo &

UFABC

HIPOTESE DE INDUGAO

Sabemos resolver o problema da ordenacao para um vetor com menos
de n elementos

Caso base (n = 1)
- A[1..1] esta trivialmente ordenado
Caso geral/passo (n > 1)

- Recursivamente, ordenamos A[l..n — 1]
- Reorganizamos A para colocar A[n] no lugar correto



Problema de Ordenacao

1: Funcdao ORDENA(A, n)

2 Se n =0 entao

3 Devolve

4 Ordena(A4,n —1)

5: atual « A[n]

6 j—n—1

7 Enquanto j > 0 e A[j] > atual faca
8 Alj+ 1] « A[j]

o: jej—1

10: Alj + 1] + atual
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Problema de Ordenacao

1: Funcdao ORDENA(A, n)

2 Se n =0 entao

3 Devolve

4 Ordena(A4,n —1)

5: atual « A[n]

6 j—n—1

7 Enquanto j > 0 e A[j] > atual faca
8 Alj+ 1] « A[j]

9 jej—1

10: Alj + 1] + atual

Isso € um "InsertionSort” no qual o laco externo foi trocado por recursao
30



Problema de Ordenacao: Nova tentativa &

HIPOTE DE INDUGAO

Sabemos resolver o problema da ordenacao para um vetor com menos
de n elementos

Caso base (n = 1)

- A[1..1] esta trivialmente ordenado

31
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Problema de Ordenacao: Nova tentativa &

HIPOTE DE INDUGAO

Sabemos resolver o problema da ordenacao para um vetor com menos
de n elementos

Caso base (n = 1)
- A[1..1] esta trivialmente ordenado
Caso geral/passo (n > 1)

- Recursivamente, ordenamos A[l..|n/2]] e A[[n/2] + 1..n]
- Combinamos os dois subvetores ordenados

Esse algoritmo é conhecido com MergeSort
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"MergeSort”

1: Fungao "MERGESORT"(A, n)

2 Se n =1 entao

3 Devolve

4 MergeSort(A[l..[n/2]], |n/2])
5 MergeSort(A[|n/2] + 1], [n/2])
6 Combina(A4, |[n/2])

32



MergeSort

]
2:
3:
4:
5:
6:

. Fungao MERGESORT(A, ini, fim)

Se ini < fim entao
meio < | (ini + fim)/2|
MergeSort(A, ini, meio)
MergeSort(A4, meio + 1, fim)
Combina(A, ini, fim, meio)
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Combina

1: Fungdo COMBINA(A, ini, fim, meio)
2 ny < meio — ini + 1
3 ng < fim — meio
4: Sejam E[l..n; + 1] e D[1..n2 + 1] dois vetores de nimeros
5: Para i = 1 até n; faca
6: E[i] = Alini + i — 1]
7 Para i = 1 até np faca
8: D[i] = Almeio + i]
9: Elng 4+ 1] - o0
10: Dlng + 1] + o0

11 i+ 1

12: j1

13: Para k = ini até fim faca
14: Se E[i] < D[j] entao
15: A[k] = E[4]

16: i+—i+1

17: Sendo

18: A[k] = D[j]

19: jeji+1 34



Analise do Tempo de Execucao do Combina

- Para este algoritmo temos que o tamanho da entrada n é

n = fim—ini+1
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Analise do Tempo de Execucao do Combina

- Para este algoritmo temos que o tamanho da entrada n é
n = fim—ini+1

- O bloco A leva um tempo constante para executar e € executado
apenas uma vez, logo o bloco A leva ©(1) para executar.

- Note que no bloco B cada entrada de A[ini..fim] € acessada para ser
copiada para um dos vetores E ou D. Portanto, o trecho B leva tempo
O(fim — ini + 1) = O(n).

- O trecho C possui apenas instrucoes simples e pode ser executado
em O(1).

- Cada iteragao do bloco D acessa uma entrada diferente de A[ini..fim).
Ademais, cada iteracao leva um tempo constante, logo o tempo de D €

O(fim — ini + 1) = O(n). -



Analise do Tempo de Execucao do Combina

- Assim, o tempo de execucao de Combina é

T(n) = ©(1) + O(n) + ©(1) + O(n) = O(n)
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Analise do Tempo de Execucao do MergeSort

1: Funcao MERGESORT(A, ini, fim)
2 Se ini < fim entao

3 meio < | (ini + fim)/2|

4 MergeSort(A, ini, meio)

5 MergeSort(A4, meio + 1, fim)
6 Combina(A, ini, fim, meio)
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Analise do Tempo de Execucao do MergeSort

- Quando ini > fim, 0 custo de MergeSort € O(1)
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Analise do Tempo de Execucao do MergeSort

- Quando ini > fim, 0 custo de MergeSort € O(1)

- Quando ini < fim, entao as linhas 1 e 2 pagam O(1)

- Alinha 5 gasta ©(n).

- A chamada da linha 3 gasta ©(meio — ini + 1) = O([n/2])
- Ja a da linha 3 gasta O(fim — meio) = ©(|n/2])

- Portanto, o tempo de MergeSort €

{@(1), sen=71en=0

T(n) = T(|n/2])+ T([n/2]) +©(n), sen>1
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Correcao de MergeSort

Teo MergeSort(A4, ini, fim) ordena o subvetor A[ini..fim]
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Correcao de MergeSort

Teo MergeSort(A4, ini, fim) ordena o subvetor A[ini..fim]
Precisamos primeiro demonstrar a correcao de Combina

Lemma 1 Se A[ini..meio] e A[meio + 1..fim] estao ordenados, entao, apos a
execucao de Combina(A, ini, fim, meio), temos que Alini..fim] esta
ordenado.
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Correcao de MergeSort

Teo MergeSort(A4, ini, fim) ordena o subvetor A[ini..fim]
Precisamos primeiro demonstrar a correcao de Combina

Lemma 1 Se A[ini..meio] e A[meio + 1..fim] estao ordenados, entao, apos a
execucao de Combina(A, ini, fim, meio), temos que Alini..fim] esta
ordenado.

- Combinada e um algoritmo iterativo, portanto sua demonstracao e
analoga as vistas anteriormente (exercicio)
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Correcao de MergeSort

Teo MergeSort(A4, ini, fim) ordena o subvetor A[ini..fim]
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Correcao de MergeSort

Teo MergeSort(A4, ini, fim) ordena o subvetor A[ini..fim]

Demonstragao
A prova segue por inducao em n = fim — ini + 1
Base(n=00un=1)

- Se n =0, entao fim = ini — 1.
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Correcao de MergeSort

Teo MergeSort(A4, ini, fim) ordena o subvetor A[ini..fim]
Demonstragao

A prova segue por inducao em n = fim — ini + 1
Base(n=00un=1)

- Se n =0, entao fim = ini — 1.
- Assim Alini..fim] = Alini..ini — 1] = (), e o resultado segue por
vacuidade
- Se n =1, entao fim = ini.
- Assim, Alini..fim] = Alini..ini] = A[ini] €, portanto, esta trivialmente
ordenado.
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Correcao de MergeSort

Passo (P(k) = P(n),Vk < n)

- Agora suponha que n > 1 e suponha que MergeSort ordena vetores
quando o tamanho k (k = fim’ — ini’ + 1) € menor que n.
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- Neste caso o teste da linha 1 da verdadeiro
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41



Correcao de MergeSort

Passo (P(k) = P(n),Vk < n)

- Agora suponha que n > 1 e suponha que MergeSort ordena vetores
quando o tamanho k (k = fim’ — ini’ + 1) € menor que n.

- Como n > 1, temos que fim > ini.
- Neste caso o teste da linha 1 da verdadeiro
- Na linha 2, o algoritmo faz meio = | (fim + ini) /2]

- Na sequéncia o algoritmo faz duas chamadas recursivas. A primeira é
sobre Alini..meio).

41



Correcao de MergeSort

- Note que meio — ini+ 1 = [(fim + ini)/2 — ini + 1 < n, quando n > 1.
Entao essa chamada, por hipotese de inducao, funciona.
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Correcao de MergeSort

- Note que meio — ini+ 1 = [(fim + ini)/2 — ini + 1 < n, quando n > 1.
Entao essa chamada, por hipotese de inducao, funciona.
- Como fim — (meio+ 1) + 1 < n, a segunda chamada também funciona.

- Assim Alini..meio] € A[meio+ 1..fim] estao ordenados
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Correcao de MergeSort

- Note que meio — ini + 1 = | (fim + ini)/2 — ini + 1 < n, quando n > 1.
Entao essa chamada, por hipotese de inducao, funciona.

- Como fim — (meio+ 1) + 1 < n, a segunda chamada também funciona.

- Assim Alini..meio] € A[meio+ 1..fim] estao ordenados

- Pelo Lemma 1, ap0s a execucao de Combina(A, ing, fim, meio), temos
que Alini..fim] esta ordenado  [J
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