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Grafos

1. Dado um grafo G, o quadrado de G é o grafo G? tal que V(G?) = V(G) e, para cada par
de vértices x,y € V(G), a aresta xy vai existir em E(G?) se e somente se temos xy € E(G)
ou se existe algum outro vértice w € V(G) tal que as arestas xw e wy existem em E(G). Em
outras palavras, em G? existe aresta entre todo par de vértices cuja distancia é 1 ou 2 em G.

Descreva um algoritmo que recebe um grafo G qualquer e devolve G2. Tenha certeza que
o grafo G? nado possui arcos paralelos. Analise o tempo de execucdo se o algoritmo for
implementado usando listas de adjacéncias e se for usando matriz de adjacéncias. Nao é
preciso apresentar uma demonstragdo de correcéo.

2. O digrafo transposto de um digrafo D é o digrafo DT tal que V(D) = V(T) e E(DT) =
{vu: uv € E(D)}. Assim, DT é D com todas as arestas invertidas. Descreva um algoritmo
que recebe um digrafo D qualquer e devolve DT. Analise o tempo de execugio se o algo-
ritmo for implementado usando listas de adjacéncias e se for usando matriz de adjacéncias.
Nao é preciso apresentar uma demonstragao de corregéo.

3. Adapte o algoritmo da Busca em Largura para que o mesmo conte o niimero de compo-
nentes conexas de um grafo e analise a complexidade do algoritmo resultante.

4. Leia a Segdo 24.2 das notas de Aula dos Professores Carla N. Lintzmayer e Guilherme O.
Mota (veja secdo de referéncias bibliograficas do curso) para aprender sobre o Algoritmo de
Busca em Profundidade.

5. Considere o grafo G definido por V(G) = {a,b,c,d,e, f,g,h,i} e E(G) = {ad, de, ea, ba,
bf, fg, gb, cb, ch, hi, ic}. Execute a busca em largura sobre G a partir do vértice e. Execute
a busca em profundidade sobre G a partir do vértice e. Vocé pode representar a execugdo
mostrando a evolugdo do preenchimento de dois vetores, visitado e predecessor, que sdo
indexados pelos vértices.

6. Prove eu apresente um contraexemplo para a seguinte afirmac¢do: da mesma forma que
acontece com a arvore de busca resultante da execugdo do algoritmo BFS, podemos usar a
arvore de busca resultante do algoritmo DFS para encontrar caminhos minimos da raiz até
todos os outros vértices do grafo.

7. Escreva um algoritmo que recebe um grafo G e dois vértices s e v e devolve a sequéncia
de vértices de um sv-caminho em tempo O(|V(G)| + |E(G)|).

8. Dada uma arvore T, o didmetro de T é o valor da maior distancia entre quaisquer dois
vértices de T. Formalmente, é o nimero max{dist(u,v): u,v € V(T)}, onde dist(u,v) é
a distancia entre u e v em T, em ntimero de arestas. Escreva um algoritmo que, dada T,
determine o didmetro de T em O(V). Justifique a corregdo do seu algoritmo.

9. Seja G = (V,E) um grafo e w: E(G) — Z, uma funcdo de custo nas arestas tal que
w(e) > 1. Construa o grafo H tal que cada aresta e € E(G) é substituida por um caminho
com w(e) arestas sem custo em H (ou, similarmente, de custo 1). Assim, H possui os mesmos
vértices de G e alguns vértices extras. Veja as Figuras 1a e 1b.
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(a) Grafo G.

(b) Grafo H.

Figure 1: Exemplos para o exercicio 9.

Dado um vértice s € V(G), qual é o tempo de execugdo da busca em largura sobre H a partir
de s? E possivel escrever esse tempo em funcéo de |V (G)| e |E(G)|? Para todo v € V(G),
o custo do sv-caminho minimo em H encontrado pela busca em largura é o mesmo do sv-
caminho minimo em G? Formalize devidamente sua resposta.

1 Novos Exercicios - AA 2023

Dicas 1 Vocé nédo precisa formalizar direitinho todos os exercicios da lista (a formalizagdo
consome tempo, é burocrético e massante). Formalize alguns até vocé estar confortavel com
o processo, afinal é assim que voceé terd que fazer nas avaliagdes. Nos outros exercicios, faca
apenas anotagdes rdpidas na margem de cada linha.

Dicas 2 Vocé pode usar qualquer resultado visto em sala de aula sem a necessidade de
provar. Apenas referéncie corretamente o uso de tal resultado.

1. Analise o tempo de execugdo do algoritmo a seguir.

1: Fung¢ao CHECKSTABILITYNUMBER2(G)
2: Para cada u € V(G) faca
Paracadav € V(G) \ {u} faca
Se uv ¢ E(G) entdo
Para cadaw € V(G) \ {u, v} faca
Se wu ¢ E(G) e wv ¢ E(G) entdo
Devolve Falso
Devolve Verdadeiro

2. Uma fila de prioridades é uma fila na qual o elementos sdo processados de acordo com
suas prioridades. As operagdes mais comuns de uma fila de prioridades sdo:

INSERIRFILA(Q, ¢, p) operacdo que insere um elemento e com prioridade p em uma
fila de prioridades Q.



EXTRAIRMINFILA(Q) operagao que extrai e retorna o elemento de menor prioridade
da fila Q.

EHVAZIA( Q) operagdo que retorna Verdadeiro se a fila Q é vazia e Falso, caso con-
trario.

ATUALIZAPRIORIDADEFILA(Q, 1, p) operacdo que atualiza a prioridade do elemento
u para p na fila de prioridade Q.

PEGAPRIORIDADEFILA(Q, v) operacdo que retorna a prioridade do elemento v.

Fila de prioridade é um tipo abstrato de dados e, por conseguinte, pode ser implemen-
tado de diversas formas.

(a) Escreva o pseudo-cédigo de uma implementacdo de filas de prioridades usando
vetores e analise o tempo de execugdo do seu cédigo.

(b) Escreva o pseudo-cédigo de uma implementagédo de filas de prioridades usando
heap bindria e analise o tempo de execugdo do seu cédigo.

(c) Assumindo que a estrutura lista de adjacéncias foi utilizada para representar o
grafo e que vetores foram utilizados para representar a fila de prioridades, analise
o tempo de execugdo do Algoritmo 1.

(d) Assumindo que a estrutura lista de adjacéncias foi utilizada para representar o
grafo e que uma heap bindria foi utilizada para representar a fila de prioridades,
analise o tempo de execugdo do Algoritmo 1.

(e) Assumindo que a estrutura matriz de adjacéncias foi utilizada para representar o
grafo e que vetores foram utilizados para representar a fila de prioridades, analise
o tempo de execugdo do Algoritmo 1.

(f) Assumindo que a estrutura matriz de adjacéncias foi utilizada para representar o
grafo e que uma heap bindria foi utilizada para representar a fila de prioridades,
analise o tempo de execucdo do Algoritmo 1.

Algorithm 1 Algoritmo de Prim

1: Fungdo PRIM(G, w) > w: E(G) — R é uma funcdo que da custo as arestas. Qual estru-
tura de dados vocé usara para representar isso?

2: Cria uma fila de prioridades Q

3: Para cada u € V(G) faga

4: INSERIRFILA(Q, u, 00)

5: pred[u] = Null

6: Sejas € V(G)

7: pred[s] = s

8: ATUALIZAPRIORIDADEFILA(Q, s, 0)

9: Enquanto ndo EHVAZIA(Q) faca

10: u = ExtrairMinFila(Q)

11: Para cada v € N(u) faca

12: Sev € Qew(uv) < PEGAPRIORIDADEFILA(Q, v) entdo
13: pred[v] = u

14: ATUALIZAPRIORIDADEFILA(Q, v, w(uv))

3. Analise o tempo de execugdo da fung¢do DFS(G, s).



1: Fun¢do DFS(G, s) > onde G é um grafoe s € V(G)
2 Para cada u € V(G) faga

3 vis[u] = Falso

4 pred[u] = Null

5: pred[s] = s

6: DFS_SEARCH(G,s)

7: Fun¢do DFS_SEARCH(G, u)

8 vis|u| = Verdadeiro

9 Para cadav € N(u) faca

10: Se vis[v] == Falso entdo
11: pred[v] = u
12: DFES_SEARCH(G, v)

4. Analise o tempo de execucdo da fungdo isNegCycle.

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

struct Edge { int src, dest, weight; };

struct Graph {

int V, E;

struct Edgex edge;
I

struct Graph* createGraph(int V, int E) {
struct Graph* graph = new Graph;
graph->V = V;
graph->E = E;
graph->edge = new Edge[graph->E];
return graph;

}

bool isNegCycle(struct Graph* graph, int src) {
int V = graph->V;
int E = graph->E;
int dist[V];

for (int i = 0; i < V; i++)
dist[i] = INT MAX;
dist[src] = 0;

for (int i = 1; i <=V - 1; i++) {
for (int j = 0; j < E; j++) {
int u = graph->edgel[j].src;
int v = graph->edgel[j].dest;
int weight = graph->edgelj].weight;
if (dist[u] '= INT_MAX && dist[u] + weight < distl[v])
dist[v] = dist[u] + weight;



for (int i = 0; i < E; i++) {
int u = graph->edgel[i].src;
int v = graph->edgel[i].dest;
int weight = graph->edgel[i].weight;
if (dist[u] '= INT_MAX && dist[u] + weight < dist[v])
return true;

return false;

+

. Com relagdo ao algoritmo BFS visto em sala de aula: prove que se d[u] < oo, entdo u
pertence a arvore T induzida por pred[] e o caminho de s a u em T tem comprimento

dlu]

. Prove que se u é um vértice alcancdvel a partir de um vértice s e uv é uma aresta do
grafo, entdo v também é alcangével.

. Seja T uma &rvore de BFS de um grafo G enraizada em um vértice s. Sejam L; = {u €
V(T): distg(s,u) =i}, parai =0,1,...n — 1, os conjuntos com os vértices a distancia
i da raiz. Prove queseu € L;,v € Lje |i — j| > 1, entdo uv ¢ E(G).

. Mostre que ndo é possivel usar a arvores de DFS para resolver o problema Single
Source-Shortes Path, diferentemente do que ocorreu com a 4rvore de BFS.



