Linguagens formais e Automatos Finitos
Deterministicos

CCM-104: Teoria da Computacao

Prof. Maycon Sambinelli
m.sambinelli@ufabc.edu.br

Centro de Matematica, Computagao e Cognicao
Universidade Federal do ABC

UFABG


mailto:m.sambinelli@ufabc.edu.br

*J¢ Objetivos de aprendizagem

- Aprendizado de conceitos de linguagens formais: alfabeto,
cadeia, linguagem, etc.

- Aprendizado do conceito de Automato Finito
Deterministico (AFD)

- Projetar um AFD para reconhecer uma determinada
linguagem
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Cadeias e Linguagens

- Um alfabeto & um conjunto finito de elementos chamados
simbolos.

- ¥ ={0,1}

- Yo ={ab,..., 2}

- ={0,1,0,0,®, &}
- T'y = {if,while, for, =}

- Geralmente sao representados por letras gregas
maidsculas (3,T', Q)
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Cadeia

Dado um alfabeto I', uma cadeia (sobre um alfabeto) é uma
sequéncia wyws - - - wy, onde w; e F'paral < i< n.

- Uma cadeia € uma sequéncia finita de simbolos de um
alfabeto.

= Exemplos

- 01001 € uma cadeia sobre o alfabeto {0,1}
- abracadabra € uma cadeia sobre o alfabeto {a,b,..., z}

- Cadeias geralmente sao denotadas por letras gregas
minusculas (w, a, 3,7)

- Cadeias também sao chamadas de strings ou palavras
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Concatenacao de cadeias

A concatenacao da cadeia « = ajay - - - a, COM a cadeia
B = b1by--- by, denotada por af3, é a cadeia
ajag - anb1b2... bm

= Exemplos
Sejam a = vovo € 3 = juju. Entao

aff = vovojuju



Poténcia de cadeia

Dado uma cadeia «, definimos

ak:aa--~a
—_——
k



Poténcia de cadeia

Dado uma cadeia «, definimos

- Se a = aba, entdo a® = aba _aba aba
o

(% (e [e%



Poténcia de cadeia

Dado uma cadeia «, definimos

- Se a = aba, entdo a® = aba _aba aba
o
«

(% (e

- Se 8 =01110, entdo B2 = 0111001110
—— ——

B B
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Poténcia de cadeia (Cont.)

Abreviagao. Quando a = a, onde a € um simbolo do alfabeto,
escrevemos a* por brevidade.

= Exemplos

ab*ac®b = a bb a ccc b
~— =~

b2 c3
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Para um o C ¥ e w € ¥*, denotamos por |w|, 0 nimero de
ocorréncias em w de simbolos de a.

Para simplificar a escrita, abusaremos da notacao escrevendo
0 subscrito como uma cadeia, ao invés de usarmos a notacao
de conjunto. Assim, ao invés de escrevermos |wl¢, o},
escreveremos |w/qo.

= Exemplos
- w = 010010 sobre o alfabeto {0,1}
*wlo =4
* |w|1 =2
* w = abobora sobre o alfabeto {a,,..., 2}
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Nimero de ocorréncias

Para um o C ¥ e w € ¥*, denotamos por |w|, 0 nimero de
ocorréncias em w de simbolos de a.

Para simplificar a escrita, abusaremos da notacao escrevendo
0 subscrito como uma cadeia, ao invés de usarmos a notacao
de conjunto. Assim, ao invés de escrevermos |wl¢, o},
escreveremos |w/qo.

- w = 010010 sobre o alfabeto {0,1}
*Jwlo =4
wh =2
* w = abobora sobre o alfabeto {a,,..., 2}
* |wloq =4
wler =3



Cadeia vazia

A cadeia vazia, denotada por ¢, € a cadeia de comprimento 0
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Cadeia vazia

A cadeia vazia, denotada por ¢, € a cadeia de comprimento 0

Dada um cadeia w sobre um alfabeto ¥

WE = W = W



Cadeia reversa

O reverso da cadeia w = wiwy - - - wy, denotado por w¥, é a
cadeia wywy_1 - - - wy.

1



Cadeia reversa

O reverso da cadeia w = wiwy - - - wy, denotado por w¥, é a
cadeia wpwp—1 - - - wy.

= Exemplos

Se av = abede, entao aft = edcba



Poténcia de alfabetos

Dado um alfabeto ¥, denotamos por ¥, o conjunto de todas
as cadeias de comprimento & sobre o alfabeto X.
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as cadeias de comprimento k sobre o alfabeto X.

Seja ¥ = {0,1}. Entao

20 = e}
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. Zoz{g}
- ¥l ={0,1}
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Poténcia de alfabetos

Dado um alfabeto ¥, denotamos por ¥, o conjunto de todas
as cadeias de comprimento k sobre o alfabeto X.

= Exemplos
Seja ¥ = {0,1}. Entao
- X0 = {e}
- xt={0,1}
- %2 =1{00,01,10,11}
- ¥3 = {000, 001,010,011, 100, 101,110, 111}



Fecho de Kleene e Fecho positivo de um alfabeto

Dado um alfabeto %,

- o fecho de Kleene de X, denotado por ¥*, €

oo
=0
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Fecho de Kleene e Fecho positivo de um alfabeto

Dado um alfabeto %,

- 0 fecho de Kleene de X, denotado por £*, é

=0

- o fecho positivo de ¥, denotado por X7, é

2+:©2i:z*\{e}
=1

= Exemplos
Seja ¥ = {0,1}. Entao

- »* ={e,0,1,00,01,10, 11,100, ...}



Fecho de Kleene e Fecho positivo de um alfabeto

Dado um alfabeto %,

- 0 fecho de Kleene de X, denotado por £*, é

=0

- o fecho positivo de ¥, denotado por X7, é

2+:©2i:z*\{e}
=1

= Exemplos

Seja ¥ = {0,1}. Entao
- ¥* ={¢,0,1,00,01,10,11,100,...}
- ¥t ={0,1,00,01,10,11, 100,...}



Uma cadeia 3 é subcadeia de uma cadeia w, denotado por 8 < w, se
existem cadeias a e ~y tais que w = af3y.
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Subcadeia

Uma cadeia 3 é subcadeia de uma cadeia w, denotado por 8 < w, se
existem cadeias « e « tais que w = af7.

= Exemplos

- B = ab é subcadeia de w = aaaabbb, pois w = aaa_ab_ _bb

—~—

a B8 7

- B =01 é subcadeia de w = 01101, poisw =_¢ 01 101

—~— =

a B y

- B = ba & subcadeia de w = aaabba, POis w = aaab_ba ¢
——

@ B ¥

- cac < batcacte

Obs: note que ¢ é subcadeia de qualquer cadeia.



Seja a Jw. Dizemos que

- « € uma subcadeia propria, denotado por a < w, se a # w.
- a é uma subcadeia nao degenerada se a # e.
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Prefixo e Sufixo

Sejam « e w duas cadeias de X*.

- Dizemos que « é prefixo de w, denotado por a C w, se
w = af3, para alguma cadeia 8 € ¥*.

- Dizemos que « é sufixo de w, denotado por a J w, se
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Prefixo e Sufixo

Sejam « e w duas cadeias de X*.

- Dizemos que « é prefixo de w, denotado por a C w, se
w = af3, para alguma cadeia 8 € ¥*.

- Dizemos que « é sufixo de w, denotado por a J w, se
w = Pa, para alguma cadeia 5 € ¥*.

- Um prefixo (resp. sufixo) a & proprio, denotado por C
(resp. 1), se a # e.

- telo J martelo
- ¢ C tubaina
- 1011 = 1011101110

+ ina 1 tubaina



Linguagem

Uma linguagem L sobre um alfabeto ¥ & um subconjunto de
¥* e,
LCXY".
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Exemplos de Linguagem

B Exemplos

- Ly = {1,10,11,100}.

© Ly ={we{0,1}": |uo = [w]1}
- Ly={0"1" € {0,1}*: n> 1}

© Ls = {e}

© Le = {}

- Bvens = {w0: w e {0,1}*} linguagem dos inteiros nao negativos
pares (em binario)

- Palin = {w € ¥*: w = wf} linguagem dos palindromos

- Pythag = {a® ba’ ba¥" € {a,b}*: existem i,j, k €
Z>i tal que  + 72 = K} a linguagem dos tridngulos retangulos

- Primes = {w € {1}*: Vk € Z>1 se k|jw| = k=1o0u k= |w|}



Problema de interesse

Seja L uma linguagem sobre um alfabeto X e sejaw € ¥*. A
cadeia w pertence ou nao a linguagem L?
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Automatos Finitos Deterministicos (AFD)

Autdomatos Finitos Deterministicos (AFD):

- E um modelo computacional com uma quantidade
limitada (finita) de memoria.
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Automatos Finitos Deterministicos (AFD)

Autdomatos Finitos Deterministicos (AFD):

- E um modelo computacional com uma quantidade
limitada (finita) de memoria.

- Modelo computacional mais simples que estudaremos no
curso.

- Aplicacoes
- Modelagem de controladores simples: estabelecem uma

terminologia e técnica padrao.
- Usado na fase de analise léxica dos compiladores.

- E um dispositivo reconhecedor de linguagem.
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Diagrama de Estados

Diagrama de Estados do AFD M*
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Diagrama de Estados

Diagrama de Estados do AFD M*

- trés estados: ¢, q2, ¢3.

- 0 estado inicial (¢;) é indicado por uma flecha vinda de lugar
algum.

- Um estado final (¢2) é indicado por um circulo com aro duplo.

- As flechas ligando estados sao chamadas de transicgoes.

- Quando o autémato recebe uma cadeia de entrada, ele
processa a cadeia e aceita ou rejeita ela.
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Funcionamento de um automato

Diagrama de Estados do AFD M*

Vamos processar as seguintes cadeias com o autdmato M*
- 010101
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Funcionamento de um automato

Diagrama de Estados do AFD M*

Vamos processar as seguintes cadeias com o autdmato M*
- 010101

- 011000
< 100

Qual a linguagem aceita pelo automato M*? 2



Definicao formal (matematiqués)

- Uma definicao formal é precisa
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Definicao formal (matematiqués)

- Uma definicao formal é precisa
- resolve incertezas sobre o que pode e nao pode

- Um automato pode ter mais do que um estado inicial?

- Um automato pode ter mais de uma flecha saindo do
mesmo estado com o mesmo simbolo do alfabeto?

- Um automato precisa ter um estado final?
- Um automato pode ter mais do que um estado final?

- Cada estado precisa ter uma flecha saindo com cada
simbolo do alfabeto?

- Ademais, definicao formal prové notacao adequada
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Automatos Finitos Deterministicos

Uma autdmato finito deterministico (AFD) é uma 5-upla (@, 3, 6, qo, F), onde
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- Um autdmato precisa ter um estado final?
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Definicao Formal do Automato M*

Diagrama de Estados do AFD M*
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Definicao Formal do Automato M*

Diagrama de Estados do AFD M*

M =(Q,%,6,q, F),onde Q= {q, @, ¢}, X=1{0,1}, F={¢}
e § é definido como

610 1
Q| Q2
@2 | 4G §
43 2 @
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Dissecando um AFD

- A memoria do AFD = seus estados = Finita
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Dissecando um AFD

- A memoria do AFD = seus estados = Finita

- Determinismo: para cada simbolo da entrada existe
exatamente um estado para o qual o autdmato pode
transitar do estado atual
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Aceite em um AFD

Seja M= (Q,%,6,q1, F) um AFD e seja w = wyws - - - w, UMA
cadeia sobre Y. Dizemos que M aceita w se existe uma
sequéncia de estados (r, s, ..., r,) tal que

Tn=aq
-5(n,wi):7“i+1, Vz’zl,...,n—l

s r, €F
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Linguagem reconhecida por um automato

Se X é o conjunto de todas as cadeias que um AFD M aceita,
entao dizemos que

- X e alinguagem de M
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Linguagem reconhecida por um automato

Se X é o conjunto de todas as cadeias que um AFD M aceita,
entao dizemos que

- X e alinguagem de M
(M= X
- Mreconhece X

= Exemplos

L(M*) = {we {0,1}*: wcontém ao menos um simbolo 1 e
contém um numero par de zeros apos o ultimo 1}.



Linguagem reconhecida por um automato

Se X é o conjunto de todas as cadeias que um AFD M aceita,
entao dizemos que

- X e alinguagem de M

- L(M)=X

- Mreconhece X

= Exemplos

L(M*) = {we {0,1}*: wcontém ao menos um simbolo 1 e
contém um numero par de zeros apos o ultimo 1}.

Um AFD aceita varias cadeias mas reconhece apenas uma
linguagem!



Configuracao Instantanea de um AFD

Seja M= (Q,%,6, qo, F) um AFD e seja w € ¥*.

Note que ao processar um AFD, podemos determinar a
configuracao (instantanea) do processamento da entrada por

um par (¢, 3), onde g€ Qe B é o sufixo da cadeia w que ainda
falta ser processada pelo AFD.
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Configuracao Instantanea de um AFD

Seja M= (Q,%,6, qo, F) um AFD e seja w € ¥*.

Note que ao processar um AFD, podemos determinar a
configuracao (instantanea) do processamento da entrada por
um par (¢, 3), onde g€ Qe B é o sufixo da cadeia w que ainda
falta ser processada pelo AFD.

%
Usamos os simbolos + e + para denotar transicoes para uma
nova configuragao.

- Se (¢, ay) € uma configuracao e d(q, a) = p, entao
escrevemos (g, ay) F (p, ).
- Se (p,7) e (g, B) sao configuragoes, entao escrevemos

(p,7) F (g, 8) para denotar que existe uma sequéncia de
configuracoes tal que

(p,7) = (ri, A1) F (r2, X2) F - F (1, M) = (¢, B) 30



Funcao de Transicao Estendida (informal)

Seja M= (Q,%,4, q0, F) um Autdmato Finito Deterministico.

A funcdo de transicao estendida de M: §(q,w)
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Funcao de Transicao Estendida (informal)

Seja M= (Q,%,4, q0, F) um Autdmato Finito Deterministico.

A funcdo de transicao estendida de M: §(q,w)

- Entrada: um estado ¢ e uma cadeia w
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Funcao de Transicao Estendida (informal)

Seja M= (Q,%,4, q0, F) um Autdmato Finito Deterministico.

A funcdo de transicao estendida de M: §(q,w)

- Entrada: um estado ¢ e uma cadeia w

- Saida: o estado ativo de M apos o processamento de toda
a cadeia w, comecando a execucao pelo estado q
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Funcao de Transicao Estendida (formal)

T Definicao

Dado um Automato Finito Deterministico M = (@, %, 4, qo, F).
A funcao de transicao estendida de M é a funcao

5: Q x ¥* — @ definida como:

. q sew=c¢
6(Q7w)_{

5(0(g,a),a) Ssew=aaeael
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Automatos finitos deterministicos - Transicao Estendida
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Automatos finitos deterministicos - Transicao Estendida

- 01(q1,aabba) = g3
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Automatos finitos deterministicos - Transicao Estendida

- 01(q1,aabba) = g3
- 01(g2,8) = @
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Automatos finitos deterministicos - Transicao Estendida

- 01(q1,aabba) = g3
- 01(g2,8) = @

. 61(q4,abbba) = @5
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Computando w = aabbabaa em M,

b b a,b
Y el
M, a0 () ()2 () 2 <q0®

a

estados ativos ‘ cadeia
q1
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Computando w = aabbabaa em M,

b b a,b
Y el
M, a0 () 2 () () 2 <q0®

a

estados ativos cadeia
] aabbabaa
Il aabbabaa
Il aabbabaa
G aabbabaa
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Computando w = aabbabaa em M,

a b b a,b
1 —@) @ ———w——(
a
estados ativos cadeia
Q1 aabbabaa
Q1 aabbabaa
Q1 aabbabaa
¢ = 61(q1,aab) | aabbabaa
G2 aabbabaa
q3 aabbabaa
qa aabbabaa
q5 aabbabaa
q5 aabbabaa_
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Computando w = aabbabaa em M,

b b a,b
Y el
M, n O (33) () —° CqO@

a

estados ativos cadeia
@ =61(q,€) aabbabaa
@ =01(q,a) aabbabaa
@ = 01(q,aa) aabbabaa

@ = 61(q1,aab) aabbabaa

g2 = 01(¢q1,aabb) aabbabaa
@3 = 61(q1, aabba) aabbabaa
g1 = 61(q1, aabbab) aabbabaa
g5 = 61(q1,aabbaba) | aabbabaa
¢s = 61(q1, aabbabaa) | aabbabaa_
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Aceite em um AFD - Defini¢oes Alternativas

Seja M= (Q,%,0,q1, F) um AFD e seja w = wyws - - - w, UMa
cadeia sobre X.

- Versao 1. Dizemos que M aceita w se existe uma

sequéncia de estados (7, 1o, ..., m,) tal que
Tn=aq
° (S(Ti,wi)zf’i+1, Vi:1,...,7’l—1
crp,€F

- Versdo 2. Dizemos que M aceita w se §(qi,w) € F.
- Versao 3. Dizemos que M aceita w se existe uma

*

sequéncia de configuragoes (g1,w) - (g5 €), onde g € F.
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Mais Exemplos de AFD

Diagrama de Estados do AFD M
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Mais Exemplos de AFD

Diagrama de Estados do AFD M

L(M) = {w: wtermina em 1}
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Mais Exemplos de AFD (Cont)

Diagrama de Estados do AFD M”
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Mais Exemplos de AFD (Cont)

Diagrama de Estados do AFD M”

L(M") = {w: w=e ou termina em 0}
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Linguagens Regulares

Uma linguagem é regular se algum AFD a reconhece



Problema de interesse

Problemas de interesse:

- Dado AFD M, determine L(M)
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Problemas de interesse:

- Dado AFD M, determine L(M)
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Problema de interesse

Problemas de interesse:

- Dado AFD M, determine L(M)

- Dada L C ¥* faca um AFD que reconhece L
- Dada L C ¥*, determine se L é regular.
- Como fazemos isso?
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Projetando Automatos Finitos Deterministicos

- L ={} (linguagem vazia)
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Projetando Automatos Finitos Deterministicos

- L ={} (linguagem vazia)
- Ly = {e} (linguagem contém cadeia vazia)
« Ly = {we {0,1}*: 01<1w}
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Projetando Automatos Finitos Deterministicos

L ={}
. LQZ{E}

« Ly ={we {0,1}*:
« Ly ={we {0,1}:
« Ly = {we {0,1}*:
-« Lg ={we {0,1}*:

(linguagem vazia)
(linguagem contém cadeia vazia)
01« w}
wtem um nimero par de zeros}
00 Jwe ||, >1}
terceiro simbolo a partir do fim & 1}
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Exercicios

Projete AFDs para reconhecer as seguintes linguagens:

« LIy = {we {0,1}*: 01 T w}
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Exercicios

Projete AFDs para reconhecer as seguintes linguagens:
« LIy = {we {0,1}*: 01 T w}
« Ly = {we {a, b}*: wcomega e termina com o0 mesmo simbolo}
- Ly ={we {0,1,2}*: asoma dos simbolos de wé =0 (mod 3)}
- Ly = {we {0,1}*: toda posicao impar de wé 1}
« Ly ={we {0,1}*: 110 £ w}
 Lg = {we {0,1}*: todo 0 em w é seguido de pelo menos um 1}

. L7:{w6{071}*; |w|022e\w|1§1}

41



Demonstrando a Linguagem de um AFD




AFD M*

Diagrama de Estados do AFD M*

L(M*) = {we {0,1}*: wcontém ao menos um simbolo 1 e
contém um numero par de zeros apos o ultimo 1}.

4



Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Td Teorema

Seja

X ={we {0,1}*: wcontém ao menos um simbolo 1

e contém um ndmero par de zeros apés o Gltimo 1}.

Entao L(M*) = X
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 8(q1,w) = ¢ © w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero
par de 0's apo6s o Gltimo 1

(3) §(q1,w) = g5 < w contém ao menos um 1 e contém um niimero
impar de 0's apds o dltimo 1
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 8(q1,w) = ¢ © w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero
par de 0's apo6s o Gltimo 1

(3) 6(q1,w) = g3 & w contém ao menos um 1 e contém um nimero

impar de 0's apds o dltimo 1

Demonstracao.
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 8(q1,w) = ¢ © w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero
par de 0's apo6s o Gltimo 1

(3) §(q1,w) = g5 < w contém ao menos um 1 e contém um niimero
impar de 0's apds o dltimo 1
Demonstracao.

- Por inducao em |w|
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 8(q1,w) = ¢ < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero
par de 0’s ap6s o dltimo 1

(3) S(ql,w) = @3 & w CONtém ao menos um 1 e contém um nlmero
impar de 0’s ap6s o dltimo 1

BASE |w| = 0.
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 8(q1,w) = ¢ < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero
par de 0’s ap6s o dltimo 1

(3) S(ql,w) = @3 & w CONtém ao menos um 1 e contém um nlmero
impar de 0’s ap6s o dltimo 1

BASE |w| = 0.

- Neste caso w = ¢ e, portanto, contém zero simbolos 0's e 1's.
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 8(q1,w) = ¢ < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero
par de 0’s ap6s o dltimo 1

(3) S(ql,w) = @3 & w CONtém ao menos um 1 e contém um nlmero
impar de 0’s ap6s o dltimo 1

BASE |w| = 0.

- Neste caso w = ¢ e, portanto, contém zero simbolos 0's e 1's.
- Ademais, 6(q1,€) = 1.
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 8(q1,w) = ¢ < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero
par de 0’s ap6s o dltimo 1

(3) S(ql,w) = @3 & w CONtém ao menos um 1 e contém um nlmero
impar de 0’s ap6s o dltimo 1

BASE |w| = 0.

- Neste caso w = ¢ e, portanto, contém zero simbolos 0's e 1's.
- Ademais, 6(q1,€) = 1.
- Portanto, as condicoes de (1)-(3) sao satisfeitas, e o resultado

segue. i



Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 8(q1,w) = ¢ < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero
par de 0’s ap6s o dltimo 1

(3) S(ql,w) = @3 & w CONtém ao menos um 1 e contém um nlmero
impar de 0’s ap6s o dltimo 1

Passo |w| > 0.

- Sejaw=az ondeze X
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 8(q1,w) = ¢ < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero
par de 0’s ap6s o dltimo 1

(3) S(ql,w) = @3 & w CONtém ao menos um 1 e contém um nlmero
impar de 0’s ap6s o dltimo 1

Passo |w| > 0.

- Sejaw=az ondeze X

- Por hipotese de inducdo, sabemos que (1), (2), e (3) valem pra «
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 8(q1,w) = ¢ < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero
par de 0’s ap6s o dltimo 1

(3) S(ql,w) = @3 & w CONtém ao menos um 1 e contém um nlmero
impar de 0’s ap6s o dltimo 1

Passo |w| > 0.

- Sejaw=az ondeze X
- Por hipotese de inducdo, sabemos que (1), (2), e (3) valem pra «
- Vamos provar que (1), (2), e (3) sdo verdadeiros para w
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 6(q1,w) = ¢ & w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um ndmero
par de 0's ap6s o Ultimo 1

(3) §(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um niimero
impar de 0's ap6s o dltimo 1

Vale (1):
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 6(q1,w) = ¢ & w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um ndmero
par de 0's ap6s o Ultimo 1

(3) §(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um niimero
impar de 0's ap6s o dltimo 1

Vale (1):
- (=) Se d(qr,w) = ¢, entdo é(q, ) = ¢ e z= 0.
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 6(q1,w) = ¢ & w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um ndmero
par de 0's ap6s o Ultimo 1

(3) §(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um niimero
impar de 0's ap6s o dltimo 1

Vale (1):
- (=) Se d(qr,w) = ¢, entdo é(q, ) = ¢ e z= 0.

- Pela H.I, o ndo contém 1's, e portanto o resultado segue, ja que
=),
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 6(q1,w) = ¢ & w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um ndmero
par de 0's ap6s o Ultimo 1

(3) §(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um niimero
impar de 0's ap6s o dltimo 1

Vale (1):
- (=) Se d(qr,w) = ¢, entdo é(q, ) = ¢ e z= 0.

- Pela H.I, o ndo contém 1's, e portanto o resultado segue, ja que
=),

- («=) Se w ndo contém 1's, entdo o também nao e z = 0.

47



Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w e X*

(1) 6(q1,w) = ¢ & w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um ndmero
par de 0's ap6s o Ultimo 1

(3) §(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um niimero
impar de 0's ap6s o dltimo 1

Vale (1):
- (=) Se d(qr,w) = ¢, entdo é(q, ) = ¢ e z= 0.

- Pela H.I, o ndo contém 1's, e portanto o resultado segue, ja que
=),

- («=) Se w ndo contém 1's, entdo o também nao e z = 0.

- Pela H.I, S(ql,a) = qy €,assim, 6(q1,z) = q, € 0 resultado segue. i



Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w € X*
(1) 8(q1,w) = q1 < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero par de 0's
apos o dltimo 1

(3) 8(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero impar de 0's
apos o Gltimo 1

Vale (2):
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w € X*
(1) 8(q1,w) = q1 < w ndo contém 1's
(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero par de 0's
apos o dltimo 1

(3) 8(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero impar de 0's
apos o Gltimo 1

Vale (2):

- (=) Se 3(q1,w) = @,
entao:
@) o(q,0) =qez=1
(b) 6(q1,0) =gqex=1;
ou
(€) 6(qr, ) =gse
z € {0,1}.

48



Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w € X*
(1) 8(q1,w) = q1 < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero par de 0's
apos o dltimo 1

(3) 8(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero impar de 0's
apos o Gltimo 1

Vale (2):
- Se (a) ou (b) valem, entdo w contém 1's (z = 1).
- (=) Sed(qr,w) = g2, Se (c) vale, entdo, por H.I, a contém 1's.
entao:

@ d(q,a)=qez=1
(b) d(q1,0)=qzez=1;
ou
@ 5(‘11,04) =gq3¢€
z € {0,1}.

48



Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w € X*
(1) 8(q1,w) = q1 < w ndo contém 1's
(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero par de 0's
apos o dltimo 1

(3) 8(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero impar de 0's
apos o Gltimo 1

Vale (2):
- Se (a) ou (b) valem, entdo w contém 1's (z = 1).
- (=) Sed(qr,w) = g2, Se (c) vale, entdo, por H.I, a contém 1's.
entao: - Se z =1, entdo existem zero 0's apos o ultimo 1,
(a) tf(ql,a) =qex=1 e o resultado segue.
(b) 6(q1,0) =gqex=1;
ou
(€) 6(qr, ) =gse
z € {0,1}.

48



Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w € X*
(1) 8(q1,w) = q1 < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero par de 0's
apos o dltimo 1

(3) 8(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero impar de 0's
apos o Gltimo 1

Vale (2):
- Se (a) ou (b) valem, entdo w contém 1's (z = 1).
- (=) Sed(qr,w) = g2, Se (c) vale, entdo, por H.I, a contém 1's.
entao: - Se z =1, entdo existem zero 0's ap6s o Gltimo 1,
(@) d(gr,0)=qez=1; e o resultado segue.
b) d(q1, ) =qpez=1; I . .
b oﬁql )= - Se z =0, entao a unica possibilidade é que
(©) 8(q1,0) = g5 6(q1,a) = gs. Pela H.l, a contém um nimero
ze{0,1}. impar de zeros apos o Ultimo 1, e portanto w

contém um ndmero par, e o resultado segue. 48



Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Sejaw € T*
(1) é(q1,w) = g1 < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero par de 0's apds o dltimo 1

(3) 6(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero impar de 0's apds o dltimo 1

Vale (2):
- («=). Temos dois casos a se considerar: z=0ou z = 1.
- Se z =0, entdo a contém um nimero impar de zeros apos o ultimo 1.

Pela H.l, 6(q1, ) = g3, € assim &(qgs3, z) = g2, € 0 resultado segue.

- Se z =1, entdo temos trés possibilidades para c:

(i) ando contém 1's;
(ii) o contém 1's e possui um nimero par de zeros apos o Gltimo 1;
(iii) o« contém 1's e possui um nimero impar de zeros apos o Gltimo 1.
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Sejaw € T*
(1) é(q1,w) = g1 < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero par de 0's apds o dltimo 1

(3) 6(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero impar de 0's apds o dltimo 1

Vale (2):
- («=). Temos dois casos a se considerar: z=0ou z = 1.
- Se z =0, entdo a contém um nimero impar de zeros apos o ultimo 1.

Pela H.l, 6(q1, ) = g3, € assim &(qgs3, z) = g2, € 0 resultado segue.

- Se z =1, entdo temos trés possibilidades para c:
(i) «naocontém1's;
(ii) o contém 1's e possui um nimero par de zeros apos o Gltimo 1;
(iii) o« contém 1's e possui um nimero impar de zeros apos o Gltimo 1.
- Como a H.l. vale para «, temos que §(g1, ) = q1, 8(q1,a) = g2 e 8(q1, ) = g3
se vale (i), (ii), e (iii), respectivamente.
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Sejaw € T*
(1) é(q1,w) = g1 < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero par de 0's apds o dltimo 1

(3) 6(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero impar de 0's apds o dltimo 1

Vale (2):
- («=). Temos dois casos a se considerar: z =0 ou z = 1.

- Se z =0, entdo a contém um nimero impar de zeros apos o ultimo 1.

Pela H.l, 6(q1, ) = g3, € assim &(qgs3, z) = g2, € 0 resultado segue.

- Se z =1, entdo temos trés possibilidades para c:
(i) «naocontém1's;
(ii) o contém 1's e possui um nimero par de zeros apos o Gltimo 1;
(iii) o« contém 1's e possui um nimero impar de zeros apos o Gltimo 1.
- Como a H.l. vale para «, temos que §(g1, ) = q1, 8(q1,a) = g2 e 8(q1, ) = g3
se vale (i), (ii), e (iii), respectivamente.
- Como pra cada uma dessas possibilidades temos uma transicao de tal estado
para g2 temos que o resultado vale.
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w € X*
(1) 6(q1,w) = @1 < w ndo contém 1's

(2) b(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero par de 0's
apos o dltimo 1

(3) 8(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero impar de 0's
apos o Gltimo 1

Vale (3):
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Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w € X*
(1) 6(q1,w) = @1 < w ndo contém 1's

(2) b(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero par de 0's
apos o dltimo 1

(3) 8(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero impar de 0's
apos o Gltimo 1

Vale (3):

Exercicio



Demonstrando a Linguagem de Um AFD

Seja w € X*
(1) 6(q1,w) = @1 < w ndo contém 1's

(2) b(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero par de 0's
apos o dltimo 1

(3) 8(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero impar de 0's
apos o Gltimo 1

Vale (3):
Exercicio

cQnb.
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Dem ndo a Linguagem de Um AFD

Td Teorema

Seja X = {w € {0,1}*: w contém ao menos um simbolo 1 e contém um niimero

par de zeros apds o Gltimo 1}. Entdo L(M*) = X

Td Lema

Seja w € X*
(1) 8(q1,w) = q1 < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero par de 0's
apos o Gltimo 1

(3) 8(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero impar de 0's
apos o Gltimo 1

Prova.

- Precisamos mostrar que X C L(M*) e L(M*) C X
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Demo ndo a Linguagem de Um AFD

Td Teorema

Seja X = {w € {0,1}*: w contém ao menos um simbolo 1 e contém um niimero
par de zeros apds o Gltimo 1}. Entdo L(M*) = X

Td Lema

Seja w € X*
(1) 8(q1,w) = q1 < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero par de 0's
apos o Gltimo 1

(3) 8(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero impar de 0's
apos o Gltimo 1

Prova.

- Precisamos mostrar que X C L(M*) e L(M*) C X
- Sew € X, entao, pelo Lema, S(ql,w) = ¢2 €, consequentemente, w € L(M*)
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Demo ndo a Linguagem de Um AFD

Td Teorema

Seja X = {w € {0,1}*: w contém ao menos um simbolo 1 e contém um niimero
par de zeros apds o Gltimo 1}. Entdo L(M*) = X

Td Lema

Seja w € X*
(1) 8(q1,w) = q1 < w ndo contém 1's

(2) 6(q1,w) = g2 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero par de 0's
apos o Gltimo 1

(3) 8(q1,w) = g3 < w contém ao menos um 1 e contém um nimero impar de 0's
apos o Gltimo 1
Prova.

- Precisamos mostrar que X C L(M*) e L(M*) C X
- Sew € X, entao, pelo Lema, S(ql,w) = ¢2 €, consequentemente, w € L(M*)
- Sew € L(M*), entdo §(q1,w) = g2 €, pelo Lema, w € X cQnD.
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Justificando a linguagem de um Automato Finito Deterministico

a b b arb
o N By T
. —(@ ——(——®) @@5
a

L(M;) = {w € {a,b}* | w contém baba como subcadeia }
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Justificando a linguagem de um Automato Finito Deterministico

a b b arb
o N By T
. —(@ ——(——®) @@5
a

L(M;) = {w € {a,b}* | w contém baba como subcadeia }

Justificativa:
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Justificando a linguagem de um Automato Finito Deterministico

a b b arb
M il a2 a3 q4 qs
w &) (©)

L(M;) = {w € {a,b}* | w contém baba como subcadeia }
Justificativa:

c 51(q1,a) =q & « € X*nao contém o padrao desejado
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Justificando a linguagem de um Automato Finito Deterministico

a b b arb
M il a2 a3 q4 qs
w &) (©)

L(M;) = {w € {a,b}* | w contém baba como subcadeia }
Justificativa:

c 51(q1,a) =q & « € X*nao contém o padrao desejado
- 01(q,0) = @ & a=pbparafex*

52



Justificando a linguagem de um Automato Finito Deterministico

a b b arb
M il a2 a3 q4 qs
w &) (©)

L(M;) = {w € {a,b}* | w contém baba como subcadeia }
Justificativa:

- 81(q,a) = ¢ < € ¥* ndo contém o padrao desejado
- 81(q,a) = o & a=pbpara et
- 81(q1,a) = 3 < o= Bbaparaex*
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Justificando a linguagem de um Automato Finito Deterministico

a b b arb
M il a2 a3 q4 qs
w &) (©)

L(M;) = {w € {a,b}* | w contém baba como subcadeia }

Justificativa:

0n(q,a) =q < «€X*naocontem o padrao desejado
61(qi,0) = @@ < o= Bbparafex*

51(q1,oz) =q3 & a=pbaparafeX*

Al(ql,oz) =q < o= pbabparapgeX*

52



Justificando a linguagem de um Automato Finito Deterministico

a b b arb
M a1 a2 q3 q4 a5
w &) (©)

L(M;) = {w € {a,b}* | w contém baba como subcadeia }

Justificativa:

o € ¥* nao contém o padrao desejado
o= pBbpara feX*

o = fba para g € ¥*

«a = Bbab para g € ¥*

«a = Bbaba~y para 8,v € ¥*

Sn
/\/\é\/—\
\_/\_/:%/\_/\_/
I
&
teo e
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Proposicao

T Proposicao
Seja M= (Q,%,6,q,F) umAFD e sejage Q. Sea e X*e
B € ¥*, entao R

0(g,aB) = 6(3(g, ), B)
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Programando um AFD




Simulando um Automato em Python

def afd(delta, q, F, w):

for s in w:

q = deltal(q, s)]
return q in F

# Deflnlgao da funcdo de transicdo do AFD M"x
delta = {('g1', '0@'): 'q1',

( ql', |1|): qu',

('q2', "1'): 'q2',

(Iq2', |0|): |q3|’

('q3", '0"): 'q2',

(Iq3', |1|): lqzl}

afd(delta, 'ql', ['q2'], "000111101010000") # -> True
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