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1. Faga um algoritmo recursivo para calcular (}), sem usar a formula fechada para isso, e
prove a sua correcdo. Por definicdo, (}) = (’Zj) + (”;1) paral <k <ne(!)=(}) =1

2. O Quicksort é outro algoritmo de divisdo e conquista para o problema da ordenagéo. Ele é
muito utilizado na prética, pois seu tempo esperado de execugdo é @(nlogn) e as constantes
escondidas pela notagdo assintéticas sdo bem pequenas.

Seja A[l..n] um vetor com 1 elementos. Dizemos que A estd particionado com relagdo a um
elemento, chamado pivd, se os elementos que sdo menores do que o pivo estdo a esquerda
dele e os outros elementos (maiores ou iguais) estdo a direita dele. Note que o piv0 estd em
sua posicdo correta final com relacdo ao vetor ordenado. A ideia do Quicksort é particionar o
vetor e recursivamente ordenar as partes a direita e a esquerda do piv0, desconsiderando-o.
Seu pseudocéddigo é dado no Algoritmo 1.

Algorithm 1 Algoritmo Quicksort para ordenacao.
1: Func¢ao QUICKSORT(A, inicio, fim)
2: Se inicio < fim entado
p = ESCOLHEPIVO(A, inicio, fim)
troque A[p| com A|[fim]
x = PARTICIONA(A, inicio, fim)
QUICKSORT(A, inicio, x — 1)
QUICKSORT(A, x + 1, fim)

Considere que a fungdo ESCOLHEPIVO sempre devolve a posi¢do fim, executando, portanto,
em tempo O(1). A fun¢do PARTICIONA recebe o vetor A e as posicdes inicio e fim e devolve
a posicdo final do pivd ap6s a parti¢do. Ela executa em tempo ®@(n). Responda:

(a) Assumindo que PARTICIONA esté correto, prove que QUICKSORT esta correto.

3. Escreva uma versao recursiva da busca bindria e prove a corre¢do do seu algoritmo (vocé
deve fornecer um pseudo-cédigo).

4. Em um conjunto de S de n pessoas, uma celebridade é alguém que é conhecido por todas
as pessoas de S mas que ndo conhece ninguém. Para representar a informagao sobre esse
grupo de pessoas usamos uma matriz bindria. Dada uma matriz bindria M de dimensdes
n x n, definimos que MJi, j] = 1 se a pessoa i conhece a pessoa j e M]i, j] = 0 caso contrério.
Dado um conjunto de n pessoas e a matriz M associada,

(a) Escreva um algoritmo recursivo que determine se existe uma celebridade S. Em caso
afirmativo, i.e., S contém uma celebridade «, o seu algoritmo deve retornar «, caso
contrdrio, o seu algoritmo de retornar NIL.

(b) Demonstre a corre¢do do seu algoritmo

5. O seguinte algoritmo afirma ser capaz de fazer calcular a".
1: Fung¢ao EXPONENCIACAO(a, 1)



Se n = 0 entdo
Devolve 1
Sendo
y < Exponenciacao(a, [1/2])
y<—yxy
Sen =1 (mod 2) entdo
yaxy

Devolve y
Prove ou disprove a afirmacao anterior.

6. No ensino fundamental, aprendemos um algoritmo para multiplicar dois ntimeros “gran-
des”. Esse algoritmo tem tempo de execucdo O(n?) quando os ntimeros tém 1 digitos'.

O algoritmo de Karatsuba é um algoritmo de divisdo e conquista que promete multiplicar
dois ntimeros inteiros x e y que possuem n digitos de uma forma mais eficiente. Sua ideia
principal baseia-se em reescrever um niimero em partes menores com aproximadamente
metade do ntimero de digitos cada. Por exemplo, 3147869 pode ser escrito como 10* - 314 +
7869.

O algoritmo é apresentado a seguir. Ele usa a fungdo IGUALATAM(x, y), que deixa os ni-
meros x e y com o mesmo numero de digitos (igual ao ntiimero de digitos do maior deles)
colocando zeros a esquerda se necessario. Ela devolve o ntimero de digitos (agora igual)
desses ntimeros.

1: Funcao KARATSUBA(x, v)
2 n = IGUALATAM(x, y)
3: Se n < 2 entdo
4 Devolve xy
5 sejax = 10"2lg 4+ bey = 10/"/2lc 4 d, onde a e c tém | 5] digitos cada e b ed tém
[5] digitos cada
p1 = KARATSUBA(g, c)
p2 = KARATSUBA(D, d)
p3 = KARATSUBA(a + b, c + d)
Devolve 1021"/21 p; +101"/21(p3 — py — p2) + p2

Prove a corre¢do do algoritmo de Karatsuba.

£ um bom exercicio entender por que isso vale.



