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1 Produtos Notaveis
Sejam a e b niimeros reais.
(a+b)? =a®+2ab+b?
(a—b)2 =a® - 2ab + b*
a*>—b*=(a+b)(a-b)
(a+b)3 =a®+3a%b+3ab® + b
(a-b)}=d>-3a%b +3ab’ - b
A +b = (a+ b)(ﬁt2 —ab +b2)
a-p= (a - b)((,l2 +ab +b2)
2 Potenciacdo/Exponenciacdo

Se a € um nimero real e n € um inteiro po-
sitivo, entdo a n-ésima poténcia de a é

n vezes

o nimero a € chamado de base e o n de ex-
poente.

0 - lsea #0
0° ¢ indefinido
a—n _ i

an

A funcao exponencial de base « ¢ definida
para todo nimero real x como sendo

fx) =a",
ondea >0ea # 1.

Regras
Sejam a, b, m e n nimeros reais

am gt = gt
ﬂ _ m-n
a”

(am)n —gm
(ab)" = a"b"
a\n a"
(Z) b
ay—n b"
(Z) T an
a™ pm
b—m  gnh

3 Raiz
Se n é um inteiro positivo, entdo a n-ésima
raiz de a € definida como

Ya=b — b"=a
(ou seja, (¥/a)" = a). Se n é par, entdo
a>0eb>0.

Definimos

Vi = ¥

Regras

ALERTA: para cada uma das regras a se-
guir, assumimos que as raizes envolvidas
existem.

Sejam a e b nimeros reais e n € m nimeros
inteiro positivos.

Yab = ¥a¥b
ofa _ Na

G

m,'% — m%

Van = a se n é impar

Va" = |a| se n é par

Expoentes Racionais
Seja a um nimero real e n um inteiro posi-

tivo, entao
a'/ = 4a.

De forma geral, definimos um expoente ra-
cional m/n, onde m e n sdo inteiros, n > 0
e a € um nimero real, como

an = Va_:(%)m,

onde a > 0 se n é par.

4 Logaritmos

Seja a um nimero real positivo com a # 1.
A func@o logaritmica com base a, deno-
tada por log,,, € definida por
log,(x) =y & a” =x.

Portanto, log,(x) é o expoente ao qual a
base a deve ser elevada para dar o valor x,
ou seja,

al08a(x) — 5
Definimos os seguintes apelidos para algu-
mas bases especiais.

logx :=loggx.
Inx =log, x
lgx =log, x.
Propriedades
Sejam a, b numeros reais positivos, com

a#1leb # 1. Sejam A, B, C nimeros reais
comA>0eB>0.

log, 1=0
log,a =1
log, a* =x
alogax =x

log, (A - B) = log, (A) +1log,(B)
log,, (%) =log,(A) —log,(B)

log,, (AC) =Clog,(A)

5 Limite

Propriedades Basicas

ALERTA: cada uma das regras a seguir so

pode ser usada se todos os limites envol-

vidos existirem (forem diferentes de +oo ou

—0).

Sejam a,c,m € R constantes, n € N, O €

{a,a*,a™,+co0,—c0}, o € {,+, —} (note que

o pode ser trocado por “nada”) e + € {+, —}.
lim (mx+c¢) =ma+c

A S
lim [/(x) £ g(0] = lim f(x) + lim g(x)
lim [ f()] =+ lim f(x)
lim [£(x) - ()] = lim £(x) - lim g(x)

f) _limen f()

limy 5 g(x)’
se lim g(x) #0
x—0

[lim f()]"

x>0 g(x)
Jim [£(0)]" =

lim v/ f(x) = »/lim f(x), sen
x—0 x—0
¢ par, assumimos que limD f(x)>0
X—
1
m — =o0

1
x—0*t x”

. 1 —oo, se r é impar
lim — = ’ p

x—0- x" +o00, se r € par
Iim — =0
x—+oo xI
. 1
Iim — =0

Teoremas
Tam. Se limx—of(x) = 0 e
limx—pg(x) = d, onde d # 0 € uma

constante, entao

(i) ¢ > 0 e f(x) — 0 por valores positivos
de f(x), entdo limy_,g % = +00

(i) c > 0 e f(x) — O por valores negativos
de f(x), entdo limy_,g % =—

(iii < 0 e f(x) — O por valores positivos
de f(x), entdo limy_,g % =—

(iv)e < 0 e f(x) — 0 por valores negativos

T g(x) _
de f(x), entdolimy_,g oy =
TuawMm (L' Hopital).
f(x) 0 —oo 400 +00
Se lim ==, —,—,...,0u —,
x—a g(x) 0 —oc0 —c0 +00
entao
) AR
lim L
x—a g(x) x—a E(g(x))

Se o limite da direita existe ou se € igual a
000U —00. O

Tam. Se f é uma funcdo polinomial ou
uma fungao racional e a estd no dominio de
f, entao
lim f(x) = f(a). O
xX—a

TaMm. Se f(x) < g(x) quando x estd perto
de a (exceto possivelmente em a) e o limite
de f e g existem quando x se aproxima de
a, entao
lim fx) < lim g(x). O
TaM (Sandulche) Se f(x) < g(x) < h(x)
quando x estd proximo de a (exceto possi-
velmente em a) e
lim f(x) = lim h(x) =L
xX—a xX—a
entio
lim g(x) = L. O
X—a

6 Derivada

d
E(C) =0

%(X”) _ nxnfl

a ,
Llerol=ef @
LI+ 8001 = /() +&/ ()
X
d
LI = 0 () + 80 f ()

a [f(X)] _gWf"(x) - f(0)g'(x)
| g(x) [g(0)]?

o (ex™) = cnx!
X

L f@] = 2= ()

f()
dx( f(x)) —ef(x)f (x)

2 ( f<x>) =a’ ™ (Ina)f (x)

d
[loga fx)] = (1na)f(X)f( .

Uma fungao f € derivavel em a se f’(a)
existe.

Regra da Cadeia. Se g for derivavel em x

e f for derivdavel em g(x), entdo a funcdo

composta F = f(g(x)) é derivavel em x e
F = f'(g(x)g" (x).

7 Equacdo Quadratica

ax2+bx+c, a#0

se a > 0, entdlo a pardbola tem formato de U
e se a < 0, entdao o formato é N.

—b + Vb2 —4dac
2a
x+D)(x+j)= 2+ (J+ix+ij

2 2

b b

2 — Z1 (2
X +bx—(x+2) (2)

8 Notacao Assintdtica

Sejam f(n) e g(n) fungdes reais.

f(n) = 0(g(n)) < existe um ng € R
e uma constante ¢ > 0 tal que, para todo
n>ng0< f(n) <c-gn).

f(n) = Q(g(n)) & existeumny € R
e uma constante ¢ > 0 tal que, para todo
n>ng0<c-gn) < f(n).

f(n) =0(g(n) = f(n) =Q(gn)e
f=0(gn).
As seguintes afirmagdes sdo verdadeiras
tim £ 40,005 £ =00g)
n—oo g(n)
L0 4 o s r =0
L)
lim S 0= f=Q(g)
n—co g(n)
IO ot - i)
nes g (n)
m L

Jim PR f=w(®)

Para todo @, k > 0 pertencente aos reais, te-



mos que:
(Inn)* = o(n®)

F=o((l+a)™)

Mestre Simplificado

Sejama > 1,b > 1 e k > 0 constante e seja

f(n) um polinémio de grau k cujo coefici-

ente do mondmio de maior grau é positivo.

Para T'(n) = aT (n/b) + f(n), vale que

(@) Se f(n) = O(n'% =€) para al-
guma constante € > 0, entdo 7'(n) =
©(nl°% );

(i) Se f(n) = O(n'°% @), entio T(n) =
O(n'°% @ 1g p);

(ii)Se f(n) = Q(n'° 9*€) para alguma
constante € > 0, entdo T'(n) = O(f(n)).

Mestre

Sejam a > 1, b > 1 constantes e f(n) uma

fungdo. Para T'(n) = aT(n/b) + f(n), vale

que

(@) Se f(n) = O(n'°% =€) para al-
guma constante € > 0, entdo 7'(n) =
O(nl°% );

(i) Se f(n) = O(n'°% ), entio T(n) =
O(n'°% @ 1g p);

(ii)Se f(n) = Q(n'° 9*€) para alguma
constante € > 0 e, para n suficiente-
mente grande, temos que af(n/b) <
¢ f(n) para alguma constante ¢ < 1, en-

tao T(n) = O(f(n)).
9 Somatoério

Dada uma sequéncia de numeros
ai,as,...,dn, onde n é um inteiro ndo
negativo, definimos

n
Ejai::a1+a2+~--

i=1

+an.

Férmulas

n

1
Zz=—n(n+1)
i=1
n

le _n(n+ l)(2n+ 1)

i

i“lz 2("+1)2

Para toda constante real ¢ # 1,
n ; Cn+l -1
C‘ = =
i=0 c-1

l_Cn+l

1-c¢

Para toda constante real ¢ # 1,
! ne™? = (n+ )"+ ¢

Zici = (c— 1)2

i=0

10 Funcoes Chao e Teto
Para todo inteiro positivo 7, vale que

n=[3)+[3]
51-15]

Para todo inteiro positivo n e nimeros reais
arbitrdrios m e x, vale que

5] L

=
x+(n—1)J={x—l

+1

[ﬂ: n n
x _Fc—(n—l)}_{x+l
bJ_ n | on
11 Combinatéria

n\ n!

(k) T kl(n—k)!

n\ n(n-1)

(2)_ 2

e* > 1+xparatodox € R

en—1

(1) = (i) = (%)
Desigualdade de Bernoulli

Paratodon € Nex > —1, vale que

(1+x)" > 1+nx

Férmula de Stirling

k
k
k! = (Z) e \2rk,

1 1
onde T2k+1 <ag < k"

Desigualdade de Jansen

Seja f: R — R uma fung@o convexa e X
uma variavel aleatéria finita tomando valo-
res reais. Entdo.

E[f(®)] =z f(E[X])

Cor. Seja f: R — R uma fungio convexa

e sejamxi,xo, ...,

N pan =
=

xn € R. Entao,

n

S

i=1
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