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1. Riemann em coordenadas localmente inerciais: Considere um sistema de coordenadas
localmente inercial em um ponto P, de modo que gµν = ηµν em P e ∂λgµν = 0 em P.

a) Escreva o tensor de Riemmann em P em termos de segundas derivadas da métrica em P.

b) A partir da expressão encontrada em (a), demonstre as quatro simetrias do tensor de Rie-
mann, isto é: (b.1) Rαβγδ = −Rβαγδ, (b.2) Rαβγδ = −Rαβδγ , (b.3) Rαβγδ = Rγδαβ, (b.4)
Rαβγδ +Rαδβγ +Rαγδβ = 0.

2. Transformações de Gauge e equação de Einstein linearizada: Suponha que a métrica
do espaço-tempo é uma perturbação de Minkowski, i.e. gµν(x) = ηµν + εhµν(x), com ε � 1.
Considere a mudança infinitesimal de coordenadas dada por x′µ = xµ + εξµ(x), onde ξµ(x) são
funções arbitrárias.

a) No exerćıcio 3 da lista 4, mostramos que g′µν(x) = gµν(x)− ε (gαµ∂βξ
µ + gµβ∂αξ

µ + ξµ∂µgαβ).
Partindo desse resultado, mostre que hµν se transforma da seguinte maneira:

h′µν(x) = hµν(x)− ∂µξν(x)− ∂νξµ(x)

b) Mostre que, em termos de hµν , as componentes do tensor de Riemann são

Rαµβν =
ε

2
(hαν,µβ + hµβ,να − hµν,αβ − hαβ,µν) , com hαν,µβ = ∂µ∂βhαν

.

c) Mostre que R′αµβν = Rαµβν , ou seja, o tensor de Riemann é invariante sob a transformação
xµ → x′µ = xµ + εξµ(x).

d) As perturbações da métrica com traço trocado são definidas por h̄αβ = hαβ − 1
2ηαβhσ

σ.
Assumindo uma mudança de coordenadas do tipo xµ → x′µ = xµ + εξµ(x), qual a equação
que ξµ deve satisfazer para que ∂βh̄′αβ = 0? Quando essa condicão é satisfeita, dizemos que
estamos no gauge de Lorentz.

e) Mostre que, no gauge de Lorentz, as equações linearizadas de Einstein (i.e. desprezando-se
termos quadráticos em ε) podem ser escritas como

ε∂µ∂µh̄αβ = −16πTαβ.

3. Cosmologia: Assumindo que o Universo é homogêneo e isotrópico, sua métrica (no caso espa-
cialmente plano) possui a forma

ds2 = −dτ2 + a2(τ)(dx2 + dy2 + dz2),

onde a = a(τ) é uma função do tempo próprio τ medido por qualquer observador isotrópico.



a) Considerando um fluido perfeito (densidade ρ e pressão P ), mostre que as equações de Einstein
são equivalentes às seguintes equações para a(τ):(

ȧ

a

)2

=
8πGρ

3
,

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3P ).

Essa equações são conhecidas como equações de Friedmann. Note que, em geral, ρ e P são
funções de τ .

b) Mostre que as equações de Friedmann implicam que ρ̇+ 3(ρ+ P ) ȧa = 0.

c) Alternativamente, obtenha a equação ρ̇+ 3(ρ+ P ) ȧa = 0 a partir da conservação de energia-
momento: ∇µTµν = 0.

d) Além das equações de Friedmann, precisamos de um equação de estado que relaciona P com ρ
para determinar a evolução do Universo. A maioria dos fluidos de interesse para a cosmologia
obedece a equação de estado P = wρ, onde w é uma constante. Quando w = 0, dizemos que
o universo é dominado por matéria; quando w = 1/3, dizemos que o universo é dominado
por radiação; quando w = −1/3, dizemos que o universo é dominado por curvatura; quando
w = −1, dizemos que o universo é dominado por vácuo. Encontre uma fórmula explicita para
a = a(τ) nesses quatro casos. Faça um esboço do gráfico de a(τ) considerando uma condição
inicial a(0) arbitrária. O que acontece com a(τ) em cada caso a medida em que τ cresce?
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