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1. Riemann em coordenadas localmente inerciais: Considere um sistema de coordenadas
localmente inercial em um ponto P, de modo que g,, = 1,, em P e 0)g,, =0 em P.

a) Escreva o tensor de Riemmann em P em termos de segundas derivadas da métrica em P.

b) A partir da expressao encontrada em (a), demonstre as quatro simetrias do tensor de Rie-
mann, isto é: (b.1) Ragys = —Rpgars, (b-2) Ragys = —Ragsys (b-3) Ragys = Rysap, (b.4)
Rogys + Raspy + Raysg = 0.

2. Transformacoes de Gauge e equacao de Einstein linearizada: Suponha que a métrica
do espago-tempo é uma perturbacao de Minkowski, i.e. g, (z) = nu + €hy(x), com e < 1.
Considere a mudanga infinitesimal de coordenadas dada por z/* = z# + e£#(x), onde &#(x) sdo
funcOes arbitrarias.

a) No exercicio 3 da lista 4, mostramos que g,,,(z) = g () — € (9au0E" + gusOalt + 1 0ugap)-
Partindo desse resultado, mostre que h,, se transforma da seguinte maneira:

h;“,(.%') = hMV(x) - a;téy(x) - auéu(x)
b) Mostre que, em termos de hy,, as componentes do tensor de Riemann sao

Roppy = 5 (havus + hupva = Buvas = hapuw) , com hayus = 0u0ghay
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c) Mostre que Riwﬁv = Raupv, ou seja, o tensor de Riemann € invariante sob a transformacao

aH — 2t =t + M (x).

d) As perturbacoes da métrica com traco trocado sao definidas por Bag = hag — %nagh(,”.
Assumindo uma mudanga de coordenadas do tipo z# — z'* = z# + e£H(x), qual a equagao
que &* deve satisfazer para que 9° B;ﬁ = 07 Quando essa condicao é satisfeita, dizemos que
estamos no gauge de Lorentz.

e) Mostre que, no gauge de Lorentz, as equagoes linearizadas de Einstein (i.e. desprezando-se
termos quadraticos em €) podem ser escritas como

€0"0yhas = —16TT,p.

3. Cosmologia: Assumindo que o Universo é homogéneo e isotrdépico, sua métrica (no caso espa-
cialmente plano) possui a forma

ds* = —dr? 4 a®(7)(dz® + dy? + d2?),

onde a = a(7) é uma funcao do tempo préprio 7 medido por qualquer observador isotrépico.



a)

Considerando um fluido perfeito (densidade p e pressao P), mostre que as equagoes de Einstein
s@o equivalentes as seguintes equagoes para a(T):
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Essa equacoes sao conhecidas como equagoes de Friedmann. Note que, em geral, p e P sao
funcoes de .

Mostre que as equagoes de Friedmann implicam que p + 3(p + P)% = 0.

Alternativamente, obtenha a equagao p + 3(p + P)% = 0 a partir da conservacao de energia-
momento: V,TH = 0.

Além das equagoes de Friedmann, precisamos de um equacao de estado que relaciona P com p
para determinar a evolugao do Universo. A maioria dos fluidos de interesse para a cosmologia
obedece a equagao de estado P = wp, onde w é uma constante. Quando w = 0, dizemos que
o universo é dominado por matéria; quando w = 1/3, dizemos que o universo é dominado
por radiacao; quando w = —1/3, dizemos que o universo é dominado por curvatura; quando
w = —1, dizemos que o universo é dominado por vacuo. Encontre uma férmula explicita para
a = a(7) nesses quatro casos. Faca um esbogo do gréfico de a(7) considerando uma condigao
inicial a(0) arbitraria. O que acontece com a(7) em cada caso a medida em que 7 cresce?



