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Aulas anteriores - Estratégias de Busca - Caso Pior

Técnica Ordem Busca Insercdo Remocdo
Busca Sequencial Ndo N N N
Busca Binaria Sim log(N) N N
ABB Sim h h h
77 Sim log(N) log(N) log(N)
> As operagoes nas ABBs tém (WA O-EHHHRH(S)
custo entre O(log N) e O(N)
» O caso melhor acontece e.g. 0
quando elas s3o completas @ 9

» Por que n3o “completar”a @ G R
arvore apds inserir/remover?



Arvores AVL
LIntrodut;éo

Aulas anteriores - Estratégias de Busca - Caso Pior

Técnica Ordem Busca Insercdo Remocdo
Busca Sequencial Ndo N N N
Busca Binaria Sim log(N) N N
ABB Sim h h h
77 Sim log(N) log(N) log(N)
> As operagoes nas ABBs tém (WA O-EHHHRH(S)
custo entre O(log N) e O(N)
» O caso melhor acontece e.g. 0
quando elas s3o completas @ 9

» Por que n3o “completar”a @ G R
arvore apds inserir/remover?

Custo elevado O(NN)
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Aulas anteriores - Estratégias de Busca - Caso Pior

Técnica Ordem Busca Insercdo Remocdo
Busca Sequencial Ndo N N N
Busca Binaria Sim log(N) N N
ABB Sim h h h
77 Sim log(N) log(N) log(N)
» Na verdade uma ABB nao precisa ser @ @ G m @ e
completa para ter custo O(log N);
basta serem balanceadas m
» Que tipo de balanceamento? @ 9
» Como balancear de forma eficiente @ G R

e a0 mesmo tempo preservar a ordem
simétrica apds inserir/remover?
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Tipos de Arvores Balanceadas

» Balanceamento pela altura (height balance): AVL trees,
red-black trees

https://en.wikipedia.org/wiki/Red-black_tree


https://en.wikipedia.org/wiki/Red-black_tree
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Tipos de Arvores Balanceadas

» Balanceamento pela altura (height balance): AVL trees,
red-black trees

» Balanceamento perfeito pela altura (perfect height balance):
2-3 trees, 2-3-4 trees, B trees (B+, B¥)

R
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https://en.wikipedia.org/wiki/B+tree
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Tipos de Arvores Balanceadas

» Balanceamento pela altura (height balance): AVL trees,
red-black trees

» Balanceamento perfeito pela altura (perfect height balance):
2-3 trees, 2-3-4 trees, B trees (B+, B¥)

» Balanceamento pela “classe” (rank balance): WAVL trees *

1 Rank-balanced trees: Haeupler B., Sen, S., Tarjan, R. E., ACM Transactions on Algorithms, 2015
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Tipos de Arvores Balanceadas

» Balanceamento pela altura (height balance): AVL trees,
red-black trees

» Balanceamento perfeito pela altura (perfect height balance):
2-3 trees, 2-3-4 trees, B trees (B+, B¥)

» Balanceamento pela “classe” (rank balance): WAVL trees *

» Balanceamento pela frequéncia de acesso: splay trees 2

2Self-Adjusting Binary Search Trees: Sleator, Daniel D., Tarjan, Robert E. Journal of the ACM, 1985
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Tipos de Arvores Balanceadas

» Balanceamento pela altura (height balance): AVL trees,
red-black trees

v

Balanceamento perfeito pela altura (perfect height balance):
2-3 trees, 2-3-4 trees, B trees (B+, B¥)

v

Balanceamento pela “classe” (rank balance): WAVL trees *

v

Balanceamento pela frequéncia de acesso: splay trees 2

v

Balanceamento pelo nimero de néds: weight-balanced binary
trees 3

3 Binary Search Trees of Bounded Balance: Nievergelt, J., Reingold, E. M. SIAM Journal on Computing, 1973
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Arvores Binarias Balanceadas pela Altura

Altura de um né: nimero de passos do mais longo caminho até
uma folha

h(n) = -1 se n=NULL
"' =\ maz(h(n — esq),h(n — dir)) +1 se n#NULL
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Arvores Binarias AVL

Primeiras arvores balanceadas, propostas em 1962 pelos cientistas
rusos Georgy Adelson-Velsky e Evgenii Landis 4

» para cada nd na darvore, a diferenca de altura de suas duas
subdrvores é no maximo 1

4 An algorithm for the organization of information. Proc. USSR Academy of Sciences, 146: 263-266, 1962
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Arvore AVL e Fator de Balanceamento de um né n

FB(n) = h(n — esq) — h(n — dir)
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Arvore AVL e Fator de Balanceamento de um né n

FB(n) = h(n — esq) — h(n — dir)
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Arvore AVL e Fator de Balanceamento de um né n

FB(n) = h(n — esq) — h(n — dir)

» Uma ABB é AVL se paracadanén, | FB(n) | <1
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Arvore AVL e Fator de Balanceamento de um né n
FB(n) = h(n — esq) — h(n — dir)

» Uma ABB é AVL se paracadanén, | FB(n) | <1
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Arvore AVL e Fator de Balanceamento de um né n
FB(n) = h(n — esq) — h(n — dir)

» Uma ABB é AVL se paracadané n, | FB(n) | <1

Exercicio: Quais das ABBs abaixo sdo AVL?
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Exemplo de Implementacao - Arvore AVL

Pode ser implementada armazenando a altura ou o FB

typedef struct avlTreelNode avlTreeNode;
struct avlTreeNlode {

int key;

int height;

avlTreeNode *left, *right;
i

const int leftheawy = -1, balanced = 8, rightheavy = 1;

int balanceFactor(avlTreelode *n) {

if (In)
return 8;
int hl = (n-»left) ? n->left-rheight : -1,

hr = (n->right) ? n->right-*height : -1;
return hl - hr;

¥
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Anilise das Arvores AVL

Qual a altura maxima h duma arvore AVL com n nés?

Prova: Usar pergunta equivalente: fixando h, qual é a menor
arvore AVL (# nds) que pode ser construida com altura h? Seja
N (h) o menor niimero de nés de uma arvore AVL de altura h.

» N(0O)=1eN(1) =2

» Se h > 1 as sub-3drvores esquerda e direita terdo no maximo
altura h — 1. Na verdade, para fazer com que a arvore tenha
o menor nimero de nds possivel (sem violar a condi¢do de

AVL) entdo uma sub-arvore terdo altura h — 1 e a outra
altura h — 2. Isto leva a recorréncia

N(h)=N(h-1)+Nh—-2)+1 se h>1
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Anélise das Arvores AVL - Menor arvore AVL de altura h

N(0) =1; N(1) =2
N(h)=Nh—-1)+N(h—2)+1seh>1

*
*
* — % —
* — ¥ —
*
*
* — ¥ —

* — ¥ —
* — ¥ —

N(2)=4 N@) =7 N(2) = 12
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Anélise das Arvores AVL - Menor arvore AVL de altura h

N(0)=1; N(1) =2
N(h)=N(h-1)+Nh—-2)+1seh>1

Para h — 1 temos N(h—1) = N(h—2)+ N(h—3)+1, logo
N(h)=(Nh—-2)+Nh-3)+1)+Nh-2)+1 =

N(h) > 2% N(h—2) =
N(h)>2xN(h—2)>2%x2xN(h—4) >...> 2?2
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Anélise das Arvores AVL - Menor arvore AVL de altura h
N(h) > 2"2 = log, N(h) > log,2"/? =

h < 2xlogy, N(h) O
Desta forma, para qualquer outra arvore con m nés e altura h

n > N(h) > 2"2% = logyn > 10g22"? = h < 2xlogyn

Qual a altura maxima h duma 3arvore AVL com n nds?

Resposta: h = O(log, n)
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Anélise das Arvores AVL - Menor arvore AVL de altura h

Resolvendo melhor a recorréncia (notar que é parecida com a
recorréncia dos niimeros de Fibonacci)

N(0)=1; N(1) =2
N(h)=Nh—-1)+Nh—-2)+1seh>1
é obtido que

1 5
N(h) = ", ¢ = 4_2\/() ~ 1.618 (the golden ratio)

Calculando log, () = 1.44; portanto, a altura de uma &rvore
AVL é =~ 1.44 * log, n onde n é o nlimero de nds da &rvore.
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Agenda

Balanceamento nas Arvores AVL - Rotacdes
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Arvore AVL e Fator de Balanceamento de um né n
» Como manter as arvores AVL balanceadas apds uma insercio
ou remogao?
» Como preservar a ordem simétrica das ABS?

» Como manter o custo logaritmico das operacdes?

Resposta: usar transformacdes locais (de baixo custo - O(1)) que
somente sejam efetuadas no caminho da operagdo

Rotacoes: Permitem intercambiar o papel da raiz (né com FB
igual a -2 ou 2) e um dos filhos, preservando a ordem das chaves

» Simples: Esquerda ou Direita
» Dupla: (Direita-) Esquerda ou (Esquerda-) Direita
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Rotac3o Simples a Direita - Caso LL

» O desbalanceamento estd a esquerda-esquerda

» Troca o papel da raiz e o filho esquerdo preservando a ordem

(oo %) (x¥) (v, 2) (2, +°°)



Arvores AVL ()

LBaIanceamento nas Arvores AVL - Rota¢des ( )
Universidade

Exemplos Rotacao Simples a Direita - Caso LL

» O desbalanceamento estd a esquerda-esquerda: o né
desbalanceado tem FB=2 e o filho esquerdo FB=1 (note que
é o mesmo sinal do pai!)

» Rotaciona a raiz e o filho esquerdo em sentido horério
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Rotac3o Simples a Esquerda - Caso RR

» O desbalanceamento estd a direita-direita

» Troca o papel da raiz e o filho direito preservando a ordem

(v, 2) (2, +o°) (o=, %) (6y) (v, 2) (z,+°)
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Exemplos Rotacao Simples a Esquerda - Caso RR

» O desbalanceamento estd a direita-direita: o né
desbalanceado tem FB=-2 e o filho direito FB=-1 (note-se
que é o mesmo sinal do pail)

» Rotaciona a raiz e o filho direito em sentido anti-hordrio

Ya
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Exercicio de Rotacdo Simples

» Desenhe as arvores resultantes de aplicar a rotacdo simples a
esquerda no né 0030 nas arvores abaixo.

» Escreva uma fungcdo void rotateLeft(avlTreeNode **n)
que implemente a rotacdo simples a esquerda em um né n.
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Rotacdo Dupla a Direita - Caso LR

» O desbalanceamento estd a esquerda-direita

» Duas rotacGes simples: 1ra a esquerda; 2da a direita

(e, %) (% ¥) (v 2) (2,+°°)
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Exemplos Rotacao Dupla a Direita - Caso LR

» O desbalanceamento estd a esquerda-direita: o né
desbalanceado tem FB=2 e o filho esquerdo FB=-1
(sinal inverso ao do pail)

» O neto que estd a esquerda-direita é "movimentado” duas
vezes: primeiro a esquerda e depois a direita

() (o] (o) = ()
() = (=)
() () (o)
® O () (o) (o) (o)
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Rotacdo Dupla a Esquerda - Caso RL

» O desbalanceamento estd a direita-esquerda

» Duas rotacGes simples: 1ra a direita; 2da a esquerda

(e, %) (% ¥) (v 2) (2,+°°)
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Exemplos Rotacdo Dupla a Esquerda - Caso RL

» O desbalanceamento estd a direita-esquerda: o né
desbalanceado tem FB=-2 e o filho direito FB=1
(sinal inverso ao do pail)

» O neto que estd a direita-esquerda é "movimentado” duas
vezes: primeiro a direita e depois a esquerda

@ 0080

@ ﬁ
OHONCNS
S &t
5 6 68
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Exercicio: Rotacoes

Balanceie as ABBs nao AVL abaixo usando rotacdes apropriadas
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Resumo Rotacoes

» S30 simétricas

Esquerda Direita

X (

Y a
» Nas simples, o né n3o balanceado tem FB com o mesmo sinal
do filho mais alto (“simétrico” a rotagdo). S3o aplicadas no
sentido inverso a maior altura
» Nas duplas, o né nao balanceado tem FB o sinal inverso do
filho mais alto (“simétrico” a rota¢do). Sdo compostas por
uma rotacdo simples e a simétrica.
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Insercao nas Arvores AVL

Caso 1 A nova chave foi inserida na subarvore de menor altura = a
altura ndao muda e a arvore fica balanceada

Caso 2 O né tinha FB = 0 antes da insercdo = atualizar a altura. E
preciso conferir a condicdo AVL dos antecessores

Caso 3 A nova chave foi inserida na subdrvore de maior altura (direita
ou esquerda resp) = efetuar a rotagdo. Ndo é preciso conferir
o balanceamento dos antecessores

Exemplo: Inserir as seguintes chaves numa arvore AVL:
40, 20, 50, 30, 45, 60, 55, 15, 52

Ver animag¢do em AVL Tree Visualization



https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/AVLtree.html
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Exemplo de Insercoes nas Arvores AVL

Inserir 15
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Algoritmo de Insercio nas Arvores AVL

1. Inserir o né da mesma forma que nas ABBs
2. No caminho de volta até a raiz

2.1 atualizar a altura de cada né n,
2.2 checar se ndo cumpre a condicdo AVL
2.3 rotacionar de forma apropriada
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Exemplo de Implementacao - Insercao AVL

Node* inserirElemento(int valor, Node *raiz) {

1serca na ABB Jersao recur

if traiz==NULL).i

Node *nove = (Node *) malloc(sizeof(Node));
novo->data = valor;
novo->left = povo->right = NULL;

novo->height = 0;
return novo;

}

if (valor == raiz->data)
return raiz;

else {
if (valor < raiz->data)
raiz-=left = inserirElemento(valor, raiz-=left);
else
raiz->right = inserirElemento(valor, raiz->right);
}

Cédigo do Prof. Jests.
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Exemplo de Implementacao - Insercao AVL

/ atualizacao da altura do Node antecesso
raiz->height = 1 + max( altura(raiz-=>left), altura(raiz->right) );
rator 12 Daldanceament

int fb = fatorDeBalanceamento(raiz);

/ Caso LL:
if ( fb>1 && valor < raiz->left->data) {
printf("\n* Rotacao LL");

return rotacaoADireita(raiz);

{ Caso RR
if ( fb<-1 && valor > raiz->right->data) {
printf("\n* Rotacao RR");
return rotacaoAEsquerda(raiz);
I3

Cédigo do Prof. Jests.
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Exemplo de Implementacdo - Insercdo AVL - Rotacdo SD

Left Left Case Balanced

Node* rotacaoADireita(MNode* y) {
Node* x = y->left;

Node* T2 = x->right;
rotacao
X->right = y;
y->left = T2;
/ atualizacao de altura
y->height = 1 + max( altura(y->left) , altura(y->right) );

x->height = 1 + max( altura(x->left) , altura(x->right) );

return X,

Cédigo do Prof. Jests.
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Exemplo de Implementacao - Insercao AVL

/ Caso LR Left Right Case Left Left Case
if ( fb>1 && valor > raiz->left->data) { L
printf("\n* Rotacao LR"); o .
raiz-»left = rotacacAEsquerda(raiz->left);
return rotacacADireita(raiz);

{ Caso RL:
if ( fb<-1 && valor < raiz->right->data) {
printf("\n* Rotacao RL");
raiz-=>right = rotacaocADireita(raiz-=>right);
return rotacaoAEsquerda(raiz);

}

return raiz;

Cédigo do Prof. Jests.
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Remocdo nas Arvores AVL
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Remocao nas Arvores AVL

Remover o né da mesma forma que nas ABBs. No caminho de
volta desde o pai da folha removida até a raiz, atualizar a altura
de cada né n, checar se ndo cumpre a condicdo AVL e rotacionar

» O fator de balanceamento pode mudar

» A arvore pode diminuir sua altura

» Pode ser necessario rotacionar todos os nds no caminho de
volta!
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Exercicios: Remocao nas Arvores AVL

1. Remova da 4rvore AVL abaixo as seguintes chaves: 5, 20, 50

nesta ordem. @
0 P 5
JORNEORSS

2. Escreva uma fungdo para remover uma chave de uma arvore
AVL.
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Conclusoes - Arvores AVL
> A altura de uma arvore AVL é aproximadamente igual a
1.44 x log, n onde n é o nimero de nds da arvore.

» O balanceamento usa transformagdes simples, locais,
simétricas, de custo constante

» As operagdes de busca e insergdo tem custo O(logy 1) no
caso médio e também no caso pior

Tecnica Ordem Busca Inser¢cdo  Remocgdo
Busca Sequencial Nao N N N
Busca Binaria Sim log(N) N N
ABB Sim h h h
AVL Sim log(N) log(N) log(N)
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Conclusoes - Arvores AVL

Técnica Ordem Busca Inser¢gdo Remogdo
Busca Sequencial Ndo N N N
Busca Binaria Sim log(N) N N
ABB Sim h h h
AVL Sim log(N) log(N) log(N)

» Insercdo simples, apds inserir basta uma rotacao para
tornar a arvore AVL

» A remoc3do pode precisar log n rotacoes

» Precisa armazenar a altura ou o fator de balanceamento (no
minimo mais dois bits por nd)
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Conclusoes - Arvores AVL

Técnica Ordem Busca Inser¢gdo Remogdo
Busca Sequencial Ndo N N N
Busca Binaria Sim log(N) N N
ABB Sim h h h
AVL Sim log(N) log(N) log(N)

» Insercdo simples, apds inserir basta uma rotacao para
tornar a arvore AVL

» A remoc3do pode precisar log n rotacoes

» Precisa armazenar a altura ou o fator de balanceamento (no
minimo mais dois bits por nd)

Da para melhorar? Sim, arvores preto-vermelho



Arvores AVL ()
|—Complexidade das Estruturas de Dados ( J ‘ M ‘ ‘ @z_:r

Agenda

Complexidade das Estruturas de Dados
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Complexidade de algumas Estruturas de Dados

Data Structure

Array,

Stack

Queus
Singly-Linked List
Doubly-Linked List
Skip List

Hash Table

Time
Average Worst

Access Search Insertion Deletion Access Insertion Deletion

Search

(o)) a(n) a(n} aln) [ory]

B ) few) ) o)

o CEI o) )

pm) o) o) @

) E ES CIES) R CTEh)

[e(108(n))] [B(208(n)) | [BC1ogln)) | [eC108tn))]|  [0Cn) o(n) o(n) o(n)

o @@ B

Binary Search Tree [8(log(n)) | [e(1og(n)) ]| [e(1og(n)) ] [e(1oe(n)) | o(n) a(n) a(n)
[wa]  [B(ioetm)] (6ot [Bloetnd] [wra  [otm o(n) o(n)

Cartesian Tree
B-Tree
Red-Black Tree
Splay Tree
AVL Tree

KD Tree

[e(10g(n))| [e(108(n)) | [8(10e(n)) | [e(10(n)) | [o(10g(n)) | [0(10g(n)) | [B(10g(n)) | [0C108(n) |
[e(10g(n))| [e(108(n)) | [8(10e(n)) | [e(10(n)) | [o(10g(n)) | [0(10g(n)) | [B(10g(n)) | [0C108(n) |
[ura  [e(1og(m)] [e(ioetm)] [eCioetm)]  [nra|  [o(Tog(n)] [oCioetn)] [otioe(m)]
[e(10g(n))| [e(108(n)) | [8(10e(n)) | [e(10(n)) | [o(10g(n)) | [0(10g(n)) | [B(10g(n)) | [0C108(n) |

[eCioe(n)) ] [B(Togtn)) | [B(10gtn)) | [6(1og(n)) ]

http://bigocheatsheet.com/
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Outro Exemplo de Implementacdo - Insercdo AVL

void avlInsert(avlTreeNode **treeRoot, int key) {
if (*treeRoot == NULL) {

// update the root to point at a new Node
avlTreelNode *newMode = malloc(sizeof(avlTreeNode));
*treeRoot = newlode;

if (!newNode)
return;

newlode->key = key;

newhlode->left = newlNode->right = NULL;
newlode->height = @;

return;

¥

if (key == (*treeRoot)->rkey)

return; )
Ver cédigo aqui.


https://repl.it/@mirthalina/avlTree
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Outro Exemplo de Implementacdo - Insercdo AVL
avlTreeNode *tree = *treeRoot;

if (key < tree->key) { // recursively move to the left
avlInsert(&tree-rleft, key);

// check if the tree must be updated
if (balanceFactor(tree) == 2) {
// inserted in the left from node was already heavy on the left

if (key < tree->left->key)
casellrotateRight (&tree);
else caselRrotateleftRight(&tree);

¥
else updateHeight(tree);

Ver cédigo aqui.


https://repl.it/@mirthalina/avlTree
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Outro Exemplo de Implementacdo - Insercdo AVL

else { // otherwise recursively move right
avlInsert(&tree->right, key);

if (balanceFactor(tree) == -2) {

if (key > tree-»right->key)
caseRRrotateleft(&tree);
else caseRLrotateRightlLeft(&tree);

h
else updateHeight(tree);

}

*treeRoot = tree;

¥

Ver cédigo aqui.


https://repl.it/@mirthalina/avlTree
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